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Zur Erinnerung, die Formel fiir die Taylorreihe um die Stelle x( lautet

Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Betrachten Sie die Sinusfunktion

f(z) = sin(x).
(a) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion nach n, dafs

) () = sin(z + ng)

gilt.
(b) Zeigen Sie, dak f(%%)(0) = 0 und f*+1)(0) = (—1)* fiir jede natiirliche Zahl k € N gilt.

(c) Berechnen Sie die Taylorreihe von der Sinusfunktion f(x) = sin(z) an der Stelle zg = 0.

Losung: (a):
Induktionsanfang:

FO(z) = sin(z 4 0- g) =sin(z) = f(z)

Induktionsannahme:
Wir nehmen an, dafs

M (z) = sin(z + ng)

bereits gezeigt wurde.
Induktionsschluf:
Wir miissen

FOD () = sin(z + (n + 1)%)

zeigen:
1D (@) = (f (@) = (sin(e +n7)) = cos(z +nT)
= sin(z + ng + g)

= sin(z+ (n+1)

)

NI
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(b):
Es gilt
F@R(0) = sin(0 + 21%) — sin(kr) = 0.
Wir haben
FEI(0) = sin(0 + (2K +1)3).

Wir machen eine Fallunterscheidung: Betrachten wir den Fall, daf k£ gerade ist. Dann haben wir

FERD () = $M0+@k+ng):gmg

= sin(g)cos kr=1=(-1)*.

+ km) = Sin(g) cos kT + cos(g) sin km

Betrachten wir den Fall, daf k& ungerade ist. Dann haben wir

FE&HD ) = mm0+@k+ng)zﬁmg

= sin(g)cos kr=—1=(-1)~.

+ km) = Sin(g) cos km + COS(g) sin k7

(c):

Nur ungerade Ordnungen liefern Beitrdge. Somit haben wir

> f£(n)
o - an'<o>

(—1)k 2%+ 1

— (2k + 1)!
_ L T
= T — gzn + gac F-
Aufgabe G2 ()
Berechnen Sie die Taylorreihe von .
f(m) — esm x

um die Stelle zp = 0 bis zur dritten Ordnung.

Losung:

f//(i?) (COS CL‘)/ sin x +cos T (esin :E)/ — —sin esinx+ (COS .%‘)2 esinx
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f//(O) — —sin 0 esin 0 4 (COS 0)2 esin 0 _ 0+ 12 X esin 0_ 1

f///(x) — *(Sin SC), esinm —sin (esin m)/+ ((COS .’E)2), esinz + (COS $>2 (esin m)/
= —cosze™? —sinx cos z ™% 4 2cos z(—sin x) e T + (cos ) ST

= —cos x ™% —3sin x cos x e 4 (cos x)® ST

f"(0) = —cos 09 —3sin 0 cos 0 €50 + (cos 0)3 20 =0

Fassen wir zusammen:

f) = 1)+ 7O+ T %02 D00 4 o)

1
= 1+m+§x2—|—(’)(m4)

Aufgabe G3 ()
Berechnen Sie die Taylorreihe des natiirlichen Logarithmus

f(x) = In(z)

um die Stelle £y = 1 bis zur zweiten Ordnung.

Losung: Wir berechnen die ersten beiden Ableitungen

1
/ g
Flw) =~
und
1
f”(l’) = T2
Wir haben

© £(n)(y
f@) = S gy
n=0 '

= J(w) + £ @) (e~ w0) + @)z ~ a0)’ + O(a?),
und mit zg = 1 erhalten wir
In(z) = In(1)+In'(1)(z—1)+ %ln”(l)(aj — 12+ 0(2%)

= (@-1) - 517 +06)
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Hausiibung

Aufgabe H1 (4P)
Betrachten Sie die Funktion

f(z) = —In(1 —x).
(a) Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion, dafs

fiir alle natiirlichen Zahlen n € N mit n > 1 gilt.
(b) Wie lautet die Taylorreihe von f(z) = —In(1 — x) um die Stelle zy = —17
(c) Wie lautet die Taylorreihe von f(z) = —In(1 — z) um die Stelle 9 = 07

Losung: (a): Induktionsanfang fiir n = 1:

fO () _ I S S S

B =) = g = e = )
Induktionsannahme:
Wir nehmen an, dafs

fl ) 11
nl n(l—z)n
bereits gezeigt wurde.
Induktionsschluf:
Wir wollen
[ @) 1 1
(n+1)!  (n+1)(1—z)n+tD
zeigen:
fr@ 1 [ ()
(n+1)!  n+l nl
L L a1 od1
 n+ldr n!  n+ldrn(l—z)"
1 1d 1 1
- - -t = T (=1)(1 — ) D
(n+1)nd:z:( 2) (n+1)n( n)(=D{ - )
1 1

(n+1) (1 —2)nt)’

Zum Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion:

e Der Beweis der vollstindigen Induktion ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Mathematik. Er
kann hiufig bei folgendem Problem angewandt werden.

e Es sei ng eine ganze Zahl und A(n) fiir jedes n > ng eine Aussage.
e Es soll bewiesen werden: A(n) ist richtig fiir alle n > ny.

e Die Giiltigkeit dieser unendlich vielen Aussagen A(n) kann man nicht fiir jedes n einzeln
nachpriifen. Hier hilft die vollstédndige Induktion.

Beweisprinzip:
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e Um die Aussage A(n) fiir alle n > ng zu beweisen, geniigt es, zu zeigen:

— Induktionsanfang: A(ng) ist richtig.

— Induktionsschritt:Fiir ein beliebiges n > ng gilt:
Falls A(n) richtig ist, ist auch A(n + 1) richtig.

e Die Wirkungsweise dieses Prinzips ist leicht einzusehen:
Nach (Induktionsanfang) ist zunéchst A(ng) richtig.
Wendet man den Induktionsschritt auf den Fall n = ng an, so erhdlt man die Giiltigkeit von

A(?’LO + 1)

Wiederholte Anwendung des Induktionsschrittes liefert dann die Richtigkeit von A(ng + 2),

A(no + 3) usw.

Aufgabe H2 (3P)
Berechnen Sie die Taylorreihe von

() (y
n=0 :

O fn)(_

S I

n=0 ’

1 1 .
2= opt =
Z(]i;(m +1)"

f(z) = e** cos(z)

um den Punkt xg = 0 bis zur vierten Ordnung.

Lésung:

ot
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F(z) = 2627 cos(z) — €2® sin(z)
£'(0) = 229 cos(0) — €0 sin(0) = 2
f"(x) = 3€® cos(x) — 4€2? sin(x)
£"(0) = 3€2° cos(0) — 420 sin(0) = 3
FO(x) = 2€*T cos(x) — 11 €2? sin(x)
F3(0) =260 cos(0) — 11 €2 sin(0) = 2
FB(z) = —7€%" cos(z) — 24 €27 sin(x)

FB(0) = =7e%Y cos(0) — 2420 sin(0) = —7

" 3) ()
f@) = £+ 0w+ 2(0)x2+f 6(0)m3+f 24(0)9044-(’)(33)5
322 23 Tat 5

= 1+2z+—2 +73 T o1 + O(x)

Aufgabe H3 (3P)
Berechnen Sie die Taylorreihe des Tangens

f(z) = tan(z)
um die Stelle zo = 0 bis zur zweiten Ordnung.
Losung:

tan(0) = 0

cos(z)
sin?(z 1
= COSQ((.QZ)) - cos?(x)
tan(0) = 1
1 '_ 1 cos(z)) — sin(z)
(cos%x)) cos3(33)( )) 2cos3(:c)
tan(0)” =0

f@) = JO)+ 0+ 5 0) + 0@
= z+0(?).



