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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Betrachten Sie die Funktion f : R — R mit D(f) = R und f(z) = sinz. Berechnen Sie die
Ableitung von f an der Stelle g € R, indem Sie den Differenzenquotienten aufstellen und einen
Grenziibergang vornehmen.

Hinweise:
(a) sina+sinf = QSinaTJrﬁcos O‘T_B
(b) —sin(a) = sin(—«)
in(h
(c) limp_o 222 — 4

2

Losung: Da die Funktion g : R — R mit D(g) = R und g(x) = cos z stetig ist, gilt

lim f(x) = f(=zo) — lim sin(zg + h) — sinzg
T—T0 T — X0 h—0 h
c(h h
~ lim 2sin(z) cos(wg + 5)
h—0 h
in(h
= lim sin( lim cos(xg + =)

Aufgabe G2 ()
(a) Bestimmen Sie die Ableitung folgender Funktionen mit Hilfe der Ableitungsregeln:

(i) f:R—Rmit f(z) =e"? firzx € D(f) =R
(ii) g:R—>Rmitg(x):%—l-%—i%—i—&xﬁirxeD(g):R\{O}

(iii) h:R — R mit h(z) = /1 + cos?(x) fiir x € D(h) =R

(b) Berechnen Sie die Ableitung von

kR — R mit k(x):%fiir:reD(k:) — R\ {0}

mit Hilfe der Definition von Differenzierbarkeit.
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Losung:
(a) Mit Hilfe der Rechenregel ergibt sich:
(i) f(z) =emTcosz
(i) ¢'(z)=—-3 5 +5
(i) A(x) = ﬁ oS T sin x
(b) Behauptung: k'(z) = —1—12
Beweis: Sei xg € D(k) N H(D(k)). Dann gilt:
11
T 1 1
lim =— = lim —— = ——;,
z—xo T — Ty  T—T0  TX( xg

dh. K (z0) = —%

Aufgabe G3 ()
Betrachten Sie die Funktion f: R — R mit D(f) =R und f(z) = sin(2x).
Berechnen Sie

(a) f'(x),
(b) f" (=),

(c) f"(=),

(d) fW(x),

(e) f1 ().

Losung: Mit den Rechenregeln ergibt sich

(a) f'(z) = 2cos(2x),

(b) f"(z) = —4sin(2z),
(c) f"(z) = —8cos(2z),
(d) f@(z) = 16sin(2z).
(e) Somit gilt f10)(z) = ((f(4))(4)>” (r) = —20sin(27).

Hausiibung

Aufgabe H1 ()
(a) Bestimmen Sie die Ableitung folgender Funktionen mit Hilfe der Ableitungsregeln:

(i) f:R—Rmit f(z) = ©=225 fiir o € D(f) =R\ {2}
(ii) ¢:R — R mit g(z) = 2% fiir x € D(g) =R
(iii) h:R — R mit h(z) = sin®(2> + cos(z?)) fiir z € D(h) =R
b) Berechnen Sie die Ableitung von
(b) g
kE:R — R mit k(z) = z|z| fir z € D(k) :=R

mit Hilfe der Definition von Differenzierbarkeit.
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Losung:

(a) Mit Hilfe der Rechenregel ergibt sich:

: 22 b
(i) fl(x)= (jﬁ2)25
(i) ¢'(x) = 423e” + 2te®

(iii) A'(z) = 2sin(a® + cos(z?)) cos(z® + cos(x?)) (322 — sin(z?)27)

(b) Behauptung: k'(z) = 2|z|
Beweis: Sei xg € D(k) N H(D(k)). Dann gilt fiir x € D(k) \ zo:

lz| —wolwo| _ || — wolz| + wolz| — 2olwo| _ 2] + zo(|z] — |wol)
T — X T — X T — X .
Fall1: o =0
lim zlz] = @olzo| = lim |z| = 0,
z—0 T — X z—0
d.h. ¥(0) = 0.
Fall 2: zg > 0
Es gentigt, nur « € D(f) mit > 0 zu betrachen (Wieso?). Fiir diese z gilt:
lim olz] = wolzo| = lim |x|+ 2o(@ = o) = 2xy,
r—T0 T — Xo T—T0 T — X0
d.h. k' (xg) = 2z fiir g > 0.
Fall 3: 29 <0
Analog zum zweiten Fall sieht man k'(z¢) = —2z¢ fiir ¢ < 0.

Insgesamt ergibt sich &'(x¢) = 2|zg].

Aufgabe H2 ()
Es sei 2 in(1)
. . | afsin(y), z#0
f.R—)RHlltf(.’E)—{ a =0
fir x € D(f) :=R.
(a) Bestimmen Sie a € R so, dass f stetig ist.

(b) Untersuchen Sie, ob mit dieser Wahl von a die Funktion f sogar differenzierbar ist und
bestimmen Sie gegebenenfalls die Ableitungsfunktion f’.

(c) Ist f’ stetig auf R?
Lésung:

(a) Nach den Rechenregeln ist f in x € D(f)\ {0} stetig. Daher geniigt es = 0 zu untersuchen.
Sei (zp)nen C R eine Folge mit lim,,_,o 2, = 0. Dann gilt:

da der Sinus durch 1 beschriankt ist. Mit dem Einschliefungskriterium folgt
lim f(z,)=0.
Tn—0

Daher ist a = 0 zu wahlen.
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(b) Fiir x # 0 folgt mit den Rechenregeln

f'(z) = 2z sin (i) — cos <516>
"(2)
—r<gzsin|-—| <z
x

Daher folgt mit dem Einschliefsungskreiterium

Behauptung: f'(0) = 0.
Beweis:Es gilt:

2 i1
=)—=0 1
lim % = lim z sin <> =0.
r—0 x—0 x—0 x
Somit ist f/(0) = 0.

(¢) Wihle 2,, = z2—. Dann gilt lim,, o 2,, = 0 aber

lim f'(z,) = nli_)rglol =1+#0= f(0).

n—oo

Dabher ist die erste Ableitung in 0 nicht stetig.



