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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Betrachten Sie die Funktion

f(m):{x—lﬁ fir x € R\ {0},

fir x = 0.

(a) Hat f an der Stelle o = 0 einen rechts-/linksseitigen Grenzwert? Hat f an der Stelle g = 0
einen Grenzwert? Berechnen Sie die Werte gegebenenfalls!

(b) Ist f an der Stelle 29 = 0 rechts-/linksseitig stetig? Ist f an der Stelle o = 0 stetig?

Lésung:

(a) Sei (zn)nen C (0,00) eine Nullfolge, d.h. lim,,_,o z, = 0. Dann gilt fiir alle n € N : f(z,)
xn—1,da £ = 1. Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir lim,, oo f(2y,)

lzn|
—1. Also existiert der rechtsseitige Grenzwert und lim,\ o = —1.
Sei (xn)neny C (—00,0) eine Nullfolge, d.h. lim, .z, = 0. Dann gilt fiir alle n € N :
flxn) = zp + 1, da \22\ = —1. Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir

lim,, oo f(2n) = 1. Also existiert der linksseitige Grenzwert und lim, ~o = 1.
Da rechts- und linksseitiger Grenzwert nicht iibereinstimmen, hat f an der Stelle xyp = 0
keinen Grenzwert.

(b) Fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt lim,\ o = —1. Da aber f(0) = 1 # lim,\p, ist f in
2o = 0 nicht rechtsseitig stetig.
Fiir den linksseitigen Grenzwert gilt lim, -o = 1. Da f(0) = 1 = lim, »o, ist f in 29 = 0
linksseitig stetig.
Da f in 2y = 0 nicht rechtsseitig stetig ist, ist f nicht stetig.

Aufgabe G2 ()
Betrachten Sie die Funktion f: R — R mit

B 1 fir x € (—00,0),
f($)_{x—|—2 fiir x > 0.
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind:
(a) f hat den Grenzwert lim, .o f(z) = 1.
(b) f hat den Grenzwert lim,_,; f(x) = 3.
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(c) f hat den rechtsseitigen Grenzwert lim,\ o f(z) = 2.

(d) f ist stetig an der Stelle xg = 0.

e)
)

f

f ist rechtsseitig stetig an der Stelle zg = 1.
f ist stetig.

(

(

Losung:
(a) falsch

Aufgabe G3 ()

Die rationale Funktion f: R — R sei gegeben durch D(f) =R\ {0,2} und f(z) = %.

(a) Fiir welche g € R existiert der Grenzwert lim,_.,, f(x)?

(b) Bestimmen Sie lim,_., f(x) fiir alle g € R, fiir die dieser Grenzwert existiert.

Losung:

(a) Wir betrachten zunéchst Zahler und Nenner getrennt.

Der Zihler 22 —4 setzt sich als Produkt bzw. Summe von Funktionen zusammen, deren Grenz-
werte fiir alle g € R existieren. Fiir den Zahler existieren somit die Grenzwerte limg_.,, f(x)
fiir alle zg € R.

Der Nenner 3x%(x — 2) setzt sich als Produkt bzw. Summe von Funktionen zusammen, de-
ren Grenzwerte fiir alle g € R existieren. Fiir den Nenner existieren somit die Grenzwerte
limy 4, f(z) fiir alle 7y € R. Allerdings gilt fiir z1 = 0 und 22 = 2, dass 3z} (z; — 2) = 0,
i=1,2.

Somit existiert der Grenzwert lim, ., f(z) fiir alle zop € R\ {0,2}. Da jedoch gilt 2% — 4 =
(x — 2)(z + 2) (3. binomische Formel), erhalten wir lim, .o f(z) = limy_9 % =

limy,_,o (:;;2 ) — % Insgesamt erhalten wir, dass der Grenzwert lim, .., f(x) fir alle zy €
R\ {0} existiert.

(b) Es gilt lim, g f(z) = limyzy 22 = E042) fiir 25 € R\ {0).
0

3zt 3
Hausiibung

Aufgabe H1 ()
Es seien a,b € R. Die Funktion f: R — R mit D(f) = [0, 3] sei definiert durch

22 + 22 fir = €]0,1],

flz) = ar —2° +x fir x €]1,2],
M@ —e 1) g e

* 4+ 1 T

Bestimmen Sie a und b so, dass f auf D(f) stetig ist.
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Losung: Der linksseitige Grenzwert der Funktion f an der Stelle x = 1 ist 3. In Abhéngigkeit
von a berechnet sich der rechtsseitige Grenzwert als lim,~ ; f(z) = a. Fiir die Wahl a = 3 stimmen
also rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert der Funktion iiberein. An der Stelle z = 2 ist der
linksseitige Grenzwert 0. Da 2 keine Nullstelle von x? — 2 — 1 ist, bleibt fiir die Wahl von b nur
b = 0. In diesem Fall ist f eine auf ganz D(f) stetige Funktion (man beachte, dass z2 + 1 keine
Nullstellen in [2, 3] besitzt).

Aufgabe H2 ()
Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen f; : R - R, ¢ =1,...,4, fiir alle zp € R die Grenzwerte
limg~ o fi(2), limg 7o, fi(2) und limg .z, fi(z), soweit diese existieren.

() @) = g fiiv w € D(f1) = R\ {4}

() fole) = 23 g o e D(f) = R {9}

() fo(w) = (2= fiir x € D(f3) =R\ {3}

(d) falz) = x22_$5x fiir 2 € D(fy) = {z € R: 2% — ba # 0}

Losung: (a) Fall 1: 9 € D(f1). Dann ist die Funktion stetig in z und es gilt lim,\ 4, fi(z) =
limg sy f1(2) = limg—aq f1(2) = fi(z0)-

Fall 2: xy = 4. Sei (2, )neny € R mit limy, o z, = 4 und x,, < 4. Dann ist lim,,—, ﬁ = oo und
somit lim, 4 f2(x) = co. Analog erhalten wir lim,\ 4 f2(2) = co. Damit gilt lim, .4 fa(x) = oo.
(b) Fall 1: 29 € D(f2). Dann ist die Funktion stetig in zo und es gilt lim, ., fao(z) = limy\ 4, fo(z) =
hmm—mo fg(x‘) = fg(xo).

Fall 2: 29 = 9. Sei (zp)neny € R mit limy, 00 2, = 9, 2, # 9 und z,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt

\/xn—?)_ N/ Tn — 3 1

Ty — 9 (VZn —3)(/Zn+3)  (VTn+3)

Damit erhalten wir limg -9 fo(z) = limg g fo(2) = lim,_g fo(z) = &.

(c) Fall 1: 29 > 3. Dann ist f3 in g stetig und es gilt lim,, 5, f1(2) = limgy 4, f1(2) = limg s, fi(z) =
fi(zo) = 1.

Fall 2: z9 < 3. Dann ist f3 in x¢ stetig und es gilt lim, ~, fi(2) = limy 4, f1(2) = limg 4, f1(z) =
fi(zo) = —1.

Fall 3: 29 = 3. Mit den beiden obigen Féllen erhalten wir lim,\ 3 f3(x) = 1 und lim, ~3 f3(x) = —1.
Der Grenwert von f3(z) mit x — 3 existiert nicht.

() B gilt D(f1) = R\ {0,5}.

Fall 1: 29 € D(fs). Die Funktion ist stetig in zo und es gilt lim, ~,, fa(z) = limg\ 4, fa(z) =
liml'*ﬂl‘() f4(33) = f4($0)-

Fall 2: 29 = 0. Sei (zp)neny C R mit lim,, o0 2, = 0 und z,, # 0 fiir alle n € N. Dann gilt

2x, 2

22 —5r, x,—5

Wir erhalten lim,, oo fa(z,) = —% und damit lim, o f4(z) = limg\ o f4(2) = im0 fa(x) = —%.
Fall 3: zp = 5. Sei (zp)neny € R mit lim,, o0 2, = 5, 2, < 5 und z,, # 0 fiir alle n € N. Es gilt

2z, 2

22 —b5x, xp—5

Wir erhalten limy, .o f4(z,) = —o0 und damit lim, ~5 fi(x) = —oo.
Analog erhalten wir lim,\ 5 f4(2) = co. Somit existiert der Grenzwert von f4(z) mit & — 5 nicht.



