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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Sind folgende Funktionen surjektiv? Sind sie injektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort! Bestimmen
Sie, falls moglich, die Umkehrfunktion.

(a) f:Z —Zmit f(z) =3zfiir z€ D(f) =%

(b) g: R — [0,00[ mit g(z) =|z—1| firz € D(g) =R

(c) h:R — R mit h(xz) =3z fiir v € D(h) =R
Lésung:

(a) Die Funktion f ist nicht surjektiv, da es keine z € Z gibt mit f(z) = 3z = 1.

(b)

()

Behauptung: f ist injektiv.

Beweis: Sei z1, zo € D(f) mit 21 # 2z9. Dann gilt f(z1) = 321 # 322 = f(22), da 321 # 322
aus z1 # zp folgt. Daher existiert eine Umkehrfunktion. Es gilt D(f~!) = B(f) = {z € Z :
z = 3k fiir ein k € Z}, f71(2) = 32

Die Funktion ¢ ist nicht injektiv, da ¢(0) = 1 = ¢g(2) und 0,2 € D(g) gilt. Daher existiert
keine Umkehrfunktion. g ist surjektiv, da fiir y € [0, 00 (Wertebereich) g(y + 1) = y und
y+1¢€ D(g) gilt.

Die Funktion A ist injektiv (dhnliche Argumentation wie in (a)). Sie ist aber im Gegensatz zu
f surjektiv, da fiir x € R (Wertebereich) h(z/3) = x und /3 € R = D(h) gilt. Da h injektiv
ist, existiert eine Umkehrfunktion. Es gilt D(h™1) = B(h) =R, h=!(z) = %x

Aufgabe G2 ()
Beweisen Sie die umgekehrte Dreiecksungleichung:

[z = [yll <[z =yl

Losung: Es gilt mit der Dreiecksungleichung |z| = |z —y+y| < |z —y|+|y|, also |z|—|y| < |z —y|.
Da analog |y| — |z| < |z — y| gezeigt werden kann, gilt ||z] — |y|| < |z — y|.

Aufgabe G3 ()
Bestimmen Sie die Menge

|z + 5
M = R:
{z € P

<2}
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Losung: Es gilt

r+5 x>-5 | 4-2, >0
|$+5|_{—x—5, z< -5 4_‘x|_{4+x, <0

Wir unterscheiden die Falle

(a) x < =5,
(b) =5 <ax < —4,
(c) -4<x<0,
(d) 0<z <4,
(e) 4 <z,
da 4 — |x| # 0 gewédhrleistet sein muss.
a) jfj:; < 2 genau dann, wenn —z — 5 > 8 4 2z, also genau dann, wenn z < —13—3. Also gilt

reR:x< -5} C M.

%‘2 < 2 genau dann, wenn x 4+ 5 < 8 + 2z, also genau dann, wenn x > —3.

)
(c) Analog.
) %rg < 2 genau dann, wenn x + 5 > 8 — 2z, also genau dann, wenn 1 < x < 4.

(e) %ri < 2 genau dann, wenn x + 5 > 8 — 2z, also genau dann, wenn z > 4.

Zusammenfassend gilt M = (—oo0, —5) U[—3,0) U [1,4) U (4, c0).

Hausiibung

Aufgabe H1 (1 Pkt)
Zeigen Sie fiir a,b € R die Aussage

la] + o] < 'la+ 0] +|a — b].

Losung: Es gilt |a| = 3|(a +b) + (a — b)| < 3|a + b| + 4|a — b|. Analog erhilt man |b| =
31(@+0b) + (a—b)| < i|a+b|+ 3|a — b|. Somit erhilt man |a| + [b] < |a + b + |a — b].

Aufgabe H2 (2 Pkt)
Bestimmen Sie alle reelle Zahlen, fiir welche die folgende Ungleichung gilt.

r+1<2z|<z+2.

Losung: Wir betrachten zuerst die erste Ungleichung = + 1 < 2|z|.
Fall 1: x > 0. Somit ist x +1 < 2z < x > 1.

Fall 2: # < 0. Somit ist # + 1 < -2z & 2 < —3.

Wir erhalten als Losungsmenge Li = (—o0, —%] U [1, 00).
Betrachten wir nun die zweite Ungleichung 2|z| < z + 2.

Fall 1: x > 0. Somit ist 2x < x +2 & x < 2.
Fall 2: < 0. Somit ist 2z <z +2 < x> —2.
Wir erhalten als Losungsmenge L = [—2,2].
Die Losung beider Ungleichungen ist daher L = L1 N Ly = [—%, —%] U[l,2].

w
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Aufgabe H3 (4 Pkt)
Untersuchen Sie die Funktionen

fi + R=>R:z— 3z+ 29,

fa : [0,00) = R: x> 3z +29,

2

g @ L—Z:x—zx und

g2 Z—>Nozxr—>az2

auf Injektivitdt, Surjektivitdt und Bijektivitdt und geben Sie jeweils das Bild der Funktion an.
Geben Sie auch die Umkehrfunktion an, falls diese existiert.

Losung: Die Funktion f; ist injektiv, da fiir zwei beliebige x1, 22 € R aus fi(x1) = f2(z2) nach
Definition 3z; + 29 = 3z + 29 bzw. mit einfachen Umformungen x; = x5 folgt. Sie ist auch
surjektiv, da fiir ein beliebiges y € R3 die Zahl y;;g € R3 ist und f; (%29)) =y gilt. Damit ist f;
bijektiv und
y— 29

3
ist die Umkehrfunktion von f;. Fiir das Bild von f; gilt fi(R) = R.
Die Funktion fo ist injektiv nach der exakt selben Argumentation wie fiir fo. Allerdings ist sie
nicht surjektiv, da offensichtlich alle Zahlen im Bild von f, grofser als Null sind und es daher
zum Beispiel kein x aus dem Definitionsbereich gibt, sodaf fo(x) = —1. Folglich ist fo auch nicht
bijektiv und besitzt deshalb keine Umkehrfunktion. Da fy streng monoton wachsend (und stetig)
ist, gilt f2([0,00)) = [29, 00).
Die Funktion g; ist nicht injektiv, da zum Beispiel fir —1,1 € Z g1(—1) = 1 = ¢1(1) gilt. Sie ist auch
nicht surjektiv, da es kein x € Z gibt, sodak f(z) = —1, denn offensichtlich sind alle Funktionswerte
grofer oder gleich Null. Folglich ist sie auch nicht bijektiv und besitzt keine Umkehrfunktion. Das
Bild von ¢; ist die Menge der (ganzzahligen) Quadratzahlen.
Die Funktion ¢ ist nicht injektiv nach derselben Argumentation wie fiir g;. Sie ist auch nicht
surjektiv, da es kein € Z gibt, soda f(x) = 2, denn /2 ist keine natiirliche Zahl. Folglich ist sie
auch nicht bijektiv und besitzt keine Umkehrfunktion. Das Bild von gy ist wieder die Menge der
(ganzzahligen) Quadratzahlen.
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