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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Zeigen Sie, dak die Reihe

>
13
k=1 k
konvergiert.

Losung: Aus der Vorlesung wissen wir, dafs die Reihe

— 1
D
k=1
konvergiert. Es gilt
1 1
RN
fiir alle £ > 1. Somit gilt nach dem Majoranten-Kriterium, dafs die Reihe

=1
23

k=1
absolut konvergiert. Deshalb konvergiert sie.
Aufgabe G2 ()
Zeigen Sie, daf die Reihe
1 1 1 1 1 1 N
3 5 7 11 13

konvergiert.
Losung: Um zu zeigen, daf die Reihe

1 1 1 1 1 (=)

l—-4+-—-+—=——=+--= -1)"b, =
3+5 7+11 13+ kz—o< )b k:02n+1

konvergiert verwenden wir das Leibniz-Kriterium. Die Reihe ist alternierend. Es gilt b, = Tlﬂ >0
und es gilt

lim b, = 0.

n—oo
Somit sind aller Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums erfiillt und es ist bewiesen, daf die Reihe
konvergiert.
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Aufgabe G3 ()
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. Benutzen Sie dabei das Wurzel- oder Quo-
tientenkriterium.

() Y21 25

(b) >0, Vk - g% mit |gf < 1,
(c) 25 3%
Hinweis: Es gilt lim,, o, ¥/n = 1.
Losung:

(a) Wir verwenden das Quotientenkriterium:

ok+1 VE! 2

NCE R

Da limy_.o \/%ﬁ = 0, konvergiert die Reihe absolut.

(b) Wir verwenden das Wurzelkriterium: Fiir alle n € N gilt {/[ax] = ¢V Vk < ¢¥/k. Also ist
limg_,o0 v/|ax| = ¢ < 1, d.h. die Reihe konvergiert absolut.

(c) Wir verwenden das Quotientenkriterium: Wir erhalten mit ay, := £

= 3%

‘ak+1’_k+11_k+1
k3 3k

ag

Fiir jedes £ > 1 gilt nun aber % < %, also konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkri-

terium absolut.

Aufgabe G4 ()
Untersuchen Sie die Folgen (z)ren und (v )ren auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grenzwert.

(a) T = (3]{;_1771' + %a Zi’c:l '%2)
(b) y = (Y15, 12,8, 4 kL sin(h))
Losung:

(a) Es gilt limp_.o0 357! = 0, limg_ 0 w+#ﬁ+5 =, limg_ Zle %2 = %2. D.h. die Grenzwer-
te existieren in jeder Komponente. Damit existiert auch der Grenzwert, es gilt limy_,, zp =

0,m, %2)

(b) BEs gilt limg_oo V15 = 1, limp_oo —12 = —12, limj_ oo k~'sin(k) = 0. Der Grenzwert
limg_ oo Zle 1 existiert jedoch nicht (harmonische Reihe). Damit ist die Folge (yx)ren nicht
konvergent.

Aufgabe G5 (Fibonacci-Folge)
Wir definieren die Fibonacci-Folge (ap)nen, rekursiv durch ag =1, a1 = 1 und an42 = ap + apn41.

(a) Zeigen Sie dak
L(3Y
2\2) =

fiir alle n € Ny gilt. Zeigen sie dies fiir » = 0 und fiir n = 1 einzeln und fiir n > 1 durch
vollstandige Induktion.
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(b) Zeigen Sie, daf die Reihe

konvergiert.

Losung: (a):

Offensichtlich ist die Ungleichung

13\"_
2\2) =™

flir n = 0 und n = 1 erfiillt. Der Fall n > 1 wird jetzt durch Induktion bewiesen. Es reicht der
Induktionsschluff. Nehmen wir an es gelte

1 /3\™
~(2) <
(5) <o

fir m > n. Somit konnen wir abschétzen:
I EA R 3Y"
2\ 2 N 2
2. /3\"
142 Z
1+ (2)
R YEARENE A
21\ 2 2\ 2

= Gp+ Gn—1 = Apy1.

3
2

N = N =

IN

Der Induktionsschluf ist vollsténdig.

(b):
Wegen Teil (a) der Aufgabe gilt

Mit Hilfe der geometrischen Reihe

> 1
n __
nzz;)m C1l-z

fiir |z| < 1 sehen wir, daf die Reihe

> 2\" = /2\" 1
>2(5) =22 (5) e

n=0

konvergiert. Sie ist eine Majorante, und die Konvergenz von
o0

1

a
n=0 "

ist bewiesen.
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Hausiibung
Aufgabe H1 (3 Pkt)
Berechnen Sie
1 1 1 1
sz _ und
@ s5+itstE T
1 1 1 1 1
(b) 2+6+7+%+%+ . (denken Sie an k (k — 1))
Losung: (a):
Wir berechnen
1 1 1 1 1 1 1 1 1 Iem 1l 1 "
Z - 1 - Z — ==
statste Tttt 222 22<>

mit Hilfe der geometrischen Reihe. Die Formel der geometrischen Reihe lautet

fiir |z| < 1. Wir rechnen jetzt:

b):
in)der Vorlesung haben wir
1
Zk(k:—l) =1
k=2
gezeigt. Somit haben wir
1 1 1 1 1 _ 1 1 1 1 1
2 et w0t T T2 e 3 3 i a5 56"

I
(]2
>
—~
oy
| —
—
~

Il
—_

Aufgabe H2 (3 Pkt)
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. Benutzen Sie dabei das Wurzel- oder Quo-
tientenkriterium.

(a) Sk ()
(b) 202, 5%,

(¢) 2 %
Losung:

(a) Wurzelkriterium: Mit aj = k~! (%)]’C gilt

CRORIOES

fiir kK > 2. Somit ist die Reihe absolut konvergent.




4. Ubung Mathematik I fiir Chemiker

(b) Quotientenkriterium: Mit ay = 2% erhalten wir

| |(k+D2F| 145 3
ar | | 28k 2 4
fiir £ > 2. Damit ist die Reihe absolut konvergent.
(c¢) Quotientenkriterium: Wir erhalten mit ay = g—],i
k+12k
Gkt1| _ |3 _3o
ay 2k+13k 2

Die Reihe ist also divergent.

Aufgabe H3 (2 Pkt)

Berechnen Sie
L + ! + ! + 1 + 1 + L +
3 15 35 63 99 143 '

Hinweis: betrachten Sie (2k)? — 1 und vergessen Sie nicht: Gleichheit zu zeigen ist einfach!
Losung: Wir haben die Reihe

ot .1 .t 1 1 L
o921 42 — 1 62 —1 82— 1 102 — 1 122 — 1
o0
- >
£ (2k)2 — 1

zu berechnen. Zunichst berechnen wir die Partial-Summe:
> e
2 _
— (2k) 1
— (2k—1)(2k+1)
B i1(2k+1)—(2k—1)
f 2 (2k—-1)(2k+1)

_ 1( 11 >

22 \2%-1" 2k+1

n n

B ;<;2k1—1_22k1+1>

1/ GRS |

n—1 n—1

B ;< 2-01+1+;2111 [(E%ilenlﬂ )
- ;(1_2n1+1)‘
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Jetzt rechnen wir weiter

n

) 1 o1 1
735202_:(2/-@)2—1 =m0
1 1 . 1
= ———- lim
2 2n—oo 2n + 1
1
= 5
Fassen wir zusammen:
1+1+1+1+1+ 1 N 1
3 15 35 63 99 143 2



