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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()

Betrachten Sie die Folge
1

n+vn
Begriinden Sie, warum die Folge konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert a := limy,_ o0 Gn,-

Bestimmen Sie fiir e; = %, g9 = 3—10 und e3 = ﬁ jeweils ein N(g;) € N, so dass

(an)n€N7 ap =1+

la, —a| < g fiir n > N(g;), ©=1{1,2,3}.

n+1\/ﬁ >1 + m (Vollstiindige Induktion).

Da n-++/n > 0 fiir alle n € N, ist a,, > 1 fiir alle n € N. Die Folge ist also monoton und beschrinkt.
Es folgt aus dem Monotoniekriterium, dass sie konvergiert. Da lim,,_,o, n +/n = 00, folgt aus den
Rechenregeln fiir Grenzwerte, dass lim, o a, = 1. Man untersucht nun die Ungleichung

1 1 1 1 <
- 1l = i
n+/n n+yn| n+yn "
Man erhilt 8% <n++/n. Dan+/n>n,ist N(g) > % eine hinreichende Wahl fiir N(g;). Dies
liefert N(g1) = 10, N(g2) = 30 und N(e3) = 100.

Aufgabe G2 ()
Zeigen Sie, dass die rekursiv definierte Folge

1 2
a =2, any1 =5 |00+~
n

Loésung: Die Folge ist monoton fallend, da 1 +

1+

konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert.
Hinweis: Benutzen Sie das Monotoniekriterium, indem Sie zeigen, dass die Folge nach unten
beschréankt und monoton fallend ist.

Losung: Zunichst soll gezeigt werden, dass die Folge a, konvergiert. Offensichtlich sind alle
Folgenglieder echt grofer als Null, womit die Folge nach unten beschriankt ist.
Weiter soll gezeigt werden, dass die Folge monoton fallend ist, das heift

nt+1 < ap
& % (an + ai) < ap
& an + an < 2a,
& az+2 < 2d2
& 2 < @2
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Weiter gilt

ai% > 2

& i an+%) > 2

& Z41+L > 2
a2 1

& 14+ > 0

Vv

b
& f(an-2) 0.
AuRerdem gilt a3 = 4 > 2, womit fiir alle n > 0 die Ungleichung a2 > 2 gilt.
Daher ist die Folge monoton fallend und beschrinkt und folglich konvergent.
Sei a = limy,—,00 an. Dann gilt

1 2
a = 3(at+3)
& 20 = a—{—%
s a2 = 2

& a = +V2
Da aber alle Folgenglieder positiv sind und damit auch der Grenzwert, kann nur a = /2 gelten.

Aufgabe G3 ()
Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz.
(a) an = (—1)"42, n > 0,
(b) b= (=1)"3, n > 1,
(c) ¢, =522 n>1,

n Y
Losung: (a) Behauptung: Die Folge (a,)n>0 konvergiert nicht.
Annahme: Wir nehmen an, dass die Folge (ay,)n>0 gegen einen Grenzwert a konvergiert.
Beweis: Nach Annahme existiert fiir alle € > 0 ein N(¢) € N, so dass

e > lan —a| = [(=1)"42 — a| > [|(=1)"42| — |a|| = [[42| - [a]|

fiir alle n > N(e) gilt. Daher ist entweder a = 42 oder a = —42. Nehmen wir an, es gilt a = 42.
Sei € = 1. Nach Annahme existiert ein N(e¢) € N, so dass

1=¢>|a, — a (1)

fiir alle n > N(¢). Ist n ungerade, so gilt aber |a, —a| = 84. Dies ist ein Widerspruch zu (1). Damit
kann 42 nicht der Grenzwert sein. Analog sehen wir, dass —42 nicht der Grenzwert sein kann.
(b) Behauptung: Die Folge (by,)n>1 eine Nullfolge ist.

Beweis: Fiir € > 0 sei N(¢) € N mit N(g) > % Dann gilt fiir alle n > N(e)

1 1
)= -0 == <e.
it o=t
Somit ist (by)n>0 eine Nullfolge.
(¢c) Erweitern wir ¢, mit 1, ergibt sich
) 2 1
T2 _ 5400,
n n

Wir wissen bereits, dass (%) >1 eine Nullfolge ist. Mit den Rechenregeln fiir den Grenzwert erhalten
wir somit, dass (¢,)n>1 konvergiert und

im "2 5o m Lo

n—o0 n n—oo N

gilt.
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Aufgabe G4 ()
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

i i . . 2
() Jim (Vi +T /), (i) lon g, Gif) lim Sese,
(iv) Jim. I2dodn (v) lim (;2 R m)
Hinweis zu (v): m =1_ n%rl

Losung: (i) Es gilt

N %2 SV, (Vs SV 1
R RSN NS VAN )

Da lim;, 0 0 = 0 und geméfs Rechenregeln lim,, ﬁ = 0, folgt aus dem Einschliefsungskriterium
lim, 0o VR +1—+/n=0.

(ii) Es gilt 0 < % < 4—5’ fiir alle n € N. Aus dem EinschlieRungskriterium folgt lim,, o % =0.
(iii) Es gilt

nf+n+2 _nPf+n+2 1 1 1
< =—+-—+3
4n3 + 1 4n3 dn ~ 4n? = 2n3
Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen und dem Einschlieffungskriterium folgt lim,, oo ”:TJL%TEZ =

0.
(iv) Es gilt geméf Vorlesung

1+2+--4+n  gn(n+1) 1+ 1
n? n2 2 o

Es folgt mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen limy, o 12540 = 1

(v) Mit dem Hinweis ergibt sich

n

Z.Z i( z+1> 1_n41—1'

=1

Mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhélt man lim <% + % 4+ 4 #> =1

n—oo

Hausiibung
Aufgabe H1 ()
Die Folge (an)nen sei gegeben durch
1 d !
a; = un pt1 = ———.
! et a+...+an

Zeigen Sie, dass diese Folge konvergiert, und geben Sie ihren Grenzwert an.
Hinweis: Betrachten Sie die Quotienten ay42/an+1, um das Monotoniekriterium anwenden zu
konnen.

Losung: Es ist

an+2 ap+---+ap <1
ap+1 @1+ -+ ap + apt1
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Daraus folgt durch eine einfache vollstéindige Induktion, dass die Folge (ay) positiv, monoton
fallend und durch 0 nach unten beschriankt ist. Also ist die Folge konvergent.
Annahme: lim,_, o, a, > 0. Dann gelten wegen

ay > a2 > ...2 a0y > Apy1 > G
die Ungleichungen
1 1

a<apg=—""—7™—<
s a1+ +a, ~ na’

also

a? <

S

fir alle n. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme a > 0.

Aufgabe H2 ()
Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz.

(a) an = zm—, n >0,

3In_po

(b) b, =n% n >0,

+2)2
(¢) cn = n(?_nil, n > 0.

Hinweis zu (a): Zeigen Sie zuerst mittels vollstdndiger Induktion 3™ > 2n. Zeigen Sie dann, dass
ay, eine Nullfolge ist.
Losung: (a) Wir zeigen zuerst den Hinweis:
Behauptung: 3" > 2n fiir alle n € Np.
Beweis: Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion erhalten wir die Behauptung:
IA: Betrachte n = 0. Dann erhalten wir 3° =1 > 0.
IS: Fiir n € Ny gelte 3" > 2n (IV).
Behauptung
3"+ > 2(n 4 1)
Beweis
(IV)
3"t =3.3" > 6n>2n+1).
Behauptung: (¢,)n>0 ist eine Nullfolge.
Beweis: Sei ¢ > 0. Wiihle N(¢) € N mit N(¢) > 1. Dann erhalten wir mit dem Hinweis

1
3" —n

1
—O’<<€
n

fiir alle n € N mit n > N(e).
(b) Es gilt b, > n fiir alle n € Ny. Damit ist die Folge unbeschrinkt und somit divergent.
(c) Behauptung: Die Folge (¢p)n>0 konvergiert gegen 0.

. . . 2)2 . . .
Beweis: Erweitern wir (;Hi) mit %, ergibt sich
ns—n-+1 n

(n+2? Lt+E+5

3 _ - 1 13°
n°—n+1 1-4+1

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir Grenzwerte erhalten wir, dass die Folge konvergiert und es gilt

(n+2)? | ot Et s limg e r A+ 4limy e o5+ 4limy 0 7
LA . -
n?

lim

7’L*>OOTI,3—TL+1_TI,*>OO]__

=0.

1 . 1 . 1
+ -3 1 —lim,, oo =+ lim,,— o0 o3
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Aufgabe H3 ()
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

(i) lim D20 ) lim 2L (jii) lim (\/9n2+2n—|— —3n), (iv) lim -2zndn®

n 2 4-
n—00 n—oo ™ n—00 n—oo M2n242n

Losung: (i) Es gilt

L4224+ 40 gnn+Dn+1) 1 1 1
n3 - n3 3 2n 6n2’

Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen folgt lim,, oo %73“12 =1

(ii) Es gilt 0 < 1’% < % Da geméf Vorlesung lim,,—, % = 0, folgt mit dem Einschlieffungskriterium
limy, o 2 = 0.

(iii) Es gilt

w

Vo2 +2n+1— Vo2 ¥ on+1
( 9n2 + 2n + _3n> (V9?2 +2n+1-3n)(V9n2 + 2n + 1 4 3n)
9?2 +2n+143n
2 1

+
f9+2+ 143 VIn?+2n+1+3n

Es folgt mit der Monotonie der Wurzelfunktion, dem Einschlieffungskriterium und den Rechenre-
geln fiir konvergente Folgen lim (\/ In2+2n+1— 3n> = %
n—oo

(iv) Es gilt

2 —n+4n? <2—n+4n2 1 1 N 2
~n+2n24+2nt — on4 nt  2n3  n?’

Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen und dem Einschliefsungskriterium folgt lim 2—ntdn
n

o0 M+2n24+2nt

0.



