Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. J.H. Bruinier

TECHNISCHE

Martin Fuchssteiner UNIVERSITAT
Kay Schwieger DARMSTADT
20./21.12.07

Probeklausur
,Lineare Algebra I*

Vorname: ..., Studiengang: .......... .. ...l
Name: ..ot Fachsemester: ........ .. .. .. ... ... ...
Matrikelnummer: .......... ... .. .......

Bitte beachten: Die Angabe der Losung allein reicht nicht. Der Lésungsweg wird
bepunktet. Elektronische Hilfsmittel (Taschenrechner, Laptops, Handys etc.) sind nicht
zugelassen.

Aufgabe 1123451617189/ > |Note
Punktzahl 8 4 4 8 14 | 10 | 10 | 4 6 68
erreichte Punktzahl

1. Aufgabe (8 Punkte)
(a) Kreuzen Sie an, bei welchen der folgenden Teilmengen es sich um lineare Teilriume
handelt:

O {w€R3]3x1—4x2:1}.
O {w€R2]w1-x2:O}.
{w€R2]w1:—x2}.
{z € R" | Az = 0} mit einer Matrix A € R"*".
(b) Kreuzen Sie an, welche der folgenden Abbildungen linear sind:
R—R, z— 2 -ymityelR.
O R?2 =R, (z,y)— z-y.
R? — R?, (z,y) — (—y,z).
O

R* = R%, (§) = (,°F)-
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(c) Kreuzen Sie an, bei welcher der folgenden Strukturen es sich um eine Gruppe
handelt:

7Z mit der Addition.

O Z mit der Multiplikation.

O N mit der Addition.

O R™ "™ mit der Matrixmultiplikation.

(d) Sei A eine (n x n)-Matrix und b € R"™. Kreuzen Sie an, welche der folgenden
Bedingungen #quivalent dazu sind, dass das Gleichungssystem Ax = b eine ein-
deutige Losung = besitzt:

dimker A = 0.
O dimker A = n.
Rang(A) = n.
O beimA.

Losung: Punkte: Fiir jede korrekte Antwort gibt es einen halben Punkt. Die
Gesamtpunktzahl in dieser Aufgabe wird abgerundet.

2. Aufgabe (4 Punkte)
Wir betrachten den reellen Vektorraum R?. Sei U der lineare Teilraum, welcher durch
die Gleichungen

1+ 29+ 2x3+x4 =0
T+ 29 —x3— 224 =0
fiir (z1, 22, x3, x4)T € R?* definiert ist. Weiter sei V' der lineare Teilraum, welcher von

den Vektoren (1,3,0,0)” und (3,1,0,0)7 aufgespannt wird. Bestimmen Sie eine Basis
fiir den linearen Teilraum U N V.

Loésung: Die Teilrdume U und V haben die Form

U:{x€R4\w1+x2+2w3+x4:0:x1+x2—x3—2x4} ,

= (s on(G) Fomem) = { (5F) nes ).
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Der Schnitt U NV ist somit gegeben durch:

UNnV={zeV|zeU}

A3p
— { <3A0+u> ‘)\,,uG]R, A+3u)+BA+p)=0= (>\+3u)+(3A+u)}
’ (2 Punkte)

A3u A+3p
:{<3A8+u) | AueR, 4A+4M:O}:{<3A§rﬂ> u:—A}
(1 Punkt)
{(F) Pesf={a(3) [ren}

Der Vektorraum U NV ist somit ein eindimensionaler Teilraum. Jeder nicht-triviale
Vektor in U NV, z.B. (1,—1,0,0)7, bildet somit eine Basis von U N V. (1 Punkt)
Punkte: 2 Punkte werden dafiir vergeben, dass der Schnitt von U und V korrekt
als Losungsmenge eines Gleichungssystems beschrieben wurde. 2 weitere Punkte
werden dafiir vergeben, dass aus diesem Gleichungssystem korrekt eine Basis berech-
net wurde. Davon wird ein Punkt fiir das korrekte Losen des Gleichungssystems und
ein Punkt fiir das Ermitteln einer Basis aus der Losung vergeben.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Betrachte die folgenden Matrizen mit Eintrigen in Zs:
2 2 1 2 2 1
A=1(2 0 1 B:=[2 0 1
1 1 -1 3 1 -1

Sind diese Matrizen invertierbar? Bestimme ggf. das Inverse.

Losung: Wir bestimmen zuerst die Determinante beider Matrizen durch Entwick-
lung nach der ersten Zeile:

detA=20-1)—2(-2-1)+12-0)=2-4-2-242=3-44+2=1,
detB=2(0—1)—2(-2-3)+1(2-0)=2-4—-2.04+2=34+2=0.

Die Matrix A ist somit invertierbar, die Matrix B hingegen nicht. Wir bestimmen
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das Inverse von A mit Hilfe des Gaufl-Algorithmus mit Zeilenumformungen:

letzte Zeile mit 2 multiplizieren

erste Zeile von allen anderen abziehen

2-3=1
zweite Zeile mit 2, erste und dritte mit 3 multiplizieren

3-fache der letzte Zeile von erster Zeile abziehen

zweite Zeile von erster Zeile abziehen

O O R OO RO ORRODONNNDINDFDNIDN
O = OO = =IO M= IO WNNONEFE O
N W RN WRNIN WW RS RARHREOO OO
O WO NOION OO OO OO O
— O N O NRFE OOINOOIN OO OO

— O Ol O Ol O WN O RFRWRF P F ==

Das Inverse von A ist also durch A= = <§ % é) gegeben.

Punkte: 1 Punkt wird daiir vergeben, dass in Zs korrekt gerechnet wurde. Bei
Rechenfehlern (auch bei der Berechnung der Inversen) wird dieser Punkte nicht ge-
geben. 1 Punkt wird fiir das korrekte Bestimmen der Invertierbarkeit von A und
B vergeben. Dies kann auch durch direkt durch den Gauf-Algorithmus (auch fiir A)
geschehen. 2 Punkte werden fiir das Berechnen des Inversen vergeben. Diese Punkte
werden auch dann vergeben, wenn eine Matrix B mit AB = F3 gefunden wurde (und
dies nachgewiesen wurde).

4. Aufgabe (8 Punkte)
Sei V' ein Vektorraum. Eine lineare Abbildung P : V' — V heifit Projektion, falls
Po P = P gilt. Zeigen Sie, dass fiir eine lineare Abbildung P die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) P ist eine Projektion.
(b) Idy —P ist eine Projektion.
(c) ker P = im(Idy —P).
(d) ker(Idy —P) = im P.
Hinweis: Zeigen sie zuerst die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen.

Loésung:
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* (a)=(b)
Sei P eine Projektion. Dann gilt

(Idy —P) o (Idy —P) = Idy oIdy —Idy oP — PoIdy +Po P
—Idy—P—P+P=1Idy—P.

Damit ist auch Idy — P eine Projektion.

o (b) = (a)
Sei Idy — P eine Projektion. Dann ist nach der ersten Implikation auch die Ab-
bildung Idy —(Idy —P) = Idy — Idy +P = P eine Projektion.

* (a)= (o)
Sei P eine Projektion. Wir zeigen zuerst ker P C im(Idy —P). Sei hierzu v € ker P.
Dann gilt P(v) = 0 und somit

(Idy —=P)(v) =v—Pw)=v—-0=wv,

d.h. v liegt im Bild von Idy —P.

Als néchstes Zeige wir im(Idy —P) C ker P. Sei hierzu v € im(Idy —P). Dann
gibt es ein w € V mit v = w — P(w). Somit gilt

P(v) = P(w — P(w)) = P(w) — (P o P)(w) = P(w) — P(w) =0,

d.h. v € ker P. Zusammen ergibt sich also ker P = im(Idy —P).

e (0)=(a)
Es gelte ker P = im(Idy —P). Sei v € V. Dann gilt

Pv)—(PoP)(v)=P( wv—Pl) )=0.
€im(Idy —P)=ker P

Es gilt also fiir P(v) = (P o P)(v) fiir alle v € V, d.h. P=Po P.

¢ (a) & (d)
Aus der bereits gezeigten Aquivalenz von (a), (b) und (c) folgt dann

P Projektion (as)igb) Idy — P Projektion
WO er(1dy —P) = im(Idy —(Idy —P)) = im(P)

Punkte: 1 Punkt wird fiir das erkennbare Unterteilen des Beweises in einzelne
Teilschritte gegeben. Dieser Punkt wird nur dann gegeben, wenn deutlich erkennbar
ist, an welcher Stelle, welche Teilaussage / Implikation bewiesen werden soll. Ob dieser
Beweis selbst inhaltlich nachvollziebar ist, spielt dabei keine Rolle. 1 Punkt wird
vergeben, wenn alle Beweise in einer nachvollziebaren, logisch korrekten Form gegeben
wurden. Hierfiir muss in jedem Abschnitt erkennbar sein, welche Voraussetzungen
angenommen wurden und wie (durch welche Argumentation bzw. Schliisse) gefolgert
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wurde. Ob die Argumentation (und die getétigten Annahmen) inhaltlich korrekt sind,
spielt dabei keine Rolle.

(Abziige in diesem Bereich fithren i.d.R. auch zu weiteren Abziigen bei den folgenden
Punkten, da die Beweise nicht nachvollziehbar sind und deshalb nicht als korrekt
gewertet werden.)

1 Punkt wird vergeben, wenn erkennbar ist, dass Implikationen gezeigt werden soll-
ten, aus denen zusammengenommen tatéchlich die Aquivalenz der Aussagen folgt. Ob
die einzelnen Implikationen korrekt gezeigt wurden, spielt dabei keine Rolle. Insge-
sammt werden 5 Punkte vergeben, wenn alle Implikationen gezeigt wurden. Hiervon
werden fiir jede nicht korrekt bewiesene Implikation wie folgt Punkte abgezogen: Ist
keine Implikation von einer der oberen beiden Aussagen zu einer der unteren beiden
Aussagen korrekt bewiesen, so werden 2 Punkte abgezogen. Wurde dabei wenigstens
eine der Inklusionen (ker P C im(Idy —P) und im(Idy —P) C ker P) korrekt gezeigt,
wird nur 1 Punkt abgezogen. Fiir jede weitere fehlende, nicht korrekt bewiesene Im-
plikation wird jeweils 1 Punkt abgezogen.

5. Aufgabe (14 Punkte)
Fiir o € R betrachten wir die lineare Abbildung ¢, : R? — R3 mit

ary + T2 + 3
f(z1,x9,23) = | 1 + axs + z3
xr1 + x9 + axs
(a) Berechnen Sie die Determinante von ¢,.
(b) Bestimmen Sie fiir jedes o € R die Dimension des Kerns und des Bildes von ¢,.

(¢) Fiir welche o € R hat das Gleichungssystem

ar; +xo+2x3=1
1 +axeo+x3=1
T+ t+axry=1

genau eine Losung, mehrere Losungen bzw. gar keine Losung?

Loésung:

(a) Unter der Standardbasis K3 ist die Matrix von ¢, durch

MES (9001) =

3

)

1 1
a 1
1 «
gegeben. Indem wir diese Matrix (z.B.) nach der ersten Zeile entwickeln, erhalten

wIr

det oo = det/\/l%(gpa) =a@®-1)-1la—1)+11-a)=0a>—3a+2
=(a-1)(@*+a—-2)=(a—1)*(a+2)
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(b)

Fir « € R\ {1,-2} gilt det oy # 0, d.h. @, ist invertierbar. Somit gilt fiir
aeR\{1,-2}

dim(im ¢,) =n dim(ker ¢o) =0

Fiir @ = 1 hat die Matrix von ¢, die Gestalt

3

111
ME () =11 1 1
111

Das Bild ist deshalb der von (1,1,1)7 aufgespannte, lineare Teilraum
{A(1,1,1)T | X e R}. Insbesondere ist das Bild von ¢; eindimensional, d.h.
dim(im 1) = 1. Mit der Rangformel folgt dann

3 = dim(R?) = dim(im ;) + dim(ker ;) = 1 4 dim(ker ¢1) ,

also dim(ker p71) = 2.
Fiir @« = —2 hat die Matrix von ¢, die Gestalt

Mo )=(1 -2 1

3

Weil o nicht die Nullabbildung ist und nicht invertierbar ist, hat das Bild nicht
Dimension 0 und nicht Dimension 3. Das Bild von ¢4 hat also Dimension 1 oder
Dimension 2. (Analog hat auch der Kern von ¢y entweder Dimension 1 oder
Dimension 2.) Wir suchen deshalb 2 linear unabhéngige Vektoren im Bild von
9. Hierfiir wahlen wir die Vektoren

v = (0,1,—1) = (0,-3,3)T , vy = (1,0, —1) = (=3,0,3)

und zeigen, dass diese linear unabéngig sind. Seien hierzu A\, € R mit 0 =
Avy + pve. Dann gilt

0 —3u
0] =My + pvg = —3A
0 3\ —3u

und somit A = g = 0. Wir haben also mit vy, vy zwei linear unabhéngige Vek-
toren im Bild gefunden. Das Bild im - hat folglich Dimension 2 und nach der
Rangformel hat der Kern ker ¢2 dann Dimension 1.

Weil ¢, fiir « € R\ {1,2} invertierbar ist, hat das Gleichungssystem ¢, (z) =
(1,1,1)T hat fiir diese a genau eine Losung, némlich x = g02_1(1, 1,1).

Fiir o = 1 ist das Bild von ¢, durch den von (1,1,1)” erzeugten linearen Teil-
raum gegeben. Der Vektor (1,1,1)7 liegt also im Bild von ¢; und damit besitzt
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das Gleichungssystem ¢;(z) = (1,1,1)7 eine Losung. Wegen ker oy # {0} ist
die Losung jedoch nicht eindeutig. (Genauer ist die Lésungmenge der affine Teil-
raum (1,0,0)7 + ker ¢;.)

Fiir a = —2 ist das Bild zweidimensional und die Vektoren v; = (0, —3,3)7 und
vy = (—3,0,3)T bilden eine Basis. Betrachten wir das Gleichungssystem

0 -3 1
AM =3 +p| 0] =|1
3 3 1

in g und v, so besitzt dieses System keine Losung, denn aus den oberen beiden
Zeilen wiirde A = p = —1/3 folgen, was im Widerspruch zur untersten Zeile
steht. Der Vektor (1,1,1)7 lisst sich somit nicht als Linearkombination von
v1,v2 darstellen und liegt deshalb nicht im Bild von . Folglich besitzt auch
das Gleichungssystem ¢ (z) = (1,1,1)7 keine Losung.

Punkte: 1 Punkt wird darauf vergeben, dass in den Aufgaben tatséichlich explizit
die Losung auf die Frage bzw. der Aufgabe angegeben wurde. Dieser Punkt wird nicht
gegeben, wenn als Losung lediglich Rechnungen, Gleichungssysteme oder Mengen an-
gegeben werden. Ob die angegebene Losung selbst korrekt ist, spielt dabei keine Rolle.
1 Punkt wird gegeben, wenn die einzelnen Schritte zur Losung erkennbar unterteilt
und verstédndlich dokumentiert sind. Ob die einzelnen Schritte selbst nachvollziehbar
und korrekt durchgefiihrt wurde, spielt dabei keine Rolle.

(a)

(b)

()

1 Punkt wird fiir das korrekte Aufstellen einer Matrix der Abbildung . ge-
geben. 1 Punkt wird fiir das korrekte Berechnen der Determinante aus der
aufgestellten Matrix gegeben.

Es werden jeweils 1 Punkt auf die korrekte Bestimmung der Dimension des
Bildes und des Kerns von ¢, in den Fillen a ¢ {1,2}, « = 1 und o = 2
gegeben. Insgesammt werden auf diesen Aufgabenteil also 6 Punkte vergeben.

1 Punkt wird vergeben, wenn fiir @ = 2 korrekt gezeigt wurde, dass (1,1, 1)T
nicht im Bild liegt. Wurde fiir die Félle « ¢ {1,2}, a = 1 und a = 2 die
Losbarkeit korrekt begriindet, gibt es dafiir jeweils 1 Punkt, insgesammt also
3 Punkte.

6. Aufgabe(Sly(Z)) (10 Punkte)

(a)

(b)

Zeigen Sie: Eine (2 x 2)-Matrix A = (‘C’ g) ist genau dann invertierbar, wenn
ad — bc # 0 gilt. In diesem Fall ist

a b\ 1 d b W
c d ad—bc \—¢ a
Zeigen Sie, dass die Menge Sla(Z) der (2 x 2)-Matrizen mit ganzzahligen Ein-

tragen und Determinante 1 eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation
bilden.
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(c) Ist Sla(Z) abelsch?
Losung:

(a) Eine Matrix A = (CC” g) ist genau dann ihre Determinante det(A) = ad — be nicht
Null ist.

In diesem Fall gilt
a b . 1 d —b\ 1 ad —cb —ad -+ ba
¢c d) ad—bc\—c a ) ad—bec\cd—dc —cb+da
1 ad — be 0 (10
~ ad — be 0 ab—bc) \0O 1)

d.h. die Inverse von A ist durch —2 ( d _b) gegeben.

ad—bc \ —c a
(b) Wir zeigen, dass Sla(Z) eine Untergruppe von Gla(R) ist: Weil alle Matrizen A
mit det A = 1 # 0 invertierbar sind, ist Sla(Z) eine Teilmenge der invertier-
baren Matrizen Gla(R). Die Einheitsmatrix Fo hat ganzzahlige Eintrdge und
Determinante 1, d.h. Ey € Sly(Z). Seien A, A’ € Sly(Z) mit Eintrigen

_(a b ;o fd Y
A—. <C d) A - <Cl d/>

Weil A und A’ die Determinante 1 haben, gilt det(A - A’) = (det A)(det A") =
1-1=1. AuBerdem hat auch das Produkt

,  (ad +bd  ab +bd
A A= (ca’ +dcd b +dd

ganzzahlige Eintrige, weil alle Zahlen a,a’,b,b’, ¢, ,d,d ganzzahlig sind. Das
Produkt A - A’ liegt somit wieder in Sly(Z). Das Inverse

1 d —b d —b
—-1_ —
A _ad—b(:(—c a>_<—c a>
hat auch ganzzahlige Eintriige und Determinante det(A~!) = da—bc = det(A) =

1, liegt also auch in Sly(Z).
(c) Die Matrizen (% §) und (9}) liegen in Sl»(Z) und es gilt

oG a)=G 2) ()= ) (o)

Die Gruppe Sla(Z) ist somit nicht abelsch.
Punkte:

(a) Jeweils 1 Punkt wird vergeben, wenn eine der Implikationen korrekt bewiesen
wurde. Wurden (wie in den Losungshinweisen) direkt die Aquivalenz (z.B. mit
Hilfe der Determinante) gezeigt, so gibt es 2 Punkte. Weiter gibt es 1 Punkt,
falls gezeigt wurde, dass die Inverse von A die entsprechende Form besitzt.
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(b) Wenn gezeigt werden sollte, dass Sla(Z) eine Untergruppe von Gla(R) oder Sla(R)
ist, gibt es 1 Punkt auf den Nachweis, dass Sly(Z) tatsdchlich eine Teilmenge
der entsprechenden Gruppe ist. Fiir den Nachweis der Untergruppeneigenschaf-
ten gibt es weitere 4 Punkte. Von diesen Punkten werden wie folgt Punkte
abgezogen: 1 Punkt wird abgezogen, wenn nicht korrekt gezeigt wurde, dass ein
Produkt A - A’ von Matrizen aus Sly(Z) wieder ganzzahlige Eintréige besitzt.
Ebenso wird ein Punkt abgezogen, wenn dies fiir die Inverse A~! einer Matrix
aus Sly(Z) nicht korrekt bewiesen wurde. Weiter wird jeweils 1 Punkt abgezo-
gen, wenn nicht gezeigt wurde, dass auch das Produkt A - A’ bzw. das Inverse
A~! wieder Determinante 1 besitzt. Auierdem wird 1 weitere Punkt abgezogen
wenn nicht ausgeschlossen wurde, dass Sly(Z) leer ist. Dieser Punkt wird nicht
abgezogen, wenn in einem anderen Aufgabenteil eine Matrix aus Sla(Z) explizit
angegeben wurde.

(¢) 1 Punkt wird auf die Angabe der Beispielmatrizen gegeben und 1 weiterer
Punkt auf den Nachweis, dass durch diese Beispiele Sl3(Z) nicht kommutativ ist.
Dies kann z.B. durch das Ausrechnen der entsprechenden Produkte geschehen.

7. Aufgabe (10 Punkte)
Wir betrachten den reellen Vektorraum R2. Sei ¢; : R? — R? die lineare Ab-
bildung, welche orthogonal an der Gerade g; = {x €R? |z — 229 = 0} spiegelt.
Weiter sei ¢y : R? — R? die lineare Abbildung, welche orthogonal an der Geraden
go = {a: €ER?| 201 + 22 = 0} spiegelt.

(a) Finden Sie eine Basis B von R?, so dass die Matrix von ¢ beziiglich dieser Basis
diagonal ist.

(b) Stellen Sie die Matrix von g beziiglich der Basis B auf.

(c) Bestimmen Sie die Matrix von ¢; beziiglich der Standardbasis Ko von R2.
Hinweis: Sie konnen ggf. Gleichung (1) aus Aufgabe 6 benutzen.

(d) Bestimmen Sie die Matrix von ¢ o ¢ beziiglich der Standardbasis KCs.

Losung:

(a) Als Basisvektoren withlen wir einen Vektor auf der Geraden g1, z.B. vy := (2, 1),
und einen Vektor, der orthogonal auf g; steht, z.b. den Normalenvektor vy :=
(1,-2)T. Fiir diese Vektoren gilt dann ¢;(v1) = vy und @;(ve) = —wva. Die

Matrix von ¢ beziiglich dieser Basis B := (v1,v2) hat deshalb die Gestalt

5 . (1 0
(b) Der Vektor vg = (1,—2)7 liegt auf der Geraden go, und v; = (2,1)7 ist ein

Normalenvektor von g;. Somit gilt ¢o(v1) = —v1 und @s(vy) = ve. Die Matrix
von o hat deshalb die Gestalt

ME(p2) = <_01 (1)> :

10
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(c) Die Basistransformationsmatrix von B in die Standardbasis [Co hat die Gestalt

S = ME_(id) = G _12> .

Nach Gleichung (1) ist das Inverse deshalb von der Form

ke L2 -1\ 121
5T = Mptd) = 5(—1 2)‘5(1 2)

Die Matrix von ¢ beziiglich der Standardbasis ist deshalb gegeben durch
1/2 1 1 0 2 1
Ko _ B -1 _ _ = . .
Mz (p1) = SMp(p1) ST = 5 <1 _2> <0 _1> <1 —2>
12 -1\ (2 1\ _1/3 4
5\l 2 1 -2/ 5\4 -3)°
(d) Aus den vorherigen Aufgabenteilen ergibt sich

B B 4B _ (1 0\ (=1 0y _/10
MB(()OQ o 901) - MB(SOQ) MB(Sol) - <O -1 o 1/ \o 1
=—-F;.
Somit ist die Matrix von @9 o @1 beziiglich der Standardbasis gegeben durch

MR (p2001) = SMB(p2001) S = S(~Ep)S™! = —SE, 87! = —557!
= —E,.

Punkte:

(a) 1 Punkt wird gegeben, wenn Basisvektoren angegeben wurden, beziiglich wel-
chen die Matrix diagonal ist. 1 weiterer Punkt wird vergeben, wenn korrekt
gezeigt wurde, dass die Matrix Diagonalgestalt besitzt. Dies kann z.B. durch
Angabe der Matrix von ¢ beziiglich der Basis geschehen.

(b) 2 Punkt werden fiir das Aufstellen der Matrix vergeben. Davon wird 1 Punkt fiir
die korrekte Ergebnis und 1 Punkt fiir eine vollsténdige, korrekte Begriindung
gegeben.

(¢) Insgesammt 4 Punkte werden fiir die korrekte Berechnung der Matrix vergeben.
Davon wird jeweils ein Punkt abgezogen, wenn die Transformationsmatrix (S)
nicht korrekt angegeben wurde, wenn deren Inverse (S ~!) nicht korrekt bestimmt
wurde, wenn die Transformationsformel nicht korrekt angewendet wurde oder
wenn ein Matrixprodukt (auch in den anderen Aufgabenteilen) nicht korrekt
berechnet wurde.

11
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(d) Hier wird 1 Punkt darauf vergeben, dass der Zusammenhang zwischen der Ver-
kniipfung @9 o 91 und der Matrixmultiplikation erkannt wurde. Dies ist auch
dann der Fall, wenn erkennbar ist, dass die Matrix von (g o 1 durch ein Pro-
dukt von Matrizen zu o und ¢; berechnet werden sollte. Ob die Berechnung
selbst korrekt ist, spielt dabei keine Rolle. 1 weitere Punkt wird gegeben,
wenn die Matrix korrekt berehnet wurde. Tritt dabei lediglich ein Rechenfehler
beim Berechnen eines Matrixproduktes auf, kann dieser Punkt trotzdem gege-
ben werden. Allerdings wird dafiir im Aufgabenteil (c) der entsprechende Punkt
abgezogen.

8. Aufgabe (4 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass fiir jede Matrix A € R™*" die Determinante det(A” A) nicht-
negativ ist.

(b) Zeigen Sie, dass eine Matrix A € R™ " genau dann invertierbar ist, wenn
det(AT A) strikt positiv ist.
Losung:

(a) Sei A invertierbar. Dann gilt det A # 0 und somit auch
det(AT - A) = (det AT)(det A) = (det A)(det A) = (det A)2 # 0

(b) Ist A invertierbar, so ist nach (a) die Determinante det(A” A) nicht-negativ.
Auflerdem ist auch AT A inverterbar mit

(ATA)(A7HAT)T) = AT(AA YA = AT(AT = (A4 = BT = E,.

Somit ist auch det(AT A) # 0. Insgesammt ist also die Determinatne det(A” A)
strikt positiv.

Ist die Determinante von AT A strikt positiv, so ist AT A invertierbar. Es gibt
also eine Matrix B mit

E, = B(ATA) = (BAT)A

d.h. A ist invertierbar mit A~'BAT.
Punkte:
(a) Fiir einen korrekten Beweis wird 1 Punkt gegeben.

(b) Ist erkennbar, dass beide Implikationen gezeigt werden sollten, wird 1 Punkt
gegeben. Dabei spielt es keine Rolle, ob die einzelnen Implikationen korrekt ge-
zeigt wurden. Weiter gibt es fiir einen korrekten Beweis der beiden Implikationen
jeweils 1 Punkt.
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9. Aufgabe (6 Punkte)
Fiir n > 2 und a € R betrachten wir die folgende (n x n)-Matrix
a 1 1
A, = 1 «
S
1 1 «

Bestimmme die Determinante von A,.

Losung: Wir ziehen die unterste Zeile der Matrix von allen anderen Zeilen ab und
erhalten so die Matrix

a—1 0 0 11—«
0 a—1
’.
A= : . . 0 :
0 0 a—-1 1—«
1 1 o

Weil A" aus A durch Addition von Zeilen hervorgeht, haben diese Matrizen die selbe
Determinante, d.h. det A = det A’. Nun addieren wir zur letzten Spalte jede der
anderen Spalten und erhalten die Matrix

a—1 0 0 0
0 a—1
"n.__
AT = . 0 :
0 a-—-1 0
1 1 a+n—1

Weil A” aus A’ durch Addition von Spalten ensteht, gilt det A” = det A’ = det A. Weil
A" eine untere Dreiecksmatrix ist, ergibt sich die Determinante von A” als Produkt
der Diagonalelemente, d.h.

det A=detA” =(a—1)"' . (a+n—-1)=(a—1)"4+n-(a—1)""".

Punkte: 3 Punkte werden gegeben, wenn die Berechnung der Determinante korrekt
auf die Berechnung einfacherer Determinanten zuriickgefiihrt wurde. Hiervon werden
2 Punkte abgezogen, wenn nicht argumentiert wurde, wie sich die Losung aus den ein-
facheren Determinanten zusammensetzt. Weitere 3 Punkte werden vergeben, wenn
die Determinante korrekt bestimmt wurde.
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