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Lineare Algebra I
3. Tutorium

(T 1)

Seien U, V ⊆ Rn lineare Teilräume. Wir definieren

U + V := {u + v | u ∈ U, v ∈ V } .

(a) Zeige, dass auch U + V und U ∩ V lineare Teilräume sind.

(b) Wann ist U ∪ V ein linearer Teilraum?

(T 2)

Eine Teilmenge der Form g = {v + λ · r | λ ∈ R} mit Vektoren v, r ∈ Rn, r 6= 0 ist eine
Gerade im Rn. Der Vektor r heißt dabei Richtungsvektor der Geraden g.

(a) Wann sind zwei Geraden im Rn parallel?

(b) Seien g1 und g2 zwei Geraden im Rn mit Richtungsvektoren r1, r2 ∈ Rn. Zeige, dass
folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) Es gibt einen Vektor x ∈ Rn mit g2 = g1 + x.

(ii) Die Richtungsvektoren r1, r2 sind linear abhängig.

(iii) Die Geraden g1 und g2 sind parallel.

(T 3) Nullstellensatz

Sei n ∈ N. Wir bezeichnen mit Pn die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad kleiner
oder gleich n. Wir betrachten die Funktion Rn+1 → Pn, a 7→ pa, die jedem Vektor a ∈ Rn+1

die Polynomfunktion pa : R → R, pa(x) :=
∑n+1

k=1 akx
k−1 zuordnet.

(a) Mache dir klar, dass die Funktion Rn+1 → Pn, a 7→ pa surjektiv ist.

(b) Zeige, dass für alle a1, a2 ∈ Rn+1, alle λ ∈ R und alle x ∈ R gilt:

pa1+a2(x) = pa1(x) + pa2(x) , pλ·a1(x) = λ · pa1(x)

und beweise damit, das die folgenden Teilmengen lineare Teilräume sind:

Vconst := {a ∈ Rn+1 | pa ist konstant} ,

V1 := {a ∈ Rn+1 | pa(0) = 0} ,

V2 := {a ∈ Rn+1 | ∃b ∈ Rn+1 : ∀x ∈ R : pa(x) = x · pb(x)} .

(c) Beweise, dass sich jede Polynomfunktion p ∈ Pn mit einer Nullstelle im Punkt 0 als
Produkt p(x) = x · p′(x) mit einer Polynomfunktion p′ ∈ Pn schreiben lässt.

Hinweis: Was hat das Problem mit den linearen Teilräumen V1 und V2 zu tun?

(d) Beweise, dass sich jede Polynomfunktion p mit Nullstelle in einem Punkt λ ∈ R als
ein Produkt p(x) = (x− λ) · p′(x) mit einer Polynomfunktion p′ schreiben lässt.

Kannst du auch diese Aussage als Gleichung von linearen Teilräumen schreiben?


