TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

WS 2007,/2008 25./26.10.2007

Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. J.H. Bruinier
Martin Fuchssteiner

Kay Schwieger

Lineare Algebra |
3. Tutorium mit Losungshinweisen

(T 1)

Seien U,V C R" lineare Teilraume. Wir definieren
U+V ={ut+v|uelUwveV}.

(a) Zeige, dass auch U +V und U NV lineare Teilrdume sind.

(b) Wann ist U UV ein linearer Teilraum?
LOsuNaG:

(a) (1) firU+V:
Seien z,y € U +V und A € R. Dann gibt es u,,u, € U und v,;,v, € V mit
T = Uy + v, und y = u, + v,. Dann gilt

THY =y + U+ uy + vy = (uy +uy) + (v, +0y,),
AT = Aug + Ay .

Weil U und V lineare Teilrdume sind, gilt u, +u, € U, v, +v, € V und \x € U.
Somit liegen auch z +y und Az in U + V.

(i) fir UNV
Seien x,y € UNV und A € R. Weil 2 und y im linearen Teilraum U und im

linearen Teilraum V' liegen, liegt auch x + y und Az im Teilraum U und im
Teilraum V. D.h.esgilt r +yc UNV und de e UNV.

(b) Die Teilmenge U UV ist genau dann ein linearer Teilraum, wenn U C V oder V C U
gilt. In diesen beiden Féllen gilt UUV =V bzw. U UV = U. Weil U und V lineare
Teilrdume sind, ist in diesem Fall auch UUV ein linearer Teilraum. Zum Beweis geniigt
es also zu zeigen, dass in allen anderen Féllen U U V' kein linearer Teilraum ist.

Sei also weder U C V noch V' C U. Dann gibt es ein Element € R"” mit x € U\V und
ein Element y € V' \ U. Beide Elemente liegen in der Vereinigung U U V. Wir nehmen
nun an, dass U U V' ein linearer Teilraum wire. Dann miisste auch die Summe z + y
in U UV liegen. Liegt x + y in U, dann liegt auch y = z +y — x in U (Widerspruch).
Analog: liegt = + y in V, dann liegt auch x = x + y — y in V' (Widerspruch).

(T 2)

Eine Teilmenge der Form g = {v + A -r | A € R} mit Vektoren v, € R",r # 0 ist eine
Gerade im R™. Der Vektor r heifit dabei Richtungsvektor der Geraden g.

(a) Wann sind zwei Geraden im R" parallel?



(b) Seien g; und go zwei Geraden im R™ mit Richtungsvektoren 71,7y € R". Zeige, dass
folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Es gibt einen Vektor x € R™ mit g, = ¢1 + .
(ii) Die Richtungsvektoren r, 75 sind linear abhéngig.

(iii) Die Geraden g¢; und go sind parallel.
LOsuNG:

(a) Zwei Moglichkeiten, Parallelitéit von Gerade zu definieren, findet man in Aufgabenteil
(b)(i) und Aufgabenteil (b)(ii). Eine weitere Moglichkeit besteht darin, zu definieren:
Zwei Geraden g1, go € R” sind parallel, wenn fiir je zwei Punkte x,y € g; der Abstand
von x zu go gleich dem Abstand von y zu go ist. (Diese Definition ist allerdings fiir
Aufgabenteil (b) nicht so giinstig.)

(b) Sei g1 = {v1 + Ar1 | A € R} und g2 = {va + Ara | A € R},
e (i) = (ii)
Es gebe einen Vektor x € R™ mit g, = g1 + x. Es gilt v + 5 € go und somit
To€Ego—Ve=g1+T—ve={Ari+v1+x—vy | A€ R}
Es gibt also ein A; € R mit ro = Ay +v1 + 2 — v9. Weiter gilt vy € g9 und somit

OEgp—ve=qg+r—v={Ar1+v+x—0vy| A €R}

Es gibt also ein Ay € R mit 0 = \ory + v1 + & — w9, also vy +x — vy = (—A2)77.
Durch Einsetzen ergibt sich

7‘2:)\17"1"‘7}1—".%'—7}2:()\1—>\2)T1.

o (ii) = (i)
Die Richtungsvektoren rq, 5 seien linear unabhéngig. Wegen r; # 0 # ro gibt es
dann ein p € R, u # 0 mit ro = pry. Somit gilt

go=Ava +Apry | A €R} ={vg+ Ary | A € R}
Z{Ul+/\T1+(U2—Ul)|/\€R}:g1+(U2—U1)}.

(T 3) Nullstellensatz

Sei n € N. Wir bezeichnen mit P,, die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad kleiner

oder gleich n. Wir betrachten die Funktion R"™ — P, a — p,, die jedem Vektor a € R"*!

die Polynomfunktion p, : R — R, pa(x) := S 441 apz? ! zuordnet.

(a) Mache dir klar, dass die Funktion R"™ — P, a + p, surjektiv ist.
(b) Zeige, dass fiir alle a;,a, € R™ alle A € R und alle x € R gilt:
pa1+a2<$) :pa1<l’> —i—pa2(:c) ) p)\'al(x) = A 'pa1<x>

und beweise damit, das die folgenden Teilmengen lineare Teilrdume sind:

Veonst := {a € R™™ | p, ist konstant} |
Vii={a € R"" | p,(0) =0},
Vor={a e R"™ | e R"™ Vo e R:  pu(z) =2 py()}.



()

(d)

Beweise, dass sich jede Polynomfunktion p € P,, mit einer Nullstelle im Punkt 0 als
Produkt p(z) = x - p/(x) mit einer Polynomfunktion p’ € P, schreiben lisst.

Hinweis: Was hat das Problem mit den linearen Teilrdumen V; und V5 zu tun?

Beweise, dass sich jede Polynomfunktion p mit Nullstelle in einem Punkt A € R als
ein Produkt p(xz) = (x — \) - p/(z) mit einer Polynomfunktion p’ schreiben lasst.

Kannst du auch diese Aussage als Gleichung von linearen Teilrdumen schreiben?

LOSUNG:

(a)

(b)

Die Funktion ist surjektiv, weil sich jede Polynomfunktion p € P, nach Definition
als p(z) = ZZ:} apz® ! fiir alle x € R schreiben lisst, also als p = p, mit a =
(al, e 7a/n+1)T

Die Gleichungen verifiziert man durch direktes Nachrechnen. Mit diesen Gleichungen
gilt dann

Veonst = {(A,0,...,0)7 | A e R},
Vi={acR" |a; =0}.
Dasanconst und V] lineare Teilrdume sind, zeigt man dann analog zu den Beweisen in
den Ubungen.

Fiir V5 zeigt man direkt, dass es sich dabei um einen linearen Teilraum handelt: Seien
ai,as € Vo und A € R. Dann gibt es by, by € R, so dass fiir alle z € R

Pa, (ZE) =T Db (l‘) Pay (ZE) = T Dby (ZL’)

gilt. Durch Addition bzw. Multiplikation mit A ergibt sich dann

Partas () = Pay (%) + Pay () = 23, () + 2 poy () = 2 (pp, (2) + Py ()
= T * Dby 4bo (JZ) )

DPhra, (SL’) = )‘pal (I) = Aprl (x) = T PAby (l‘) :

Somit gilt a1 + as € Vo und Aaq € V5.

Sei p € P, eine Polynomfunktion mit Koeffizienten a € R**!, d.h. p(x) = S35 apa*
fiir alle z € R. Weiter gelte p(0) = 0. Dann folgt

n+1

0 =p(0) = Zak 0! =ay
k=1

Damit folgt p(z) = Y4t ape® ! = o - 21_, aga® fiir alle # € R. Die Funktion
p'(z) ==} _, agp12” ist dann einen Polynomfunktion p’ € P, mit p(z) = z - p(x) fiir
alle z € R.

Die Behauptung ist dquivalent zu V; = V5.

Sei p € P, eine Polynomfunktion mit p(\) = 0. Wir betrachten die Polynomfunktion
po(z) := p(xz + A). Diese Polynomfunktion hat dann eine Nullstelle im Punkt 0. Nach
Teil (c) gibt es also ein pf, € P, mit po(x) = - py(z) fir alle z € R. Mit dieser Funktion
ergibt sich

p(x) =po(z = A) = (z = A) - pylz — )
fiir alle x € R. Wir setzen p'(z) := py(z — A) und erhalten so die gesuchte Polynom-
funktion p’ € P,.



Auch diese Behauptung lasst sich als Gleichheit linearer Teilrdume ausdriicken, namlich
mit den Teilrdumen

Via:i={a € R"" | p,()\) =0},
Vor ={a € R"™ | T e R"™ :Vz e R: pu(z)=(x—A) pp()} .



