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13. Tutorium mit Losungshinweisen

(T 1)
Berechnen Sie charakteristische Polynom der Matrix
0 ...... 0 —Qp
10 0 —Q
A= 1 :
0 —Qp_2
1 —Qp—1

Welche Polynome treten als charakteristisches Polynom einer Matrix auf?
LosunaG: Mit vollstdndiger Induktion zeigt man, dass die Matrix A das charakteristische Polynom
Py(x) = (2" + 12"V apor" 2+ gz + ap)

besitzt. Das zeigt, dass jedes Polynom vom Grad n mit Leitkoeffizient 1 als charakteristisches
Polynom einer (n x n)-Matrix auftreten kann. Umgekehrt hat das charakteristische Polynom
einer solchen Matrix stets Grad n und Leitkoeflizient 1. Es gilt folglich: Ein Polynom ist genau
dann charakteristisches Polynom einer (n x n)-Matrix, wenn es vom Grad n ist und Leitkoeffizient
1 hat.

(T 2) Der Grad eines Polynoms

Wir betrachten die Polynome mit Koeffizienten in einem Koérper K. Der Grad eines solchen
Polynoms P = >, az” ist definiert durch:

max{k|ap#0} | falls P#0

—00 , sonst.

Grad(P) := {

Zeigen Sie, dass fiir alle Polynome P, @ gilt:

Grad(P + @) < max { Grad(P), Grad(Q) } .
Grad(P - Q) = Grad(P) + Grad(Q) .

LOSUNG: Seien P(z) = Y }p_garr® und Q(z) = Y1, Ber* Polynome. Wir kénnen o.B.d.A.
Grad(P) = n und Grad(Q) = m annehmen, d.h. a,, # 0 und [, # 0. Ist ndmlich eines der Poly-
nome das Nullpolynom, so ist die Aussage trivial. Weiter kénnen wir 0.B.d.A. n > m annehmen.
Fiir die Summe ergibt sich nach Definition

n

(P+Q)(x) = (g + Br)a

k=0



und somit Grad(P + Q) < n = max { Grad(P), Grad(Q) }. Fiir das Produkt ergibt sich
(P-Q)(z) =YY Bzt
=0 j=0
Wegen o, # 0 und S, # 0 folgt auch a5, # 0 und folglich
Grad(P - Q) = n+m = Grad(P) + Grad(Q) .
(T 3) Abspalten von Nullstellen

Sei K ein Korper und P # 0 ein Polynom mit Koeffizienten in K. Sei weiter A € K eine
Nullstelle von P. Zeigen Sie, dass es dann ein Polynom @ gibt, mit

(a) P(z) = (r = A) - Qx),
(b) Grad(P) = Grad(Q) + 1.

Sie kénnen beim Beweis wie in Aufgabe (T3) im 3. Tutorium vorgehen und zuerst A = 0
betrachten.

LOSUNG: Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir den Fall A = 0. Sei also 0 # P(z) = Y ;_, apak
ein Polynom mit Nullstelle A = 0. Dann gilt

0=P(0) = Zakok =aqp .
k=0

P ist also von der Form
n n—1
P(z) = Z gzt =z - Z vzt
k=1 k=0

Die Behauptung ist damit fiir das Polynom Q(z) := Y.7=0 cpy12* erfiillt.

Sei nun A # 0 und P ein Polynom mit Nullstelle \. Wir betrachten das Polynom P’(z) := P(z+M\).
Dieses Polynom hat den selben Grad wie P und eine Nullstelle in 0. Nach dem vorherigen Beweis
gibt es also ein Polynom Q' mit Grad(P) = Grad(P’) = Grad(Q’) + 1 und

Plz+ AN =P@)=2 Q' ().

Das Polynom Q(x) := Q'(xz — \) erfiillt dann die Behauptung, denn es hat den selben Grad wie
Q', folglich Grad(P) = Grad(Q) + 1, und es gilt

P@)=Pa—N)=(—-N Q- = (- Q).

(T 4) Formale Polynome

Sei K ein Korper. Wir bezeichnen mit Fg, die Menge der Folgen (ay)ren,, bei denen nur
endlich viele Folgenglieder von Null verschieden sind, d.h.

Fin :{(ak)k | ANy € NVE > N. o3 :0} .
(a) Definieren Sie auf Fg, einen Addition und Skalarmultiplikation mit Skalarkorper K,
die Fs, zu einem Vektorraum macht.

(b) Jede Folge (ay)r € Fan lisst sich als sog. formales Polynom P(z) = > 7o, apa® auf-
fassen. (Man beachte, dass nur endlich viele o von Null verschieden sind.)
Wie wiirden Sie zwei solcher formalen Polynome P(z) = >, jaxz® und
Q(x) = >, Bra® multiplizieren? Definieren Sie eine Abbildung

* fﬁn X j:ﬁn — j:ﬁn

welche dieser Polynom-Multiplikation entspricht. Die hier definierte Operation heifit
auch Faltungsprodukt.



Wir schreiben im Folgenden fiir den Vektorraum Fg, mit der definierten Multiplikation
K[z] und nennen ihn den Raum der formalen Polynome mit Koeffizienten in K.

LOsUNG: (a) Wir definieren fiir alle (o )k, (Bk)r € Fan und X € K:

(ar)k + Bk = (o + Bk » A () = (M), -
Man verifiziert leicht, dass dann bei (ag )i+ (0k)r und A-(ay ) x nur endlich viele Folgenglieder
von Null verschieden sind. Diese Addition und Skalarmultiplikation ist damit wohldefiniert.
Auflerdem zeigt man direkt, dass Fg, durch diese Operationen zu einem Vektorraum iiber
dem Korper K wird.

(b) Fiir zwei solche Polynome P(z) = > 7_,axz® und Q(z) = Yj*, Bkx* zu den Folgen a =
(a)k und b = (B aus Fpy wiirde man das Produkt durch

n n+m k
(P-Q)(x) := Z Z a3zt = Z ( aiﬂk_i) zk
i=0 j=m k=0 i=0

definieren. Dies entspricht der Folge

axb:= (f: Oéiﬁk—z')k .
=0

Man iiberlegt sich leicht, dass auch die Folge (a * b) wieder nur endlich viele von Null ver-
schiedene Folgenglieder besitzt und somit in Fg, liegt. Die Abbildung

%0 Foin X Fain — Fhin, (a,b) — axb

ist damit wohldefiniert und entspricht der Polynom-Multiplikation.

(T 5) Formale Polynome vs. Polynomfunktionen

Fiir einen Korper K betrachten wir den Vektorraum Kiz] der (formalen) Polynome mit
Koeffizienten in K wie in Aufgabe T4 und den Vektorraum K¥ aller Funktionen f : K — K.

(a) Jedem formalem Polynom P(z) = Y_}_; aya” in K[z] lésst sich seine Polynomfunktion

n

fr: K=K, fpla):= Zakak
k=0

zuordnen. Wir bezeichnen mit ® : K[z] — K¥ die Abbildung, die jedem Polynom
P € K[xz] seine Polynomfunktion fp € KX zuordnet. Zeigen Sie, dass die Abbildung
P : K[z] — KX linear ist.

(b) Sei speziell K = F, der endlicher Koérper mit p Elementen. Finden Sie zwei Polynome
P, Q) € F,[x] mit gleicher Polynomfunktion.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Vandermonde-Determinante (Aufgabe G5 der 9. Ubung), dass
ein Korper K genau dann unendlich ist, wenn es keine zwei Polynome mit gleicher
Polynomfunktion gibt.

LOSUNG:  (a) Seien P(x) = > 1_,axz® und Q(x) = Y.7_, Bra”® Polynome in K[z] und A € K.
Dann gilt fiir alle ¢ € K

(P +Q)(a) = @(Z(ak + 6k)wk) (@) = (or + B)a" = apa" + > pra®
k=0 k=0 k=0 k=0
= ®(P)(a) + ®(Q)(a) = (®(P) + 2(Q))(a) ,
d(\- P)(a) = <1>( ()\ozk)ak) =Y Oa)at =2 apat =1 8(P)(a)
k=0 k=0 k=0



und somit ®(P + Q) = ®(P) + ®(Q) und ®(A\P) = \®(P).

(b) Die Polynome P(z) :=0und Q(x) :=z-(z—1)-... - (x —(n—1)) = 2P — 2 haben die gleiche
Polynomfunktion, denn fiir jedes a € F), gilt fp(a) = fo(a) =0.

(c¢) Die Aussage, dass es keine zwei Polynome mit gleicher Polynomfunktion gibt, ist dquivalent
zur Injektivitdt von ® und somit zu ker ® = {0 }.
Ist K endlich mit K = {ay,...,a, }, so betrachten wir das Polynom

n

P(z):=) (z—a).

=0

Weil fiir jedes a € K einer der Faktoren (a — a;) verschwindet, hat dieses Polynom die
Nullfunktion als Polynomfunktion. D.h. P liegt im Kern von ®.

Sei nun K unendlich. Sei P = Y 7_,axz" ein Polynom in K[z] im Kern von ®, d.h. mit

Polynomfunktion fp = 0. Wir wihlen paarweise verschiedene Elemente bg,...,b, € K.
Dann gilt
0 fr(bo) S o arbk L by ... b\ [ao
0 _ fp(bl) _ Zzzoakblf _ 1 bl b? (&3] (1)
0 fr(by) S o arbt 1 b, ... ) \an
—A

In Aufgabe G5 der 9. Ubung haben wir die Determinante der Matrix A berechnet:

detA:ﬁ ﬁ (bz—b]) .

i=0 j=i+1

Da die Elemente by, ..., b, alle paarweise verschieden gew&hlt waren, sind auch die Faktoren
(bi — bj) alle von Null verschieden. Es folgt det A # 0. Die Matrix A ist damit invertierbar.
Insbesondere folgt dann (o, ..., a,)" = 0 aus Gleichung (1) und somit P = 0.



