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(T 1) Dimensionsformel fiir Teilrdume

Seien U, W C V endlich-dimensionale lineare Teilrdume eines Vektorraums V. Zeigen Sie,
dass dann gilt:
dimU +dimW = dim(U + W) + dim(U N W) .

Hinwets:

(a) Ein moglicher Ansatz besteht darin, geeignete Basen in den entsprechenden Raumen
zu wahlen.

(b) Ein weitere moglicher Ansatz besteht darin, die Abbildung UxW — V| (u,w) — u+w
und deren Kern bzw. Bild zu betrachten.

LOSUNG: (a) zum ersten Ansatz

Wir wihlen eine Basis Bynw := (b1,...,b;) von U NV und setzen diese zu einer Basis
By == (b1,...,bg,u1,...,uy) von U und einer Basis By := (b1,...bg, w1, ..., wy) von W
fort. Wir wollen zeigen, dass dann B := (by,..., bk, u1, ..., Uy, w1,...,w,) eine Basis von

U + V bildet, denn dann gilt

dmU +dmW =(k+n)+(k+m)=(k+n+m)+k=dmU + W)+ dim({UnNW).

Alle Vektoren von B liegen in U + W und mit ihnen ldsst sich jeder Vektor in U und jeder
Vektor in W als Linearkombination darstellen, weil By bzw. By Basen von U bzw. W sind.
Die Vektoren in B erzeugen somit ganz U + W.

Wir miissen deshalb nur noch zeigen, dass die Vektoren in B linear unabhéngig sind. Seien
hierzu A1, ..., Ag, U1y -« fhny V1, - - -, Um € K Skalare mit

k n m
=1 =1 =1

Der Vektor = := Y . A\ib; + Y. piu; liegt als Linearkombination von Vektoren aus By im
Teilraum U und wegen

k n m
xr = Z)\sz +Z,uiui = —Zyiw,-
i=1 i=1 =1

auch im linearen Teilraum W, d.h. z € UNV. Weil Bynw eine Basis von U N W ist, gibt es
somit Skalare «; € K mit x = Zle a;b;. Es folgt

m k m
0=z +2Viwi = Zaibi + Zuiw,- .
i=1 i=1 i=1



Weil aber By eine Basis von W ist, folgt aus der linear Unabhéngigkeit der Vektoren, dass
alle Koeffizienten verschwinden. Insbesondere gilt also vy = - - - = v, = 0. Daraus ergibt sich

k n
0=> Xbi+ > piu .
i=1 i=1
Weil aber auch die Vektoren aus By linear unabhéngig sind, folgt daraus, dass auch die

Koeffizienten \; und p; verschwinden, d.h. Ay =--- =X g =pu1 =+ = pp, = 0.

(b) zum zweiten Ansatz
Wir betrachten die Abbildung ¢ : UxW — V, ¢(u, w) := u+w. In Aufgabe G3 der 8. Ubung
haben wir dim(U x V) = dim U + dim V' gezeigt. Aus der Rangformel ergibt sich deshalb

dimU + dim V' = dim(ker ¢) + dim(im ¢) .

Als Bild von ¢ ergibt sich genau im ¢ = U + W. Wir brauchen also nur dimker¢ = U NW
zeigen.

Fiir jeden Vektor (u,w) € U x W gilt

(u,w) € ker ¢ = 0=¢(u,w) =u+w
= (u,w) = (u,—u) und weW.

Es gilt also ker ¢ = { (v, —v) | v € U N W }. Dieser Teilraum ist isomorph zu U N W mit dem
Isomorphismus UNW — ker ¢, v — (v, —v). Insbesondere gilt also dim(ker ¢) = dim(UNW).

(T 2) Polynome von Matrizen

In Polynome mit reellen Koeffizienten lassen sich nicht nur reelle Zahlen, sondern auch
Matrizen einsetzen. Fiir ein Polynom p =Y} _, apx”® definieren wir

p(A) = ap A",
k=0

wobei wir A? := E,, setzen.

(a) Bestimmen Sie fiir das Polynom p = x? die Matrizen p(A), p(B) und p(C') fiir
10 1 00 1 00
A:z(O 2) B:=10 20 C:=10 21
0 0 2 0 0 2

(b) Bestimmen Sie p(B) fiir ein beliebiges Polynom p € P.
(¢) Wie sieht p(D) fiir eine Diagonalmatrix D aus?

LOSUNG:  (a)



(T 3) Ausflug
Zeige, dass es fiir jede Matrix A € R™" ein Polynom p € P gibt mit p(A) = 0,xy-

LOSUNG: Der reelle Vektorraum R™ ™ ist endlich dimensional mit Dimension n?2. Die Vektoren
E,=A% Al ... ,A"2 konnen deshalb nicht linear unabhéngig sein. Es gibt somit Koeffizienten
g, ..., 02 € R mit

n2
OZZEE:(IhAk.
k=0

(T 4) Eigenschaften
(a) Zeige, dass fiir eine Matrix A € R™™ und eine invertierbare Matrix S € Gl,(R) gilt:
p(SAS™H) =SpA)St.

(b) Sei A € R"*". Zeigen Sie, dass fiir alle Polynome p,q € P und A € R gilt:

(p+q)(A) =p(A) +q(A),
(Ap)(A) = Ap(A) ,
(p-q)(A) =p(A) - q(A) .

LOSUNG:  (a) Sei p =: S_}_, axz®. Dann gilt

p(SAS™ Zak SAS™! Zak SASTY) ... (SAST

klnd

= Z arSA(STIS)A(STES) ... AST) = Z apSAFST!

k=0
= s(zn: akAk>S_1 = Sp(A)S~.
k=0

(b) Seien p =: Y}, apz® und ¢ =: Y r—o Bra®. (Warum kénnen wir 0.B.d.A. fiir p und ¢ die
gleiche Anzahl an Summanden annehmen?) Dann gilt

(0 +a)(A4) = (D + B)a® ) (4) = D (ax + B A" = Y axd™ + 3 Ba*

k=0 k=0 k=0 k=0
=p(A) +q(4)
(\p)(A) = ( (Aak)xk)(A) =3 () 4k = )\ZakAk
k=0 k=0
-0 = (3 aila™) (4) = 3 iyt = (3 asal) - (3 5547)
i,j=0 i,j=0

=p(A)-q(A) .



(T 5) Funktionen von Matrizen

Fiir viele Zwecke ist es niitzlich, auch fiir andere reellwertige Funktionen f eine Matrix
f(A) bilden zu koénnen.

(a) Sei f: R — R eine beliebige Funktion. Wie wiirden Sie f(D) fiir eine Diagonalmatrix
D definieren? Wie wiirden Sie f(S D S™!) fiir S € Gl,,(R) definieren?

(b) Wie und wann ldsst sich auf sinnvolle Weise f(A) fur die Funktion f(z) := 1/z defi-

nieren?

(¢) Wie und wannn lésst sich auf sinnvolle Weise f)(A) fiir die Funktion fy(z) := 1/(x—\)
mit einer Zahl A € R bilden?

(d*) Wie und wann lésst sich sich exp(A) fiir die Exponentialfunktion exp(z) := Y ;- Z—T
definieren?

Losunag: (a) Fiir eine Diagonalmatrix D = diag(\1, ..., A,) setzen wir

f(A1)
A
(D) = f(X2)
f(An)

Die Matrix SDS™! ensteht aus D durch Basistransformation. Analog zu den Polynomen
setzen wir deshalb f(SDS™!):= S f(D) S~

(b) Ist A invertierbar, so kénnen wir f(A) := A~! setzen.

(c) Wie zuvor, kénnen wir fy(A) := (A — AE)~! setzen, falls A — A\E invertierbar ist, d.h. falls
A kein Eigenwert von A ist.

(d) exp(A) lasst sich fiir jede Matrix bilden. Wie und warum?



