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Bitte alle Blédtter mit Namen und Matri- Name:
kelnummer versehen, fortlaufend numerieren Vorname:
und am Schluf in die einmal gefalteten Auf-
gabenblitter legen. Matr.-Nr.:
Alle Ergebnisse sind zu begriinden. Insbeson-  Fachrichtung:
dere werden Losungswege bewertet.

[ Aufgabe | 1 [ 2 | 3 | 4 [ 5 | 6 | 7 [ 8 | Gesamt [ Bonus | Note |
Erreichbar 8 10 10 10 10 10 10 10 78
Erreicht

Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

Alle Bldtter diirfen nur einseitig beschrieben werden.

Lésungsschritte und Teilergebnisse sind ausreichend zu begriinden.

Alle Ergebnisse/Sitze, die nicht Inhalt der Vorlesung waren, miissen begrindet
werden!

e Programmierbare (Taschen)rechner sind nicht zugelassen.

Mobiltelefone sind ausgeschaltet in einer Tasche zu verstauen.
e Viel Erfolg!



Aufgabe 1 (8 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Kreuzen Sie bitte nur die
richtigen Aussagen an. Jedes richtige Kreuz gibt einen Punkt. Jedes falsche Kreuz gibt einen
Punkt Abzug. Pro Teilaufgabe kénnen Sie maximal 2 und minimal 0 Punkte erhalten.

(a) Es sei K ein Korper, V und W Vektorrdume iiber K sowie f : V — W eine K-lineare

Abbildung.
O Ist f injektiv, so gilt dim(V') < dim(W).
O Ist f injektiv, so gilt dim(V') > dim(W).
O Ist f bijektiv, so gilt dim(V) < dim(W).
O Ist f bijektiv, so gilt dim(V') > dim(W).

(b) Essei A € K und M), = (13}) € K**2.

g Es gilt Rang My <1 fiir alle A € K.
O Es gilt Rang My > 1 fiir alle A € K.

O Es gibt ein A € K, so dafl Rang(M,) = 0.
O Es gibt ein A € K, so da§ Rang(M)) = 2.
(c) Es seien vy,v9,v3 € R? linear unabhiingige Vektoren.
O Die Vektoren vy, vs,v3 bilden ein Erzeugendensystem des R3.
O Die Vektoren vy, vs, v3 bilden eine Basis des R3.
O Es gilt v1 + vo +v3 = 0.
O Es gilt v1 + vo + v3 # 0.

(d) Welche der folgenden Matrizen sind {iber R diagonalisierbar?.
O (@) (@9 O (14) O«
Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es sei f: R* — R* die lineare Abbildung, welche beziiglich der Standardbasis die Darstellungs-
matrix

=]
~o
~

1 2 5 2
2 3 6 2
1 0 -3 =2
4 5 8 2

hat. Bestimmen Sie jeweils eine Basis des Kerns und des Bildes von f.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Es sei f: V — V eine lineare Selbstabbildung des Vektorraumes V und es gelte f(V) C U. Fiir
die einschridnkung von f auf U gelte fj; = 0. Beweisen Sie die folgenden Behauptungen:
(a) Beweisen Sie die Ungleichung Rang f < 1dim V.
(b) Zeigen Sie fo f =0.
(c) Beweisen Sie, dafi die Abbildung idy + f invertierbar ist und geben Sie die inverse Abbildung
(idy + f)~! an.
Aufgabe 4 (10 Punkte)

Es sei n eine natiirliche Zahl und A = (a;;) € R™*™ die Matrix mit a;; = 1 fiir alle ¢, j € {1,...,n}.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Zahl n ist ein Eigenwert von A.
(b) Die Zahl 0 ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn n > 2 gilt.

(¢) Im Falle n > 2 sind 0 und n die einzigen Eigenwerte von A.



Aufgabe 5 (10 Punkte)

Die Folge (fn)nen sei durch die Rekursionsvorschrift fo := 0, f1 :=1 und fr42 := fn + 2fny1 fir
alle n € N gegeben.

(a) Berechnen Sie die ersten 5 Folgeglieder fi,..., f5.
(b) Finden Sie eine Matrix F' € R?*2, so dass fiir alle n € Ny gilt (Beweis!):

e (1)= ()

(c) Zeigen Sie, dafl F reell diagonalisierbar ist.

Aufgabe 6 (10 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

2 -3 -3
A= -2 2 =2
2 3 7

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren.
(c) Ist A dhnlich zu einer Diagonalmatrix? Falls ja, geben Sie eine Diagonalmatrix D und eine
Matrix T an, so dafl T-*AT = D gilt.
Aufgabe 7 (10 Punkte)

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum der Dimension n und W ein K-Vektorraum der Dimen-
sion m. Weiterhin bezeichne Homg (V, W) die Menge aller K-linearen Abbildungen von V' nach
w.

(a) Zeigen Sie, dass Homg (V, W) ein K-Vektorraum ist.

(

(¢) Berechnen Sie die Anzahl der Elemente von Hompg (V, W), falls K der Kérper mit zwei
Elementen ist.

b) Bestimmen Sie die Dimension von Homg (V, W).

Aufgabe 8 (10 Punkte)
Es sei ¢ : Q%2 — Q?*2 die durch A — A + AT gegebene Abbildung.
(a) Zeigen Sie, dafl ¢ eine Q-lineare Abbildung ist.
(b) Bestimmen Sie den Kern und das Bild von ¢.
(¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte der linearen Abbildung .
)

(d) Bestimmen Sie eine Basis aus Eigenvektoren von Q2*2.



