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Lineare Algebra |
8. Ubung mit Losungshinweisen
Gruppeniibungen

(G 1) Elementarmatrizen und Basiswechsel
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K, und sei B = (b, ..., b,) eine Basis von V.

(a) Sei A € K. Zeigen Sie, dass auch
BI = (b1 + )\bQ, bQ, ceey b’n)
eine Basis von V ist, und finden Sie die Matrix der Basistransformation M2% (idy).
(b) Finden Sie fiir jede Elementarmatrix A eine Basis B’ mit A = M5 (idy).

LOsuNG: (a) Wir zeigen, dass die Vektoren by +Abg, bo, . .., b, € V linear unabhéngig sind. Seien
hierzu aq, ..., a, € K mit
0 =a1(by + Ab2) + agbo + - - - + apby,
=1 b —I—(al)\+a2)b2+a3b3+---+anbn .
Weil by, ..., b, ein Basis bilden, gilt dann a; = 0, (A + a2) =0 und a3 = --- = o, = 0.
Es folgt, dass alle Koeffizienten «; verschwinden.

Die Transformationsmatrix ist die Elementarmatrix

1 A
B 1 2
Mg = . =Qi(}) .
1

(b)

fiir Sz()\) H BI = (b1, e ,bi—la )\bi, bi_|_1, e ,bn)

fiir Q](X) : B = (by,... . bi1,b; + Abj,bit1,...,by)

fiir ‘Pz] : B = (bla' i 7biflabjab’i+17"' abjflabiabj+la' B abn)

(G 2)

Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : R — R?, ¢(z,y) := (—2z + 3y, +3z + Iy).
(a) Bestimmen Sie die Matrix A := Mj2() beziiglich der Standardbasis K, von R2.

(b) Raten Sie eine Basis B von R?, so dass die Matrix von ¢ beziiglich dieser Basis (in
Definition- und Bildbereich) Diagonalgestalt hat.



(c) Ist A invertierbar? Berechnen Sie ggf. die Inverse von A durch geeignete Basistrans-
formation.

(d) Berechnen Sie A'°.

LOSUNG:  (a) Wegen ¢(e1) = £ (—2,6)7 und ¢(e2) = 3 (6,7)7 gilt
1 /-2 6
4=3 ( 6 7) '
(b) Beziiglich der Basis B := (b, bg) mit by = (1,2)” und by = (=2,1)7 gilt

p=smio - (3 Y-

(c) Man sieht sofort, dass die Matrix B invertierbar mit B~! = (162 Pl). Damit sind auch ¢

und A invertierbar mit

A7V = ME (id) - B! - M (id) .

Fiir die Transfomrmationsmatrix § := Mg (id) = (3 ;%) berechnet durch Raten oder das
Verfahren aus der Vorlesung die Inverse zu

Durch Einsetzen ergibt sich dann

_ P -7 6
A™' =SB 151=%<6 2).

(d) A ist die Matrix von ¢'° beziiglich der Basis Ky. Die Matrix von ¢! beziiglich der Basis

B ist durch
BlO B 210 0 B 210
A0 (=P 0 1

gegeben. Durch Transformation (und Ausrechnen der Matrixprodukte) erhalten wir also

1 (21044 22
10 B 10 K2 10

(G 3) Produkte von Vektorrdume

Seien V und W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K. Wir statten das kartesische
Produkt V' x W mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation aus:

(v1,w1) + (v2, we) 1= (V1 + Vo, w1 + wWo)
A (v,w) = (A-v, A w)
(a) Machen Sie sich klar, dass V' x W mit diesen Operationen einen Vektorraum iiber K
bildet.

(b) Zeigen Sie,dass iy : V — VW, iy (v) := (v,0) und iy : W — VW, iy (w) := (0,w)
injektive, lineare Abbildungen sind.

(c) Zeigen Sie, dass my : VXW =V, my(v,w) :=vund my : VW = W, my (v, w) :=w
surjektive lineare Abbildungen sind und dass gilt:

ker my = im iy , ker Ty = im iy .



(d) Folgern Sie: dim(V x W) = dim(V') + dim(W).

(€*) (universelle Eigenschaft 1) Zeigen Sie, dass es fiir je zwei Abbildungen ¢ : Z — V
und ¢ : Z — W in auf einem gemeinsamen Vektorraum Z iiber K genau eine lineare
Abbildung ® : Z — V x W gibt mit

p=myo0®, YV=mwod.

(f*) (universelle Eigenschaft 1) Zeigen Sie, dass es fiir je zwei Abbildungen ¢ : V' — Z und
¥ : W — Z in einen gemeinsamen Vektorraum Z iiber K genau eine lineare Abbildung
¢V xXW — Z gibt mit

¢:(I>OZV, ’(/):(DO’LV[/.

LOsuNG: (a) Das neutrale Element ist (0,0) und das additive Inverse eines Elementes (v, w)
ist das Element (—v,—w). Alle Eigenschaften eines Vektorraumes folgen direkt aus den
entsprechenden Eigenschaften fir V und W.

(b) Wir zeigen siamtliche Behauptungen nur fiir 7,y und 7. Die Beweise fiir iy und 7y verlaufen
analog.

Fiir alle A € K und vy,v9 € V gilt
iy (A1 +v2) = (Av1 +v2,0) = (Av1,0) + (v2,0) = A(v1,0) + (v2,0)
= )\’iv(Ul) + ’iv(vg) .

Somit ist iy linear. Ist v € V' ein Vektor mit (0,0) = iy (v) = (v,0), so folgt v = 0. Die
Abbildung iy hat also trivialen Kern und ist damit injektiv.

(c) Fir alle (v1,w1), (v2,w2) € V x W und A € K gilt
7Tw()\(’01,’LU1) + (’U2,’LU2)) = Ty (Av1 + v, Awy + wa) = Awy + wo
= A (v1, w1) + mw (v, we) .

Die Abbildung my ist somit linear. Fiir jeden Vektor w € W gilt auflerdem w = (0, w).
Das Bild von 7y ist deshalb ganz W, d.h. 7y ist surjektiv.

Man rechnet direkt nach, dass my o4y die konstante Null-Abbildung ist. Somit liegt das Bild
von iy im Kern von 7y, d.h. im4y, C ker 7y . Ist umgekehrt (v,w) € V X W ein Element
von ker myy, so gilt 0 = mw (v, w) = w. Damit liegt (v, w) = (v,0) = iy (v) aber auch im Bild
von iy, d.h. es gilt ker myr C im 4y,

(d) Betrachtet man die Abbildung 7w, so gilt nach der Dimensionsformel
dim(V x W) = dim(im my ) + dim(ker ) = dim(W) + dim(imiy) .

Weil die Abbildung iy : V' — V x W injektiv ist, hat ihr Bild die selbe Dimensionen wie V.
Durch Einsetzen in die Gleichung ergibt sich die Behauptung.

(e) @(2) = (¢(v),p(w))
(f) @(v,w) = ¢(v) + Pp(w)



Hausilibungen

(A 17) (10 Punkte)

Berechnen Sie das Inverse der folgenden Matrix iiber dem Korper Zs:

[ 2] [3]
A= {14 0] 2] -
31 14 [1]

LOsSuNG: In Zj5 gilt [2] - [3] = [1] und somit

[ 2] 3| [
[4] 1] [2] [1]
8] [4] [1] [1]
[ 2] B[] [0] [0]
[0] (3] [0 |[1] [1] [0]
0] (3] [21][2] [0] [1]
[ 2] 81 (] [0] [0]
31 [0 | 1] [1] [0]
[0 2] 10] [4 [1]
[l 2] B[ [0 [o] -
[1] 2] [2] [0]
(]3] 2] [3]
[ 2] [0] 2] [4] [1]
[1] 2] [2] [0]
(]3] [2] [3]
[1] 3] [0] 1]
[1] 2] [2] [0]
[l 8] 2] [3]

Die Inverse von A ist also
3] [0 [1]
At =1[2] 2] [0]] .
Bl 21 [3]
(A 18) (10 Punkte)

Wir betrachten den reellen Vektorraum R3. Mit o : R® — R? bezeichnen wir die Spiegelung
an der Ursprungsebene F := {x € R® | x5+ 23 =0 }.

(a) Bestimmen Sie die Matrix von ¢ beziiglich einer geeignet gewiihlten Basis von R?.
(b) Bestimmen Sie die Matrix von o beziiglich der kanonischen Basis von R3.

(c) Bestimmen Sie eine Basis des Bildes und des Kerns von o.

(d) Ist o invertierbar? Bestimmen Sie ggf. das Inverse der Matrix von o beziiglich der

kanonischen Basis.

LOSUNG: (a) Als Basis wihlen wir zwei linear unabhiingige Vektoren in der Ebene by := (1,0, 0)7,
by := (0,1,—1)" und den Normalenvektor der Ebene b3 := (0,1,1)”. Dann hat o beziiglich
dieser Basis B := (b1, b, b3) die Matrix

0 O
1 0,
0 -1

ME(o) = (

denn es gilt o(by) = by, o(bo) = bp und o (b3) = —bs.

OO =



b) Die Transformationsmatrix S := M2 (id) hat die Gestalt
K3

1 0 0
S=10 1 1
0 -1 1
Das Inverse von S lisst sich durch geschicktes Raten oder den Verfahren aus der Vorlesung
bestimmen:
10 0
st={o} -
0 3 3
Beziiglich der Standardbasis hat ¢ also die Matrix
1 0 0 1 0 0 1 0 0
MiE(o)=SME(@)s =10 1 1|-(0o 1 o0 0o 3 -1
0 -1 1 00 -1 05 =
1 0 0
=10 0 -1
0 -1 0

(c) Die Abbildung o ist als Spiegelung invertierbar mit c=! = 0. Auch an der Matrix M2(o)
sieht man sofort, dass sie selbstinvers ist. Das Bild von o ist somit der ganz Raum R? und
der Kern ist trivial. Jede beliebige Basis von R? (z.B. die kanonische Basis) ist damit eine
Basis des Bildes von o, und die leere Menge bildet eine Basis des Kerns.

(d) o ist invertierbar mit 0 = o~ !. Somit gilt
1
K — K
ME (o) = ME (o) = [ 0
0

(A 19) (10 Punkte)
Wir betrachen den Vektorraum Pj aller Polynome vom Grad 3 oder kleiner. Sei ¢ € R fest.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢; : Ps = R, ¢:(p) := p(t) linear ist, und bestimmen
Sie die Matrix von ¢; beziiglich der Monombasis 1, z, 2%, 2* auf Ps.

(b) Bestimmen Sie eine Basis des linearen Teilraums U; := {p € Ps | p(t) =0 }.

(c) Konstruieren Sie eine lineare Abbildung ® : P; — R, welche als Kern gerade den
linearen Teilraum Uy N U; N U, hat. Zeigen Sie, dass diese Abbildung surjektiv ist.

(d) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension von Uy N U; N Us.
LosunG: (a) Fiir alle Polynome p1,ps € P3 und A € R gilt
ei(Ap1 +p2) = (Ap1 + p2)(t) = Ap1(t) + pa(t) = Ap(p1) + @(p2) -
Die Abbildung ; ist damit linear.
Es gilt ;(1) = 1, ps(z) = t, p4(z?) = 12 und ¢;(23) = 3. Die gesuchte Matrix ist damit
A= MP oy = (1 ¢ 2 8)

(b) Wir bestimmen eine Basis des Kerns der Matrix A und erhalten daraus eine Basis des Kerns
von ;. Man sieht sofort, dass eine Basis des Kerns von A z.B. durch die Vektoren

U1 = (_ta 15070)T ) V2 = (_tQaO’ 130)T ) U3 = (—tS,O,O, 1)T

gegeben ist. Eine Basis von ker ¢, ist somit durch die Polynome p; = z — ¢, py = z? — 2 und
p3 = x3 — t3 gegeben.



(c¢) Eine solche Abbildung ist z.B.

©o(p) p(0)
O:P3 R, B(p):=|pilp) | = |p(1)
©2(p) p(2)

Die Vektoren (2,0,0)T, (0,—1,0) und (0,0, —1) liegen im Bild dieser Abbildung, denn es
gilt
@((J) - 1)(‘7" - 2)) = (QaOaO)T ’
@(.’L‘(.CC - 2)) = (07 _170)T 3
®((z —1)(z —3)) = (0,0,—1)" .

Weil diese Vektoren ganz R? erzeugen und das Bild ein linearer Teilraum ist, gilt im ® = R3,
d.h. ® ist surjektiv.

(d) Nach der Dimensionsformel fiir ® gilt
4 = dimP3 = dim(im @) + dim(ker ®) = 3 + dim(ker @) .

Der Kern von & ist damit ein eindimensionaler Teilraum. Jedes Polynom p # 0 in die-
sem Teilraum bildet deshalb einen Basis des Teilraums. Ein solches Polynom ist z.B. durch
p=z(zx —1)(x — 2) gegeben.



