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Gruppeniibungen

Lemma 1. Set V' ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Seienvy,...,v, € V undwy,...,ws € V
Vektoren mit

(a) s >r

(b) Die Vektoren wy, ..., ws liegen in dem von den Vektoren vq,...,vs aufgespannten,

linearen Teilraum, d.h. es gibt Skalare o; ; € K mait

Wi = QU1 + QU2+ + Qi Uy .

Dann sind die Vektoren wyq, ..., ws linear abhdngig.

(G 1)

Sie haben Lemma 1 fiir den Spezialfall V' = R" und K = R bereits in der Vorlesung gezeigt.
Beweisen Sie Lemma 1 indem sie den Beweis aus der Vorlesung verallgemeinern.

Satz 1. Sein € N. Wir betrachten die Menge Z, mit der Addition und Multiplikation (wie
in der 5. Ubung). Z,, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.
(G 2)
Wir wollen Sq_tz 1 in mehreren Schritten beweisen. Fiir die Elemente von Z,, schreiben wir
wie in der 5. Ubung [z] ={y € Z |y =z (mod n) }.
(a) In der 5. Ubung haben Sie bereits einige Eigenschaften von Z,, gezeigt. Welche Kérper-
axiome haben Sie fiir Z,, bereits gezeigt, welche nicht?

(b) Sei n € N keine Primzahl. Zeigen Sie, dass dann Z,, kein Kérper ist.

Wir miissen damit nur noch zeigen, dass fiir einen Primzahl p € N die Menge Z, mit ihren
Verkniipfungen tatséchlich einen Korper bildet. Sei also im Folgenden stets p € N eine
Primzahl. Mit Hilfe von Zerlegung in Primfaktoren kann man zeigen, dass fiir alle x,y € Z

plz-y = plxz oder ply

gilt. Zeigen Sie damit fiir alle z,y € Z:

(c) Gilt [z - y] = [0], so ist [z] = [0] oder [y] = [0].

(d) Gibt es ein k € N mit [2*] = [0], so gilt [z] = [0].

(e) Gibt es natiirliche Zahlen ky > k; mit [z%] = [2*2], so ist [z] = [0] oder [z*>~*1] = [1].



Um den Beweis zu vervollstédndigen, zeigen Sie:
(f) Sei x € Z mit [x] # [0]. Dann gibt es Exponenten k; # ky mit [2F1] = [2*2].
Hinweis: Nutzen Sie, dass Z,, endlich ist.

(g) Z, bildet einen Korper.

Hausiibungen

(A 17) (10 Punkte)
Sei A eine (m x n)-Matrix mit reellen Eintrigen. Wir betrachten die zugehorige lineare
Abbildung ¢4 : R" — R™, x — Ax. Zeigen Sie, dass der Rang von A gleich der Dimension
des Bildes von ¢4 ist, d.h.
Rang A = dim(Bild ¢4) .

(A 18) (10 Punkte)
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Zeigen Sie fiir alle v € V und A € K:

() 0-v=0und A-0=0.

(b) (=1)-v = (=v).

(¢) Gilt A-v =0, soist A =0 oder v = 0.
Sei K ein Korper. Zeigen Sie:

(d) Fiir je zwei Elemente z,y € K\ {0} gibt es ein Element z € K mit z - z = y.

(A 19) (10 Punkte)

Wir wollen in dieser Aufgabe den Korper mit vier Elementen konstruieren. Hierzu be-
trachten wir das kartesische Produkt K := Z, x Zy und statten diese Menge mit der
koordinatenweisen Addition aus:

+: KX K=K, (ar,a2)+ (b, be) := (a1 + by, ag + by)

(a) Zeigen Sie, dass (K, +) eine abelsche Gruppe bildet.
(b) Zeige Sie, dass K mit der koordinatenweisen Multiplikation

. IKXKHK, (al,a2>‘(b1,b2) = (al'ag,bl'bg)

keinen Korper bildet.

(c) Definieren Sie eine Multiplikation auf K = Zy X Zs mit (1,0) als neutralem Element,
so dass K mit dieser Multiplikation und der koordinatenweisen Addition einen Korper
bildet. (Auf den Nachweis des Distributivgesetztes kénnen Sie verzichten.)

Hinweis: Die in Aufgabe A18 gezeigte Aussage konnte hilfreich sein.



