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Gruppeniibungen

Lemma 1. Sei V' ein Vektorraum dber dem Kérper K. Seienvy,...,v, € V undwq,...,ws € V
Vektoren mat

(a) s >r

(b) Die Vektoren wr,...,ws liegen in dem von den Vektoren vi,...,vs aufgespannten,

linearen Teilraum, d.h. es gibt Skalare o; ; € K mat

Wi = Q13U + Qlg3V + *** + QO gUp .

Dann sind die Vektoren wy, ..., ws linear abhingig.

(G 1)

Sie haben Lemma 1 fiir den Spezialfall V' = R" und K = R bereits in der Vorlesung gezeigt.
Beweisen Sie Lemma 1 indem sie den Beweis aus der Vorlesung verallgemeinern.

LOsunG: Der GauB-Algorithmus zum Lésen linearer Gleichungssysteme funktioniert analog auch
fiir Matrizen iiber dem Korper K. Das Gleichungssystem

apiAr+ -t agsAs =0

ar,l)\l +- 4+ ar,sxs =0

lésst sich damit in obere Dreiecksgestalt bzw. Diagonalgestalt bringen. Daraus folgt wie in der
Vorlesung, dass dieses Gleichungssystem eine nicht-triviale Losung 0 # (A1, ..., As) € R® besitzt.
Fiir diese Losung gilt dann

5\11111 4. _|_5\st — :\l(zrjal,j%) . +5\5(2T:a5,jvj>
j=1

j=1
S B S N
= (Zam)\i) v+ (Zai,r)\i) v =0.
—_——— \iv—/
=0 =0
Die Vektoren wy,...,w, sind somit linear abhéngig, weil nicht alle X; Null sind.

Satz 1. Sein € N. Wir betrachten die Menge Z,, mit der Addition und Multiplikation (wie
in der 5. Ubung). Z,, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.



(G 2)
Wir wollen Sa{uz 1 in mehreren Schritten beweisen. Fiir die Elemente von Z,, schreiben wir
wie in der 5. Ubung [z] ={y € Z | y =z (mod n) }.
(a) In der 5. Ubung haben Sie bereits einige Eigenschaften von Z,, gezeigt. Welche Koérper-
axiome haben Sie fiir Z,, bereits gezeigt, welche nicht?

(b) Sei n € N keine Primzahl. Zeigen Sie, dass dann Z,, kein Korper ist.

Wir miissen damit nur noch zeigen, dass fiir einen Primzahl p € N die Menge Z, mit ihren
Verkniipfungen tatsichlich einen Korper bildet. Sei also im Folgenden stets p € N eine
Primzahl. Mit Hilfe von Zerlegung in Primfaktoren kann man zeigen, dass fiir alle z,y € Z

pla-y == plx oder ply

gilt. Zeigen Sie damit fiir alle z,y € Z:

(c) Gilt [z -y] = [0], so ist [z] = [0] oder [y] = [0].

(d) Gibt es ein k € N mit [2*] = [0], so gilt [z] = [0].

(e) Gibt es natiirliche Zahlen ky > k; mit [z%'] = [2%2], so ist [z] = [0] oder [z*>*1] = [1].
Um den Beweis zu vervollstiandigen, zeigen Sie:

(f) Sei z € Z mit [x] # [0]. Dann gibt es Exponenten ki # ky mit [2%1] = [2*2].

Hinweis: Nutzen Sie, dass Zj, endlich ist.

(8) Z, bildet einen Korper.
LOSUNG:  (a) Wir haben bereits gezeigt, dass (Zn, +) eine abelsche Gruppe ist. Fiir die Multi-

plikation auf Z, haben wir bereits gezeigt, dass sie assoziativ und kommutativ ist und mit
der Addition das Distributivgesetz erfiillt.

Wir miissen noch zeigen, dass es in Z, \ { [0] } ein neutrales Element bzgl. der Multiplikation
gibt und dass es fiir jedes Element [z] € Z,, \ { [0] } ein multiplikatives Inverses gibt.

(b) Wenn n keine Primzahl ist, gibt es ein Zahlen z,y € N mit 1 < z,y <n und n = z - y. Fiir
die zugehorigen Kongruenzklassen ergibt sich damit

[n] = [z -yl =[] - y] .

Nach Konstruktion von Z, gilt allerdings [n] = [0]. Wegen 1 < z,y < n sind z und y nicht
durch n teilbar. In Z,, gilt damit [z], [y] # [0]. Nach Aufgabe G1.1 auf dem 5. Ubungsblatt
(Nullteilerfreiheit) kann Z,, somit kein Kérper sein.

(c) Dies ist eine exakte Ubersetzung der obigen Aussage, denn nach Konstruktion von Ly gilt
fiir alle a € Z

[a] = [0] = a=0 (mod p) = pla.

(d) Wir zeigen die Behauptung mittels vollstindiger Induktion iiber k. Der Induktionsanfang
k = 1 ist trivial. Es gelte nun, dass aus [z¥] = [0] bereits [z] = 0 folgt (Induktionsannahme).
Fiir den Induktionsschritt sei [z**!] = [0]. Wegen [0] = [zF*!] = [zF - 2] = [2F] - [z] folgt
aus dem vorherigen Aufgabenteil, dass entweder [z] = [0] oder [z*] = [0] gilt. Aufgrund der
Induktionsannahme folgt in beiden Fillen [z] = [0].



(e) Nach den Rechenregeln auf dem 5. Ubungsblatt gilt
0] = %] =[] = [2M] (5 54] = [o4)- 1
= [ (kR = 1) = R kR -]
Nach Aufgabenteil (c) folgt daraus [z¥!] = [0] oder [z*2~*1 —1] = [0]. Im ersten Fall folgt aus

Aufgabenteil (d) [z] = 0. Im zweiten Fall ergibt sich nach den Rechenregeln [0] = [zF2~F1]—[1]
und somit [z*27F1] = [1].

(f) Sei z € Z mit [z] # [0]. Wir betrachten die Teilmenge { [z¥] | k € N} von Z,. In dieser
Teilmenge konnen nicht alle Elemente verschieden sein, denn dann hitte diese Menge und
damit auch Z, unendlich viele Elemente. Es muss somit Zahlen ki,ky € N, ki # ko geben
mit [z%1] = [zF2].

(g) In Aufgabenteil (a) haben wir gesehen, dass wir noch ein neutrales Element fiir die Mul-
tiplikation und zu jeden Element [z] # [0] ein Inverses in Z, finden miissen. Nach den
Rechenregeln gilt fiir alle z € Z

o] 1] = [z 1] = fo] = [1-2] = [1] - [s].
Das Element [1] € Zj, ist damit ein neutrales Element fiir die Multiplikation.

Sei [0] # [z] € Z, mit = € Z. Nach Aufgabenteil (f) gibt es dann k1, k2 € N mit &y # ko und
[z¥1] = [z*2]. Wir nehmen 0.B.d.A. ks > k1 an. Nach Aufgabenteil folgt daraus [z] = [0] oder

[zF2=k1] = [1]. Nach Voraussetzung kann nicht [z] = [0] gelten, es gilt somit [z¥2—*1] = [1].
Nach den Rechenregeln folgt
[1] — [zkz—kl] — [.’L' . mkz—kl—l] — [.’L‘] . [a:kz—kl—l]

und analog [z*27¥1~1] . [z] = [1]. Das Element [z*27%171] ist somit ein Inverses von [z].

Hausiibungen

(A 17) (10 Punkte)

Sei A eine (m X n)-Matrix mit reellen Eintrigen. Wir betrachten die zugehérige lineare
Abbildung ¢4 : R* — R™, x — Ax. Zeigen Sie, dass der Rang von A gleich der Dimension
des Bildes von ¢4 ist, d.h.

Rang A = dim(Bild ¢4) -

LOSUNG: Wir bezeichnen fiir 1 < ¢ < n mit e; € R” den i-ten Einheitsvektor e; = (0,...,0,1,0,...,0)T
mit einer Eins an in der i-ten Koordinate. Weiter bezeichnen wir mit a1, ..., a, € R™ die Spalten
von A, d.h. A = (a1]...]|a,). Dann gilt fir alle ¢

a;=A- e = ¢(e;) -

Weil sich jeder Vektor z € R" als Linearkombination z = Y1 ; A;e; der Einheitsvektoren schreiben
lasst, kann jeder Bildvektor ¢4(z) auch als Linearkombination der Spalten von A dargestellt
werden:

pa(@) =D Nigalei) =Y Niai -
i=1 i=1

Bild¢s = { ¢(z) | € R* } wird also von den Spalten von A aufgespannt.

Wir wéhlen nun linear unabhingige Spalten a;,,...,a; mit r = Rang A. Alle anderen Spalten
héngen dann linear von a;,,...,a; ab und lassen sich deshalb als Linearkombination dieser Vek-
toren schreiben. Jeder Vektor in Bild ¢4 l4sst sich deshalb als Linearkombination von a;,,. .., a;,
darstellen. Die linear unabhéngigen Vektoren a;,,...,a; erzeugen also Bild ¢4, d.h. sie bilden
eine Basis von Bild ¢ 4:

T

Rang A = r = dim(Bild ¢4) .



(A 18) (10 Punkte)
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Zeigen Sie fiir alle v € V und A € K
(a) 0-v=0und A-0=0.

(b) (=1)-v = (~v).

(c) Gilt A-v =0, so ist A =0 oder v = 0.
Sei K ein Korper. Zeigen Sie:

(d) Fiir je zwei Elemente z,y € K\ {0} gibt es ein Element z € K mit z - z = y.

LOsuNG: (a) Wegen der Distributivitit gilt 0-v = (04+0)-v = (0-v) + (0-v). Addiert man auf
beiden Seiten der Gleichung das additive Inverse von 0 - v, ergibt sich die Behauptung.

(b) Wegen 1-v = v und der Distributivitét ergibt sich mit den vorherigen Aufgabenteil
v+ ((-1)-v)=1-v)+ ((-1)-v)=(1—-1)-v=0-v=0.
Durch Addition der Gleichung mit dem additiven Inversen von v ergibt sich dann die Be-
hauptung.

(c) Sei A-v = 0. Ist A = 0, ist die Behauptung bewiesen. Ist A # 0, so ergibt sich mit dem ersten
Aufgabenteil
0=X1t0=2tX ) =NV v=1.v=0v.

(d) Fiir z := 2~ 'y ergibt sich die Behauptung.

(A 19) (10 Punkte)

Wir wollen in dieser Aufgabe den Koérper mit vier Elementen konstruieren. Hierzu be-
trachten wir das kartesische Produkt K := Zs X Z, und statten diese Menge mit der
koordinatenweisen Addition aus:

+:KXK—>K, (al,a2)+(b1,b2) = (a1+b1,a2+b2)

(a) Zeigen Sie, dass (K, +) eine abelsche Gruppe bildet.
(b) Zeige Sie, dass K mit der koordinatenweisen Multiplikation

K xK =K, (a,az) - (b1,02) := (a1 - az, by - by)

keinen Korper bildet.

(c) Definieren Sie eine Multiplikation auf K = Zy X Zs mit (1,0) als neutralem Element,
so dass K mit dieser Multiplikation und der koordinatenweisen Addition einen Korper
bildet. (Auf den Nachweis des Distributivgesetztes kénnen Sie verzichten.)

Hinweis: Die in Aufgabe A18 gezeigte Aussage konnte hilfreich sein.

LOsuNG: (a) In Aufgabe T3 des 7. Tutoriums wird gezeigt, dass G x H mit der koordinatenweisen
Multiplikation bzw. Addition wieder eine Gruppe bildet. Insbesondere bildet K = Zoy X Zo
eine Gruppe. Auflerdem wird dort gezeigt, dass G x H genau dann abelsch ist, wenn G und
H abelsch sind. Daraus folgt dann auch, dass K = Zo X Zs abelsch ist.

Alternativ kann man die Gesetze fiir die Elemente von K direkt nachrechnen. Das neutrale
Element ist (0,0). Das inverse Element zu (a1,as2) ist (—a1, —az). Assoziativitit und Kom-
mutativitéit folgen direkt aus den entsprechenden Gesetzen fiir Zs.

(b) Esgilt (1,0)-(0,1) = (1-0,0-1) = (0,0). Dies widerspricht der Nullteilerfreiheit von Kérpern.



(¢) Wir versuchen die Verkniipfungstafel fiir die Multiplikation aufzustellen. Weil in jedem
Koérper 0-2 =0 =2-0und 1-2z =1 = z -1 fiir jedes Element z gilt, muss die Ver-
kniipfungstafel wie folgt aussehen:

Wir miissen also nur noch vier Werte wihlen. Weil die Multiplikation im Kérper kommutativ
ist, muss die Verkniipfungstafel spiegelsymmetrisch zur Diagonalen sein. Deshalb miissen
nur noch drei Werte gesetzt werden: die beiden Diagonaleintrige und ein Eintrag neben der
Diagonale.

Nach Aufgabe A18 muss in jeder Zeile und jeder Spalte bis auf die Zeile und Spalte fiir das
Neutralelement (0,0) jedes Element (genau) einmal vorkommen. Als Nebendiagonaleintrag
(0,1)-(1,1) = (1,1) - (0,1) konnen wir deshalb nicht (1,1) setzen, denn in der entstehenden
Verkniipfungstafel

. (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
(0,0) | (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(1,0) [ (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
(0,1) | (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(1L,1) (0,0 (1,1) (1,1) 7
wiirde in der untersten Zeile bereits (1,1) doppelt auftreten. Es verbleibt deshalb nur eine

Moglichkeit:

Wir haben bereits gezeigt, dass (K, +) eine abelsche Gruppe bildet. Weil auf den Beweis
der Distributivitit verzichtet werden soll, konnen wir uns ganz auf die Multiplikation kon-
zentrieren. Die Verkniipfungstafel ist bereits so konstruiert, dass die Verkniipfung ein neu-
trales Element (1,0) besitzt und kommutativ (spiegelsymmetrisch zur Diagonalen) ist. So-
mit bleibt nur die Assoziativitdt der Multiplikation zu zeigen. Weil wir die Verkniipfung
gerade so konstruiert haben, dass (1,0) das neutrale Element der Multiplikation ist und
z+(0,0) = (0,0) = (0,0) - z fiir alle Elemente z € K gilt, geniigt es die Assoziativitit fiir die
Elemente (0,1) und (1, 1) zu zeigen. Hierzu rechnen wir direkt nach:

—_

(0,1) -
(0,1) - (
(0,1) - (
(1,1) - (

Entweder man rechnet nun auch die restlichen Produkte von (0,1) und (1,1) aus oder man

iiberlegt sich, dass (und wie) die Assoziativitit fiir alle anderen Produkte aus der Kommu-
tativitdt der Verkniipfung folgt.



