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Gruppeniibungen

MINITEST

(T 1) Zwei Vektoren sind linear abhingig, falls

[ ] einer ein Vielfaches des anderen ist. [ | einer von beiden der Nullvektor ist. [ ] die
Summe von beiden der Nullvektor ist.

(T 2) Die Gerade in R?, die durch die Gleichung z + y = 5 beschrieben wird,

hat eine parametrische Darstellung

36)=6) () 066 ) B 6)-6)0)

(T 3) Sind u, v und w beliebige Vektoren, so sind die Vektoren u — v, v — w und w — u

[ ] linear unabhingig. [ ] linear abhingig. [ ] nichts von alledem.
(G 1)
Beweisen Sie, dafl die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems
a;nry + aprs + -0+ AT, = 0
a91T1 + Qo9 + o+ + Qopy, = 0
a1 + azxrz + o0+ App®, = 0

eine linearer Teilraum des R™ ist.
LOSUNG:

Es sei W die Menge aller Losungen des Gleichungssystems.

1. Da das Gleichungssytem homogen ist, ist (0,...,0) eine Losung. Somit folgt 0 € W.

2. Sind (z1,...,2,) € W und (y1,...,y,) € W zwei Losungen des Gleichungssystems,
so gilt apiry + apoxs + - + agpx, = 0 und ap1ys + apoys + - + appy, = 0 fiir
alle 1 < k < n. Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhélt man die Gleichung
ag1(x14+y1) +age(zo+y2)+- - - +aka (T, +y,) = 0. Daher sind auch diese Gleichungen fiir
alle 1 < k < nerfillt, d.h. (z14+vy1,..., 2, +yn) ist eine Losung des Gleichungssystems,
($1+y1,...,l’n+yn) eW.



3. Ist (x1,...,2,) € W eine Losung des Gleichungssystems, so gilt a1 + agoxs + -+ - +
apnTy, = 0 fiir alle 1 < k& < n. Durch Multiplikation mit einer beliebigen reellen Zahl
r € Rerhélt man die Gleichung apirzi + aperas + -+ + ap,rx, = 0. Daher ist auch
diese Gleichung fiir alle 1 < k < n erfiillt, d.h. (ray,...,rz,) ist eine Losung des
Gleichungssystems, (rxq,...,rz,) € W.

Da alle Bedingungen, welche einen linearen Teilraum definieren erfiillt sind, ist W ein
linearer Teilraum.

(G 2)

Schreiben Sie die folgenden Gleichungssysteme in Matrixform und geben Sie die Losungs-
mengen an (Verwenden Sie den GauBalgorithmus):

T —2x+w3+as = 1 %0y + 2wy + 415 — 1
T — 2372 + 21‘3 =7
a) B b) T+ a9 +1a3 = —1
To— 223+ by = —4
—X1 — Lo — 3!E3 = =2
—$1+l‘2—$3+l‘4 = —4
Losuna:
1. Das Gleichungssytem 148t sich in der Form
1 -2 1 1 1
1 -2 2 0 T 0
0O 1 -25 —4 1
-1 1 -11 —4

schreiben. Die Losungsmengen werden nun mit dem Gauflalgorithmus berechnet. Da-
1 -2 1 1|1

1 -2 2 0] 7
0 1 =2 5/—4
-1 1 -1 1|4

bei werden mit I - IV die Zeilen der Matrizen bezeichnet.

0O -1 0 2/-3 0O -1 0 2|-3
THIVIIHIV o -1 1 1] 3 IV+I,I_IJ)r(fI) 0 0 1 —1| 6
0 1 -2 5|—4 0o 0 -2 7|-7
-1 1 -1 1|-4 -1 1 -1 1|-4
0O -1 0 2|-3 -1 1 0 0] 2
111+(2ﬂ)1v+n 0 0 1 —-1| 6 ng 0O -1 0 2|-3
0O 0 0 515 0O 0 1 —1,6 |’
-1 1 0 0] 2 0O 0 0 11

alsoist ry=1= 23=06+2x4=7
= 19=34+2x4=25
= 111=—-24+12=23

Damit ist die Losungsmenge L =

— g Ot W



2 2 4711
2. 1 1 1|-1

-1 -1 =-3|-2
II+I11,1+(2111) 00 =23 II+(=1),(—III) 0 0 —2/—3 (
- 0 0 -—-2/-3 — 00 00| —
-1 -1 —-3|-2 11 3|2

Also ist 3 = %, L9 = Aist freier Parameter und 1 = 2—29—3x3 = 2—\—

5
-5 1

Damit gilt L = 0]l +A 11,0 eR
3 0
2

(G 3) GauB3-Jordan-Eliminationsverfahren

Bestimmen Sie alle Losungen des linearen Gleichungssystems

-1 1 2 2 1
2 0 3 —1 RN I
2 -2 6 0 3 9

Ty

mit dem Gaufl-Jordan-Eliminationsverfahren.
LOSUNG:

wir betrachten die erweiterte Matrix

-1 1 2 2 1

welche nun mittels elementarer Zeilenumformungen modifiziert wird:

-1 1 2 2 1
2 0 3 -1 -1

2 -2 6 0 2

-1 1 2 2 1

724271 0o 2 7 3 1
734271 0 0 10 4 4
(-1)-Z1 I -1 -2 -2 -1
1 7 3 1
st o o 111
10 10 10
Z1+1-72 1 0 2 é %
0 o0 311
Z1+(-2)7Z3] 1 0 0 H—H
ZZ(—Z)Z-Z?) o 1 o + ¥
] 0o o 1 4 ¥
10 10

Nach den Ausfithrungen auf S.56 a.a.O. besitzt das Gleichungssystem

_ ]. O 0 —% T —%
Az=| 0 1 0 1 w|=-5]=d
o o 1 & T3 4

—
o
=
o

o O =
ONIw DN

oo © O
oo © =W



die gleichen Losungen wie das urspriingliche System. Wegen

folgt mit
11
C1,4 —10
1
Coq | = 10
4
C3.4 10

und der Vorschrift

n—r
xk:dk— E Ckor4v * Triv fﬁrk’::l,...,?“
v=1

schlieilich
11 11
xl—dl_cl,4'x4—_ﬁ+)\'ﬁa
9 1
$2=d2—02,4'$4=—ﬁ—/\'ma
4 4
xs—d3—03,4'9€4— E—A'Ea
wobel mit
ry=AeER

ein freier Parameter eingeht. Die Menge aller Losungen ist somit durch

—
[
—_
—_

T —

10 10
s _9 1
L= | = W+ Wil xelR
3 10 10
Ty O 1
gegeben.
(G 4)

Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme mit dem GauBalgorithmus:
(i)
—61‘1 + 61‘2 + 2£L'3 — 21‘4 =2

—921 + 8x9 + 33 — 224 = 3
—31'1 -+ 2[[’2 +x3 = 7

(i)

1 6 —1 U1 3

32 2] [w!|=[-1

4 1 5) UYs —6

(i)

0 2 1 -3 1 0
1 0 2 1 ~1 2 0
28 3 92 =13]l=]|0
4 14 5 —15] | 5 0
2 6 2 —6) \* p 0



LOSUNG:

S4 — S1

2
3

2
3

172 — 71

2

|73 — 72

7
2

6

—2
-2

-6 6 2
-9 8 3

0
—6
-9
-3
—6
-3
-3
—6
-3

1
-2 6 2
-2 8 3

-3 2

2 1
-2 6 2

0

2 1

0
0

2 1
-2 6 2

2 1

0

0
Das Gleichungssystem besitzt keine Losung.
(i)

1

0

0 0

|22 — 321
173 — 421

-1
—6

—10
—18

523 — 922

—10

6

—16
—-23

9

—16
29
d.h. yo =0, y3

(iii)

—2, Y1 = 1.

123 + 221

3

|Z4 + 421

|25 + 271

2

173 — 422

7

|Z4— 722
|25 — 322

13
6

-9

—16 | 5

)
2

14

—4

—6

-7
—11
—4

14 13

0

10

02



Damit ist z3 = 1 — 5/3zy, 20 = 7/324, 21 = 7/324, also

0 7/3
_yremwi. 2 |0 7/3
L={7eR": 7= R 53 }
0 1
Hausiibungen

(A 9) (10 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystem Az = b mit

1 2 2 3
A=10 2 -1 und b= | -2
1 4 o «Q

in Abhéngigkeit vom reellen Parameter .

Hinweis: Es sind drei verschiedene Félle in Abhéngigkeit vom Wert von « zu unterscheiden.
Bei einem der Fille ist die Formel a? —1 = (a+1)(a — 1) (3. binomische Formel) hilfreich.

LOSUNG:

Die erweiterte Systemmatrix lautet

12 213 12 2 3 12 2 3
02 —1/—2 "5 o2 -1 —o US| g 2 1 —9
1 4 o?| « 02 a?2—-2|a-3 00 &®—-1la—-1

Die Grile der Losungsmenge hiingt davon ab, ob der Ausdruck a? — 1 = (o — 1)(a + 1)
gleich Null ist oder nicht. Daher unterscheiden wir drei Félle:

Fir a =1 gilt
12 213
0 2 —1|-2
00 010
Folglich kann eine Variable frei gewahlt werden. Sei x5 = s. Dann folgt 2o — 23 = —2 also

Ty = % Weiter folgt 1 + 2x9 + 223 = 3 also 1 = 3 — (s — 2) — 2s = 5 — 3s. Daher gilt
fiir die Losungsmenge L,—1:

5—3s -2 5
Loy = 22 | |seRpy=qs| 3 |+[-1]]seRr
s 1 0
Fir a = —1 gilt
12 213
0 2 —1|-2
00 0 ]-=2
In der letzten Zeile steht die nicht erfiillbare Gleichung 0 = —2, womit die Lésungsmenge

L,—_1 leer ist.



Fiir a # £1 gilt

1 2 2 3 o 1202 3
02 -1 —2 RN 02 -1 |-2
00 a>~1|a-1 00 a+1]1
Daraus folgt
1
LTy —= ———
3 a+ 17
1
2y — I3 = —2 = = ——-1
Ty — T3 T2 2(a i 1) )
3
2 213 =3 = =5— .
T1 + 229 + 223 T a1
Daher gilt fiir die Losungsmenge Lqz41:
_ 3
1 a+1
Loyt = ﬂg:?"l
atl

(A 10) (10 Punkte)

Uberpriifen Sie die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems Az = b, und bestimmen Sie
gegebenenfalls alle Losungen.

1 -1 -1 2 1
2 2 —4 4 4
A= 3 -1 -5 7 |’ b= 7
1 1 -3 3 5
LOSUNG:
Wir wenden das Gau3-Jordan Eliminationsverfahren an.
1 -1 -1 2 | 1 1 -1 -1 2 | 1
12 2 —4 4| 4 1 1 -2 2| 2
(4,0) = 3 =1 =5 7 | 7 3 =1 =5 7 | 7
1 1 =335 1 1 =335
1 -1 -1 2 | 1 1 0 —% 2 | %
. 0 -2 1 0 | -1 . 0 -2 1 0| -1
0 -2 2 -1 | —4 0 0 -1 1] 3
0 -2 2 -1 | —4 0 0 0O 0| O
1 0 0 %] -3 100 5 | -3
0 -2 0 1 | 2 010 -3 | -1 _ 55
“lo o c11] 3 [T oo o1 -3 |7
0O 0 0 0] O 000 O | O

Wegen rg(A,b) = 3 = rg(A) ist das Gleichungssystem lsbar.
Spezielle Losung ist 2 = (=3, —1,—3,0)".



Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems ist x) = )\(—%, %, LT, AeR.
Somit ist
-3 _%
-1 1
T=T+ )= + A 2 , AER,
-3 1
0 1

die allgemeine Losung.



