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Lineare Algebra |

2. Ubung mit Losungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Mengen Untervektorriume des R? bzw. R?® sind. Skizzie-
ren Sie Uy,U; und Us.

(b) o={u€R |u=(})+2- (%), 0<t <2}

sint

(a) U, ist ein linearer Teilraum:
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(b) Uy ist kein linearer Teilraum, weil 0 ¢ Us:

34
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(c) Us ist kein linearer Teilraum, denn (2 + 3,3 — 2) = (3, —1) liegt nicht in Us, obwohl
(2,3) und (3, —2) in Us liegen:



-1 0806 0.4 02

(d) Uy ist kein linearer Teilraum, weil 0 ¢ U,. (Allerdings ist Uy ein affiner Teilraum.)
(G 2)
(a) Lose folgendes Gleichungssystem:

2.%‘2 + x3 = 0
T — z3 = 0
T + 2z4 = 0
T1 + 4z9 + w3 = 0.

(b) Skizziere die Losungsmenge. Welches geometrische Objekt wird druch die Menge ge-
bildet?

(c) Lose das folgende Gleichungssystem:

_|_

2332 Iy =
I — I3
T, + 29
r, + 4372 + x3 = 4

Il
W N =

Welches geometrisch Objekt wird durch die Losungsmenge beschrieben? Vergleiche
dies mit der Losungsmenge aus (a).

LOSUNG:

(a) Mit dem GauB-Jordan-Algorithmus erhalten wir folgende Umformungen:

02 1]0 10 —1]0 1 0 —1]0
10 —110 12 0/0 02 110 (1](2)_18
12 010 14 110 04 2|0 00 olo
14 110 02 1]0 02 110

Fir z3 = A € R gilt dann 2o = —x3/2 = —A/2 und z; = 3 = \. Die Losungsmenge

ist damit
vi={(%) [rer}={r-(2) [rer}.

(b) Die Menge V; bildet eine Gerade durch den Ursprung mit Richtungsvektor (2, —1,2)7:




(c) Fiihrt man die selben Transformationen im Gauf-Jordan-Algorithmus fiir die linke
Spalte mit (1,2, 3,4)” aus, so erhélt man:

02 1|1 1 0 =112 1 0 —1]2
10 —112 12 013 02 11 (1)(2]_1?
12 0/3 1 4 14 04 2|2 00 olo
1 4 1|4 02 1|1 02 1|1

Fiir z3 = A € R gilt dann 25 = (1 — A)/2 und z; = 2+ A. Als Losungsmenge erhalten

wir also
= { (o) [ em) = { () 1. (2) [ren}.

Dies ist eine Gerade durch den Punkt (2,1/2,0)” mit Richtungsvektor (2, —1,2)7.
Diese Gerade ist parallel zur Geraden V.

(G 3)
Wir betrachten die folgenden Teilmenge des R®:

E12:{£E€R3‘.’171+$2:0},

£rim {1 (1) oo (1) e}

(a) Zeige, dass E; und E, lineare Teilriume des R? sind.

(b) Skizziere E; und E, und mache dir so klar, dass E; und E, Ebenen im R? sind.

(c) Schneiden sich die Ebenen? Bestimme ggf. die Schnittmenge E; N Ey. Welches geome-
trische Objekt wird durch E; N E, gebildet?

LOSuUNG:

(a) Sei z,y € F; und A € R. Dann gilt 1 + o2 = 0 = y; + y2. Durch Addition der
Gleichungen ergibt sich dann 0 = z; + 23 + y1 + ¥2 = (21 + y1) + (22 + y2), also
x+y € Ey. Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit A ergibt sich Az, +Azs = 0,
also \x € E;.

Seien z,y € E, und t € R. Dann gibt es Zahlen A, iz, Ay, tty, € R mit

(Dt (e (l)

Durch Addition und Multiplikation mit ¢ ergibt sich dann

z+y= s+ ) (?) + (e + 1) (i) :

0 0
t-a::t)\w(%)+t,uw(_11) ,

also x + y,tx € Es.

(b) Die Ebene FE; ist die (eindeutig bestimmte!) Ebene durch den Ursprung mit Norma-
lenvektor (1,1,0)T. Die Ebene E, verlduft auch durch den Ursprung und wird von den
Vektoren (0,1,1)7 und (0,1, —1)7 aufgespannt. Man iiberlegt sich leicht, dass dies
genau die y-z-Ebene im R? ist.



(c) Wir berechnen die Schnittpunkte von E; und FEs. Dies sind genau die Punkte z der
y-z-Ebene mit z; + x5 = 0, also alle Punkte 2 € R? mit

z1=0 und 1+ 22 =0
Die Losungsmenge dieses Gleichungssystem ist

V=R e® 15— s 0= (3 1R}

also ist E; N E5 eine Gerade im R3.

Hausiibungen

(A 1) (10 Punkte)
Sei o € R. Wir betrachten folgende Teilmengen des R®:

A= (1) [ren)
(o () o (3) s}

(a) Zeige, dass A und B, fiir jedes a ein Untervektorraum des R? ist.
(b) Welche geometrischen Objekte werden durch A bzw. B, beschrieben?
(c) Fiir welche o € R gilt A C B,?

LOSUNG:

(a) Der Weg ist véllig analog zum Losungsweg in Aufgabe G3.

(b) A ist eine Gerade im R* durch den Ursprung in Richtung (0,2,1)”. B, ist fiir jedes
a € R eine Ebene durch den Ursprung, die von den Vektoren (2,2,0)” und (-2,2, «)
aufgespannt wird.

c) Weil Ba fiir jedes « € R ein linearer Teilraum iSt, gllt A C Ba enau dann, wenn
= g

0, 2, 1 € Ba gllt Dies ist genau dann der Fall, wenn das inhomogone lineare Glei-
g

chungssystem
20 — 2u =0
20 + 2p = 2
ap =1
eine Losung besitzt. Mit dem Gauf-Jordan-Algorithmus
2 =210 1 —-110 1 =110
2 2|2 1 11 0 2|1
0 «all 0 a]l 0 all

stellt man fest, dass dieses System genau fiir &« = 2 eine Losung besitzt.
(A 2) (10 Punkte)

(a) Sei a € R fest. Lose das lineare folgende Gleichungssystem:

To — QT3 = 11—«
T — T2 = 0
Ty + 22 — 2073 = 2-—2«.

Wir bezeichnen mit V, C R?® die Losunsmenge. Welches geometrische Objekt wird
durch V,, gebildet?



(b) Berechne die Schnittmenge von V,, mit der x-y-Ebene E := {z € R® | z3 = 0}.
(c) Zeige, dass die Menge der Schnittpunkte

Vi=|JVanE:={z€R[JaeR: zeV,NE}

a€R
ein linearer Teilraum ist.
LOSUNG:

(a) Um das Gleichungssystem zu l6sen fithren wir den Gauf-Jordan-Algorithmus durch:

0 1 —a| 1—« 1 -1 0 0

1 -1 0 0 0 1 —a| 1—«a

1 1 —2a|2—-2« 1 1 —2a|2-2«
1 -1 0 0 1 -1 0 0
0 1 —a| 1—-«a 0 1 —a|l—«a
0 2 —2a|2-2a 0 1l —a|l—-«

Fiir z3 = A ergibt sich also 9 = 1—a+aA und z; = o = 1—a+a. Die Losungsmenge

ist deshalb durch o o
o= {(35) +A(3) [re v}

gegeben. Dies ist eine Gerade im R® durch den Punkt (1 —a, 1 — a, 0)” mit Richtungs-
vektor (o, o, 1)T.

(b) Die Schnittmenge von V,, mit der Ebene E sind alle Punkte z € R?, die zu dem obigen
Gleichungssystem noch x3 = 0 erfiillen. Wir fiigen diese Gleichung dem System hinzu
und l6sen es erneut. Hierfiir kénnen wir die Rechnungen aus Teil (a) verwenden und
erhalten als Losungsmenge genau einen Punkt x mit z3 =0, 2o = 1—aund z; = 1 —q,
d.h.

EnV,={1-a,1-0a,0"}

(c) Fiir die Menge aller Schnittpunkte gilt nach Teil (b)

()0 G o} = o (3) e

(A 3) (10 Punkte)

Wir betrachten die drei Punkte p; = (0,1,1), po = (1,2,1) und p3 = (1,0,2) im R® und
bezeichnen mit £ C R?® die Ebene, welche die Punkte p;, p» und p; enthilt.

(a) Ist die Ebene FE ein linearer Teilraum?

(b) Wir betrachten die folgende Gerade im R®:

g={@)+>\-(§1) ‘)\eR}.

Bestimme die Schnittmenge der Geraden g mit der Ebene E.

LOSUNG:



(a)

Die Ebene E hat die folgende Gestalt:

E={p1+Ap2—p1) + pu(ps —p1) | A, p € R}
0 1 1
={()+2(0)+n(2) [ruezr}.

Eine Ebene ist stets ein affiner Teilraum. E ist deshalb genau dann ein linearer Teil-
raum, wenn 0 € E gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn das folgende Gleichungs-
system eine Losung besitzt:

= 0

= -1

= -1

A+
A =

TET

Man sieht sofort, dass dieses System keine Losung besitzt. Also ist E kein linearer
Teilraum.

Die Schnittmenge gNE besteht genau aus den Punkten z € R, fiir welche es \, u,t € R

gibt mit G)_‘_t(_gl):x:(?)JrA(i)Jru(%l) '

Wir 16sen dieses Gleichungssystem in (¢, A, ) mit dem Gauf-Jordan-Algorithmus:

t A

= o
|
— =
— o O
o O =
— = O

— = ==
— =
o O

1 1
-2 1 =110
10 0
Wegen den letzten beiden Zeilen hat das System eine Losung (1 = A + g = 0). Die
Gerade g schneidet die Ebene E also nicht, d.h. die Schnittmenge ist leer g N E = ().



