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12. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)
Sei E C R? eine Ebene und ¢ : R* — R3 die orthogonale Spiegelung an dieser Ebene.
Geben Sie ohne Rechnung alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Abbildung ¢ an.

Losuna: Die Vektoren der Ebene E werden von ¢ fix gehalten und sind somit FEigenvektoren zum
Eigenwert 1. Fiir jeden Vektor v der Normalengerade zu F gilt ¢(v) = —v, d.h. diese Vektoren
sind Figenvektoren zum Eigenwert —1.

(G 2)
Wir betrachten die (n x n)-Matrizen {iber einem Korper K.
(a) Zeigen Sie, dass dhnliche Matrizen die gleichen Eigenwerte besitzen. Wie héngen die
zugehorigen Eigenvektoren zusammen?
(b) Zeigen Sie, dass dhnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom besitzen.
(c) Gilt auch jeweils auch die Umkehrung?

LOsunaG: (a) Sei A eine (n x n)-Matrix und S eine invertierbar (n x n)-Matrix. Sei weiter A ein
Eigenwert von A und v ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

STIAS(S™'w) = ST Av = AST 1w,

d.h. S~1v ist ein Eigenvektor von S~'AS zum Eigenwert \.

Daraus folgt insbesondere, dass fiir jeden Eigenvektor v von A zum Eigenwert A, der Vek-
tor S~'v ein Eigenvektor von S~'AS zum Eigenwert )\ ist. Umgekehrt folgt daraus auch,
dass fiir jeden Eigenvektor w von S™'AS zum Eigenwert A auch Sw ein Eigenvektor von
S(S71AS)S~! = A zum Eigenwert ) ist. Insgesamt haben also A und S~!AS die gleichen Ei-
genwerte und v ist genau dann Eigenvektor von A zum Eigenwert A, wenn S ~'v Eigenvektor
von S™'AS zum Eigenwert ) ist.

(b) Seien A und S (n x n)-Matrizen und S invertierbar. Dann gilt
Ps-145(N) = det(AE, — ST'AS) = det (ST (AE, — A)S)
= det(S) " det(\E,, — A)det(S) = det(\E,, — A) = Pa()\),
d.h. A und S~'AS haben das gleiche charakteristische Polynom.

(c) Die Umkehrung gilt nicht, denn die Matrizen A := E, und B := (}1) haben beide das
Minimalpolynom (A —1)? und damit den einzigen Eigenwert 1. Sie sind jedoch nicht #hnlich,
weil A nur zu sich selbst dhnlich ist.



(G 3)
Betrachten Sie die reelle Matrix A = (12).
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A. Ist A diagonalisierbar?

(c) Bestimmen Sie A%,
Losunag: (a)

Pa(A) =det(AEy — A) = (A= 1)(A—3) =8 =A2 —4A — 5= (A + 1)(A — 5)

(b) Die Eigenwerte sind also durch \; = —1 und A2 = 5 gegeben. Da A zwei verschiedene
Eigenwerte hat, die Matrix diagonalisierbar. Auflerdem beide zugehorigen Eigenrdume ein-
dimensional sein. Durch Berechnen des Kerns von A — Aol bzw. A — A1 oder durch Raten
erhalten wir fiir A\ = 5 den Eigenvektor vy = (1,1)T und fiir Ay = —1 den Eigenvektor
vy = (2,-1)T. Mit S:= (% 1) gilt dann

a1a4a_ (10
D:=S5 AS—<O 5).

(c) Es gilt
A? =5(S71A8)»¥ S = s D» s,

Mit 5’_1:%(}_21) ergibt sich also
a2 L2 1\ (=1 0\ /1 -1\ _ (=245 242.5°
“3\-1 1J\0 5%5)\1 2) 7 \1+5% —-14+2.5%)"
Hausiibungen

(A 35) (10 Punkte)

Seien A, B zwei (n x n)-Matrizen. Zeigen Sie, dass die Matrizen AB und BA die selben
Eigenwerte haben.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass jeder Eigenwert A # 0 von AB auch ein Eigenwert von
BA ist. Was miissen Sie bei A = 0 zusétzlich beachten?

LOSUNG: Sei A ein Eigenwert von AB mit Eigenvektor v # 0, d.h. es gelte ABv = Av # 0. Wir
betrachten zunéchst den Fall, dass w := Bv # 0 gilt (z.B. fiir A # 0). Dann gilt fiir diesen Vektor
w = Bv gilt weiter

BAw = BA(Bv) = B(ABv) = ABv = \w ,

d.h. w # 0 ist ein Eigenvektor von BA zum Eigenwert .

Ist hingegen Bv = 0, so ist B nicht invertierbar. Damit ist auch B A nicht invertierbar, d.h. A =0
ist ein FEigenwert von BA.

(A 36) (10 Punkte)

Sei A eine (n x n)-Matrix mit n verschiedenen Eigenwerten, und sei B eine weitere (n x n)-
Matrix mit AB = BA. Zeige, dass es dann eine invertierbare Matrix S € Gl,(R) gibt, so
dass sowohl SAS~! als auch SBS~! Diagonalmatrizen sind (d.h. A und B sind simultan

diagonalisierbar).



LOSUNG: Seien Aq,..., A, die verschiedenen Eigenwerte von A und seien v, ..., v, entsprechen-
de zugehorige Eigenvektoren. Der zu A; gehorige Eigenraum ist dann jeweil durch die skalaren
Vielfachen von v; gegeben. Nun gilt fiir die Vektoren y; := By,

A(BUZ) = ABUZ' == BAUZ' = )\Z(BUZ) s

d.h. Bv; liegt im Eigenraum von A zum Eigenwert \;. Es gibt somit einen Skalar «; mit Bv; = «;v;.
Somit ist v; auch ein Eigenvektor von B (zum Eigenwert «;). Damit hat bilden die Vektoren
v1,...,0, eine Basis des Vektorraumes, in welcher sowohl A also auch B diagonal sind.

(A 37) (10 Punkte)

Die Folge der Fibonaccizahlen (f,,)nen ist durch die Rekursionsvorschrift

fo:=0, fi=1, fov2 = fo + fan
fiir alle n € N gegeben. Wir suchen eine explizite Darstellung dieser Zahlen.
(a) Berechnen Sie die ersten 10 Fibonaccizahlen fi, ... fio. (Kénnen Sie die explizite Form
erraten?)

(b) Finden Sie eine Matrix F' € R?**% so dass fiir alle n € Ny gilt (Beweis!)

e ()= ()

und beweisen Sie, dass fiir alle n € Ny die Gleichung F™"t2 = F™ + F! gilt. (Hierbei
setzen wir F0 := E,.)

(c) Zeigen Sie, dass F' diagonalisierbar ist.
(d) Finden Sie eine explizite Formel fiir die Fibonaccizahlen.

7T 8 9 10

Losuna: (a) 13 21 34 55

n |0 1 2 3 45 6
1 23 5 8

(b) Wir setzen F := ({1). Durch vollstéindige Induktion zeigt man dann leicht, dass diese Matrix
auch die gewiinschte Bedingung erfiillt:

O =),
+1/0y _ 0) — fn _ fn _ [ fa _ fn _( fn
) =FEn () = F () = (Gl ) = (i) = (G ) = ()

Ebenso zeigt man durch vollstdndige Induktion, dass F' fiir alle n € N die Gleichung
Ft2 = Fog Pt erfiillt:

o (1 1\ (1 0y, (0 1\ _ o .
F‘<12_01+11_F+F’

Fn+3 — F(Fn+2) — F(Fn 4 Fn—i—l) — Fn+1 + Fn+2
(c) Als charakteristisches Polynom von F' ergibt sich
Pp(\) =det(AEy; —F)=AA—1)—1=X2-\—1.

Die Eigenwerte von F' sind somit durch A\; = %(1 ++/5) und Ay = %(1 —+/5) gegeben. Da F
zwei verschiedene Eigenwerte besitzt, ist die Matrix diagonalisierbar.



(d) Die Eigenvektoren von F' zu A bzw. s lassen sich durch geschicktes Raten oder durch den
GauB-Algorithmus bestimmen und sind durch

@) ()

gegeben. Mit der Transformationsmatrix S := ( /\11 )\12) gilt also

a1 (MO
Dp:=S FS—<0 A

Mit Hilfe der Inversen S~! = (Ay — A1)~ ( _>‘A21 _11> lassen sich dann auch die Potenzen von
F bestimmen. Fiir die Fibonaccizahlen gilt deshalb

F"=8(S'FS)"S~! = S Dr. S
(fm)— ()= ()= ) () (530
( W) (@) () =500 ) GF)

7L )\ n

n+1 n+1
)‘1 _>‘2

NG
Es gilt somit




