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Numerik des Matrizeneigenwertproblems
Ubung 13
Prisenziibung

U 37 Zeigen Sie: jede komplexe m x n-Matrix A kann faktorisiert werden als
A = UxvH

mit einer unitéren m x m-Matrix U, einer m x n-Matrix S mit s,;, > ... > s,, >
0, r =Rang(A) und s;; = 0 sonst und einer unitéren n x n-Matrix V. (Diese Zerlegung
wird als Singuldrwertzerlegung bezeichnet, svd)

Hinweis: Nehmen Sie o.b.d.A. m > n und betrachten Sie zunéchst die Spektralzerle-
gungen von A7 A und AAY

U 38 Sei A eine beliebige komplexe m x n-Matrix. Eine nxm-Matrix A# mit den Eigenschaften

AFA = (A*A)H

AA* = (AAP)H
A*AA® = A#
AA*A = A

heisst Moore—Penrose—Pseudoinverse von A. Man kann zeigen, daf sie eindeutig bestimmt
ist. Zeigen Sie: Ist
A =Usv?

eine Singuldrwertzerlegung von A, dann gilt
A* = vs#ur

wobei S# aus S entsteht durch Transposition und Ersetzung der Nichtnullwerte o; durch
ihre Reziprokwerte.

U 39 Es sei
1 1 —11 :} —11 g (2) 8 0.8 0 0.6
A=— 0 1 o |=vuxvT
211 1 1 -1 0 0 1 06 0 —0.8
1 -1 1 1 0 0O ' '

eine Singularwertzerlegung von A.

Geben Sie explizit x € R und y € R? an, so dass ||zy”||; minimal ist und
Rang(A + zy’) = 2.



Hausiibung

H 36

H 37

H 38

Zeigen Sie:
Ist A eine beliebige reelle m x n—Matrix mit m > n und « > 0, dann ist

z(a) = (af + ATA)"TATD

wohldefiniert und es existiert

t =i :
v )

Ferner gilt:
|2*||l2 = min{||y||2 : ||Ay — b||2 < ||Az — b]|o fur alle z € R} .

Lésst sich z(«) auch als Losung einer linearen Ausgleichsaufgabe darstellen und so even-
tuell numerisch besser berechnen?

Es sei A € R™™ mit m > n und b € R™. Zeigen Sie, dafl die allgemeine Losung der
linearen Ausgleichsaufgabe
Minimiere ||Az — b||2

in der Form
¥ = A%b+ (I — A% A)z, =z € R" beliebig
geschrieben werden kann.

Hinweis: Es sei 4 = U(})V7 die (SVD) von A und A% = V(£#,0)U7, wobei die
Elemente der Diagonalmatrix X% entweder die Kehrwerte der Singulirwerte o; sind, falls
o; # 0, oder 0 falls o; = 0.

UXVH sei die Singulirwertzerlegung der Matrix A € C™" mit den singuldren Werten
o1 > 09 > ... > 0. Daraus bilde man die Matrizen ¥, und A, := UX, V¥, indem man
nur die ersten r singuldren Werte beibehélt, also o durch Null ersetzt fiir alle k& > r.

a) Was sind die singuldren Werte von A — A, und berechne ||[A — A, ||2.
Zeige RangA, <.

b) Es gibt keine Matrix B vom Rang hochstens r mit ||A — Bl|s < 0,41.
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Priasenziibung

U 37 Zeigen Sie: jede komplexe m x n-Matrix A kann faktorisiert werden als
A = Uxv?

mit einer unitéren m x m-Matrix U, einer m x n-Matrix S mit s1; > ... > s,, >
0, r =Rang(A) und s; ; = 0 sonst und einer unitéiren n x n-Matrix V. (Diese Zerlegung
wird als Singuldrwertzerlegung bezeichnet, svd)

Hinweis: Nehmen Sie 0.b.d.A. m > n und betrachten Sie zunéchst die Spektralzerle-
gungen von A7 A und AAH

Die Matrizen A" A und AAY sind beide hermitisch und positiv semidefinit wegen
tHA Ax = ||Az||2 und 2" AA"x = ||AHz)3
Mit der Spektralzerlegung von A" A kann man schreiben
AP A = Vdiag(o?, ..., a2)VH

wobei die Eigenwerte wegen ihrer Positivitét gleich als Quadrate geschrieben wurden. Es
ist Rang(A” A) = Rang(A) = Rang(diag(o?,...,02)) und 0.B.d.A. kann man die o;
sortiert annehmen. Ist nun

AATy = Xy, y # 0

dann gilt
Ay =0 e X =0

und dieses lineare Gleichungssystem hat m—Rang(A) linear unabhéngige Losungen y. Ist
aber Ay +# 0, dann

AAHy = \y = AHA(AHy) = )\(AHy)

d.h. )\ ist auch ein Eigenwert von A¥ A, also unter den o? und A"y ein Eigenvektor dazu.
Die Eigenvektormatrix U von AAH ldsst sich unitéir wéihlen und so, daf

2
UTAATD = (Z O)

O O
Dabei sei
¥? = diag(oi,...,02)
Mit
B = A"U
gilt also : die ersten r Spalten von B sind paarweise orthogonal und haben die Lédngen
0, die tibrigen sind null. Also kann man schreiben (mit 0,4y = ... 0, = 0)

B = (V%,0)
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U 38

U39

wobei V' die Eigenvektormatrix von A" A ist. Schliesslich wird

_ H _ by o
s us ()

Wir identifizeiren nun die o; mit den s;; aus der Aufgabenstellung.

Sei A eine beliebige komplexe m x n-Matrix. Eine n x m-Matrix A# mit den Eigenschaften

A*A = (A*A)H
AA* = (AAP)H
AFAAT = AF
AA*A = A

heisst Moore—Penrose—Pseudoinverse von A. Man kann zeigen, daf sie eindeutig bestimmt
ist. Zeigen Sie: Ist
A = Usv?

eine Singuldrwertzerlegung von A, dann gilt
A* = vstuH

wobei S# aus S entsteht durch Transposition und Ersetzung der Nichtnullwerte o; durch
ihre Reziprokwerte.

Wir beachten, da8 S*S und SS# beides Diagonalmatrizen sind mit 1 auf den ersten r
Positionen und null sonst. Wir setzen die Darstellung von A% in die Bedingungen ein
und multiplizieren aus:

A*A = VStUHUSVH = vSs#SyH = (v S#SYH)H
AA* = USVAVSHUH = Uss*uf = (Uusstut)f
AATA = USVHVSHUHUSVH = USS#¥SvH = UsvHi = A
AT AAT = VSTUHUSVHVSHUH = VS#Ss#UH = vS#Uut = A%
Es sei
1 1 -1 1 300
11 =1 =1 =10 2 0 0.8 0 0.6
A== 0 1 0 =UxvT
211 1 1 =1) 100 1)\ o _os
1 -1 1 1 00 0 ' ‘

eine Singuldrwertzerlegung von A.

Geben Sie explizit z € R* und y € R? an, so dass ||xy”]|s minimal ist und
Rang(A + zyT) = 2.
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Es muss ||[A — Ay = ||zyT||s > 1, damit der Rang der Matrix = 2 wird (1 ist der
betragsméBig kleinste Singuldrwert der Matrix A). Mit

00 0 —1
o0 o 1|1

A=U1o g 4|V =311 (0.6 0 —0.8)
00 0 1

wird das Gewiinschte offenbar erreicht mit ||zy” ||y = 1.
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Hausiibung

H 36 Zeigen Sie:
Ist A eine beliebige reelle m x n—Matrix mit m > n und « > 0, dann ist

z(a) = (ol + ATA)TTATD

wohldefiniert und es existiert

.
x —alirgl+x(a).

Ferner gilt:
|2*||l2 = min{||y||2 : ||Ay — ||z < ||Az — b]|o fur alle z € R} .
Lésst sich z(«) auch als Losung einer linearen Ausgleichsaufgabe darstellen und so even-

tuell numerisch besser berechnen?

AT A ist positiv semidefinit und damit ol + AT A positiv definit. Damit ist z(«) wohlde-
finiert.

Singulédrwertzerlegung

— b T
o)y

al + ATA=V(2* +al)VT
() =V(E2+al) VIV (S 0) U =

= Vdiag ( 20i ) UTb

o7+«
Fallunterscheidung:
g; .
o=0 = a >0, =0 = lim...=0
o; + o a—07t
g; 1

0; 20 = lim = —
! 7& a—0+ 0i2 + « g;

Damit existiert der Grenzwert und es gilt:

lim z(a) = VETUTH

a—07t

Y = diag(o;")

U;r: 0 CTZ'ZO
% o#0

Das ist die Losung des linearen Ausgleichsproblems von minimaler Lénge wie im Skript
beschrieben und damit ist die Behauptung gezeigt. Offensichtlich ist x(«) Losung der
linearen Ausgleichsaufgabe

()= (o e
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H37

In dieser Formulierung wird die Bildung von AT A und die Gleichungslésung mit der
eventuell schlecht konditionierte Matrix AT A + al vermieden.

Es sei A € R™"™ mit m > n und b € R™. Zeigen Sie, dafl die allgemeine Losung der
linearen Ausgleichsaufgabe
Minimiere ||Az — b2

in der Form

= A%b+ (I — A% A)z, 2z € R" beliebig
geschrieben werden kann.
Hinweis: Es sei A = U(%)VT die (SVD) von A und A% = V(X# 0)UT, wobei die
Elemente der Diagonalmatrix X7 entweder die Kehrwerte der Singuldrwerte o; sind, falls
o; # 0, oder 0 falls o; = 0.

Setzt man in der linearen Ausgleichsaufgabe die (SVD) von A ein ergibt sich

by
4z~ bl =1 () v - U7l

Mit y = VTx und UTb = c folgt

Az — b”% = Z 0iYi — >+ Z
i=1

i=r+1

Dabei ist r < n der Rang der Matrix A, also die Anzahl der nicht verschwindenden
Singularwerte.

Die Losung y* hat demnach in den ersten r Komponenten die Werte y; = - und ist in
den letzten n — r Komponenten (falls existent) beliebig wéhlbar da

Y 0 ) .
XY= ( 0 0 > , 2, Invertierbar.

Fiir die Losung x* folgt damit

r=Vy" = sz + Z v;y;  (y; beliebig).

i=r+1

Die erste Summe ist aber identisch mit A#b und um die zweite Summe zu identifizieren
untersuchen wir [ — A# A:

[—A*A = vVT - V(Z#, 0V
= V(I -Eho6) VT

(- ( o) (oto)) v
()

— T
= O UT+1,...,'UTL)V .

Il
<

Il
<
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Fiir beliebiges z € R" ist also
(I — A#A)z =(0,...,0,041,...,0,) VT2 = Z Vili,

mit y; beliebig. Zusammenfassend erhalten wir

T

ot = Zvi% + Y vy = Ao+ (I - A*A)z

i=1 Y i=r+1

fiir beliebiges z € R".

H 38 UXVH sei die Singuldrwertzerlegung der Matrix A € C™" mit den singuliren Werten
o1 > 09 > ... > 0. Daraus bilde man die Matrizen ¥, und A, := UYL,V indem man
nur die ersten r singuldren Werte beibehélt, also o, durch Null ersetzt fiir alle k& > r.

a) Was sind die singuldren Werte von A — A, und berechne |[A — A, ||2.
Zeige RangA, < r.

b) Es gibt keine Matrix B vom Rang hochstens r mit ||A — Bl|s < 0,41.

a) Die Singulirwertzerlegung von A — A, = U(X — %,)V# erhilt man, in dem man
zu U und V jeweils noch eine Permutation hinzunimmt, so daf3 die Singuldrwerte
Opry1 = Opio > ... > 0 am Anfang stehen. Das sind dann die Singuldrwerte von
A—A,.

Man verwende ||A — A,||o = max(og, k > 1) = 0,41
Der Rang von A, ist die Anzahl der Singuldrwerte ungleich 0 ist somit kleiner
gleich r. In der Praxis wahlt man r so, dafi o, > ¢ > 0 und damit RangA, = r.

b) Es gilt (vgl. H6)
1A = Blz > max|o;(A) — 0:(B)|
Da B Rang r haben soll, hat B hdéchstens r Singuldrwerte ungleich 0. Damit gilt

auf jeden Fall
|A = Bllz = |041(A) = 0r41(B)| = 0r11(A)

Daraus folgt die Behauptung.



