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Numerik des Matrizeneigenwertproblems
Ubung 11

Prisenziibung

U 31 Zeigen Sie, daBl das LANCZzOS-Verfahren angewandt auf die Matrix A mit dem Startvektor
2 dieselbe Tridiagonalmatrix T liefert wie fiir die Matrix QT AQ mit dem Startvektor
QT falls Q unitér ist. Was folgt daraus fiir die theoretische Analyse des Verfahrens?

U 32 Beweis von Satz 1.8.2
Zeigen Sie:
Sei V; eine orthonormierte Eigenvektormatrix von 7; (Tridiagonalmatrix aus dem Lanczos—

Verfahren fiir die Matrix A):
VI'T;V; = diag(©y, . .., 0;),

und Y; sei definiert durch

Y; =Q;Vi=(y1,---,y5)-
Dann gilt

[ Ay: — Ouyill2 = |55 vsal-

Hinweis: Fassen Sie die Rekursion des Lanczos-Verfahrens in Matrixschreibweise zusam-
men, um AQ); zu berechnen.
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Berechnen Sie mit Startvektor zo = (1,1,1)” und dem Lanczos-Verfahren die symmetri-
sche Tridiagonalmatrix 73.



Hausiibung

H31

H 32

H33

Zeigen Sie: Das Lanczos-Verfahren, angewandt auf die Matrix A und die Matrix A — ol
bei beliebigem o erzeugt die selbe Matrix (), wenn der gleiche Startvektor benutzt wird.

Gegeben sei eine symmetrische Matrix A € R™" mit einem einfachen Eigenwert \;
und dem zugehorigen Figenvektor r;. Zeigen Sie, dafl die tridiagonale Matrix 7" aus der
LANCzOs-Zerlegung nach Abbruch mit §1; = 0 keinen Eigenwert gleich A; hat, wenn
der Startvektor (9 senkrecht auf r; steht.

Hinweis: Verwenden Sie das Resultat der Aufgabe U 31 und beachten Sie, dai A unitér
diagonalisierbar ist.

Wegen des Verlustes der Orthogonalitidt beim Lanczos-Verfahren bei gerundetem Rech-
nen ist es iiblich, die ¢¥ - Vektoren (wenigstens partiell) zu orthogonalisieren. Wir betrach-
ten hier den Fall der vollstandigen Orthogonalisierung von ¢ beziiglich ¢, ..., ¢,
Zeigen Sie, daf} bei exakter Rechnung der folgende Algorithmus die gleiche Qr—Matrix
erzeugt wie der Standard-Lanczos-Algorithmus, dafl aber unter Rundungseinfluss die von
ihm erzeugten Vektoren bis auf Maschinengenauigkeit orthogonal bleiben. Benutzen Sie
ohne Beweis, dafl die Spalten von gerundet berechneten Produkten von Householder-
matrizen numerisch bis auf Maschinengenauigkeit orthogonal bleiben. Im Folgenden be-
zeichnet Hj eine Householdermatrix, die durch die Transformationseigenschaft beziiglich
eines spezifizierten Vektors festgelegt wird und die letzten n — k Komponenten dieses
Vektors in null iiberfithrt und ey, ..., e;_; invariant ldsst.

beta_0 =0 ; q_0 =0 ;
q_1 ist der gegebene normierte Startvektor.

H.1 qg.1=-e_1;

alpha_1 = (q_1)’Aq_1 ;

for k=1,...,n-1
r_{k+1} = (A- alpka_{k}I) q_{k} - beta_{k-1} q_{k-1} ;
w= (HXk * .... * H.1) r_{k+1} ;
H {k+1} w = ( w_{k,1},...,w{k,k},beta_k,0,...,0)’ ;
q_{k+1} = H_1*....*xH_{k+1} e_{k+1}

end
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Prisenziibung

U 31 Zeigen Sie, daBl das LANCZOS-Verfahren angewandt auf die Matrix A mit dem Startvektor
2 dieselbe Tridiagonalmatrix T liefert wie fiir die Matrix QT AQ mit dem Startvektor
QT falls  unitér ist. Was folgt daraus fiir die theoretische Analyse des Verfahrens?

Das LANCzOs-Verfahren fiir die Matrix und dem Startvektor z(*) lautet:
Gegeben der Startvektor () # 0. Dann setze 3, = ||z ||, 7' = 2(¥ und ¢° = 0.

Setze 7 = 1 und berechne:

Schritt 1: ¢/ = 7.

J
Schritt 2 : v/ = A¢? — B¢ L.
Schritt 3 : «a; = (v/)T¢’.
Schritt 4 : P/t =l — ;¢
Schritt 5 : 3,41 = [|[r7T].

Schritt 6 : Falls kein Abbruch wegen (3,11 = 0 erfolgt, setze j = j + 1 und gehe zu
Schritt 1.

Es ist zu zeigen, daB der LANCzOS-Algorithmus fiir die Matrix QT AQ und den Startvek-
tor QTx(") die gleichen Skalare o; und f3; liefert.

Die Behauptung wird induktiv gezeigt. (Die Vektoren und Skalare ohne Tilde bezeichnen
die entsprechenden Werte aus dem obigen Algorithmus.)

Gegeben der Startvektor QTz(® # 0. Dann gilt f; = ||QTz@|| = [|z©] = 8y, 7 =
QT2 = QTr! und ¢° = 0.

Im ersten Schritt ergibt sich

. 21Tt T
Schritt 1 : =z = ﬂ—l—Qq.
Schritt 2 : @' = QTAQF = QTAQQT ¢! = QT Ag' = QTu!.
Schritt 3 : a; = (a")7¢' = (W)TQQT¢' = (uH)Tq¢' = ;.
Schritt 4 : 72 = @' — ¢t = QTu! — 1 QT¢" = QT (u' — augt) = QT2

Schritt 5 : §, = [|[7]| = |Q"r*|| = [Ir*[| = /..

=)

Im zweiten Schritt tritt erstmals eine Drei-Term-Rekursion auf

=2

3 .2 _ T2 _ T2
Schrlttl.q—BQ— 62—Qq.

Schritt 2 : @2 = QTAQG — 524" = QTAQQT ¢ — Q7 ¢" = QT (A% — faq") = QTu.
Schritt 3 : ay = (@*)7¢* = (W¥)TQQT¢* = (u*)T¢* = s.
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U 32

U 33

Schritt 4 : @ = @2 — @@ = QTu? — QT ¢ = QT (u? — asg®) = QTr3.

Schritt 5 : 33 = I3 = 1QTr3| = ||1*|| = Bs.

Alle weiteren Schritte folgen analog. Man kann also zur theoretischen Analyse des Ver-
fahrens voraussetzen, daf A bereits diagonal ist.

Beweis von Satz 1.8.2

Zeigen Sie:

Sei V; eine orthonormierte Eigenvektormatrix von 7; (Tridiagonalmatrix aus dem Lanczos—
Verfahren fiir die Matrix A):

V]TT]VJ = diag(©4,...,0,),

und Y sei definiert durch

Y; =Q;Vi=(y1,.-,y))-
Dann gilt

[ Ayi — Oayill2 = |55 lvjil-

Hinweis: Fassen Sie die Rekursion des Lanczos-Verfahrens in Matrixschreibweise zusam-
men, um AQ); zu berechnen.

Die Rekursion lautet in Matrixschreibweise zusammengefasst und nach AQ); aufgelost:
AQ; = QT + Bqj11e; .
Damit zur berechnende Gréfie:

||AQJ'U2‘ — Ol = ||QJTJUz + @ij+16JTUz‘ — O;yi2
= HQ]-V}dz'ag(@k)Viji + Bi@j+1v5 — Ol
= [[Y;Ose;i + Bigj+1v5i — Ouyilla
= 1Bl |vjil-

Verwendet wurde noch, dass die q; normiert sind.

Sei
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Berechnen Sie mit Startvektor 2o = (1,1,1)” und dem Lanczos-Verfahren die symmetri-
sche Tridiagonalmatrix T3.
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Initialisierung:
q(O) = 0
Bo 1
1
¢V = ' — L 1
=@z V3 \ 4
Fiir i = 1 erhalt man somit
T
o = q(l) Aq(l) - 2
1 4
@ — 400 _ n _ 0 _— - [ _9
r «a
q 19 Boq A
2v/2
o= |Ir®, = =5
2
/D = (A S
ﬁl 6 -1
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T 11
g = q(2) Aq(2) - -
6
1 0
B — A4® _ 2) _ W - _— [ _3
T «
q 2q prq NG ;
V3
Be = [Py = >
0
@ _ Y _
q _= pr—
52 2 1
Fiir: =3
o5 = ®Tag® = 3
2
1 0
@ — 4q® _ (3) _ @ - _~ | o
r «
q 3¢ Baq W 0
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Man hat also

8 2v/2

2\3/5 131 V3

I = | =% 5 %
0 ¥3 3
2 2
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Hausiibung

H31

H 32

Zeigen Sie: Das Lanczos-Verfahren, angewandt auf die Matrix A und die Matrix A — ol
bei beliebigem o erzeugt die selbe Matrix (), wenn der gleiche Startvektor benutzt wird.

Die Spalten von @) entstehen durch Normierung der Vektoren ry; und die 3 sind die
Normierungsfaktoren. Es geniigt also zu zeigen, dafl die gleiche Vektorfolge r; entsteht.
Natiirlich ist der Startvektor ¢V in beiden Fillen gleich. Wir erhalten formal zwei Folgen

P = Ag® — g™ — By gV
G - (A— UI)(j(k) — a5, g™ — By_yg*Y

mit
o = R(¢*,A) und G, = RGP, A—ol)
Wegen des Induktionsanfanges ¢V = ¢ und

R(z,A) = R(zx,A—ol)+0o

folgt jedoch 5
r® = 7+ somit B = B
d.h.
@ = ¢®@

und induktive Fortsetzung dieses Arguments liefert die Behauptung.

Gegeben sei eine symmetrische Matrix A € R™ " mit einem einfachen Eigenwert )\,
und dem zugehorigen Eigenvektor ri. Zeigen Sie, dafl die tridiagonale Matrix T" aus der
LANCzOs-Zerlegung nach Abbruch mit §;y; = 0 keinen Eigenwert gleich A; hat, wenn
der Startvektor z(9) senkrecht auf r; steht.

Hinweis: Verwenden Sie das Resultat der Aufgabe U 31 und beachten Sie, dai A unitér
diagonalisierbar ist.

Aus dem LANCZzOs-Verfahren mit dem entsprechenden Startvektor ergibt sich die Tri-
diagonalmatrix T. Nach Aufgabe U31 liefert der selbe Algorithmus fiir RT AR ebenfalls
diese Matrix T, falls der Startvektor RT2() gew:hlt wurde und R unitar ist.

Wegen der unitdren Diagonalisierbarkeit der Matrix A sei R die unitidre Matrix der
FEigenvektoren von A, so daf3

A = RTAR = diag(M, Az, ..., \n).
Der neue Startvektor RTz(©) hat dann die Gestalt

BTz = (0, %, ,%)7,
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H 33

da el RT2(0 = yTz(0) = 0.
Es ist leicht zu sehen, dafi damit alle LANCZOS-Vektoren q" die selbe Gestalt haben, da
A eine Diagonalmatrix ist.

Nach dem Abbruch des Verfahren wegen (3,1 = 0 erhalten wir
AQ = QT.

Dabei ist Q € R und T € R"*" ist die selbe Tridiagonalmatrix, die aus A mit Start-
vektor z(©) entstanden wire. Diagonalisiert man T so ergibt sich

AQ =QT =QvDVT

mit unitirem V. Setzt man QV = Q so hat diese Matrix, ebenso wie Q, die Gestalt

0 --- 0
~ x *
Q= |

x *

Angenommen \; sei doch Eigenwert von D, dann ergibt sich aber

AQ)u = M(Q),

fiir ein g € {1,...,v}. Damit ist aber \; ein Eigenwert von A mit dem Eigenvektor Q,,.
Da A\, aber das erste Diagonalelement von A ist, mufl e; auch ein Eigenvektor sein. Dies
ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dall A\; ein einfacher Eigenvektor ist.

Wegen des Verlustes der Orthogonalitéit beim Lanczos-Verfahren bei gerundetem Rech-
nen ist es iiblich, die ¢”)~Vektoren (wenigstens partiell) zu orthogonalisieren. Wir betrach-
ten hier den Fall der vollstandigen Orthogonalisierung von ¢ beziiglich ¢, ..., ¢®=Y.
Zeigen Sie, dal bei exakter Rechnung der folgende Algorithmus die gleiche (),—Matrix
erzeugt wie der Standard-Lanczos-Algorithmus, dafl aber unter Rundungseinfluss die von
ihm erzeugten Vektoren bis auf Maschinengenauigkeit orthogonal bleiben. Benutzen Sie
ohne Beweis, dafl die Spalten von gerundet berechneten Produkten von Householder-
matrizen numerisch bis auf Maschinengenauigkeit orthogonal bleiben. Im Folgenden be-
zeichnet Hj, eine Householdermatrix, die durch die Transformationseigenschaft beziiglich
eines spezifizierten Vektors festgelegt wird und die letzten n — & Komponenten dieses
Vektors in null iiberfithrt und ey, ..., e,_1 invariant ldsst.

beta_0 =0 ; q_0 =0 ;

q_1 1ist der gegebene normierte Startvektor.
H_1 qg_1 e_1 ;

alpha_1 = (q_1)’Aq_1 ;

for k=1,...,n-1
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r_{k+1} = (A- alpka_{k}I) q_{k} - beta_{k-1} q_{k-1} ;

w=(Hk* .... * H 1) r_{k+1} ;
H {k+1} w = ( w_{k,1},...,w{k,k},beta_k,0,...,0)’ ;
q_{k+1} = H_1*....*xH_{k+1} e_{k+1}
end
Wegen
ere; = 0 firj < k
gilt auch '
fiirj < k, weil
Hk-...-HjHej = €.

Wir zeigen induktiv, dafi die hier bestimmten ¢/ mit denen aus dem Standard-Lanczos-
Verfahren, die wir mit GY) bezeichnen, iibereinstimmen. Nach Annahme ist

Somit ist auch der Vektor r® in beiden Verfahren der gleiche. Nun ist einerseits
i® = v ]| und 6 = |
und andererseits
¢®) = HiHse,

wobel
H2H17“(2) = (w2,1>ﬁ1> 0,..., O)T

ist. Also ist

r® = HiHs(wy 161 + Bres)
=  HiHy(wye1 + B1HyH1g®)
= Hywye1 + B1g®
= w271q(1) + Big® .

Wegen (r®)7¢) = 0 und der Orthogonalitit der ¢) und des Induktionsanfanges ist
also (mit Multiplikation der letzten Gleichung mit ¢™") )

Wa1 = 0

und daher auch

¢? = g®
Sei nun die Behauptung giiltig fiir j = 1,...,k. Dann gilt wie zuvor daf3

I (S Vi
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Somit
k+1
(H Hj)TT(k+1) - (wk‘—i-l,l? cooy We41 ks ﬁlm 07 cee )O)T
R s P
k+1
q(kH) = (H Hj)echrl
k+1 k+
= (HH )( H T r+ D) Zwk+1,g€g)/ﬁk
j=1
k+1

= kH (Z Wk+1,5 HHl )/@c

J

= T(k“)/ﬁk — (Z Wk41,5 H )/ﬁk

_ T(k+1)/ﬁk — (Z ’wk+17jq]'> //Bk
j=1

und wegen der Induktionsannahme und der bereits bewiesenen Orthogonalitéit der ¢¥)
untereinander folgt wieder

Wg+1,1 = 0 fiirl 21,..., k

und damit die Behauptung. Da die ¢V) hier als Spalten aus Produkten von Householder-
matrizen bestehen, bleiben sie bis auf Maschinengenauigkeit orthogonal.



