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Numerik des Matrizeneigenwertproblems
Ubung 10

Prisenziibung

U 28 Berechnen Sie den ersten Schritt der Ahnlichkeitstransformation auf SCHURsche Normal-
form fiir die Matrix

-1 1 1
A= -2 5 -1
-2 -1 5

Hinweis: Ein Eigenvektor von A ist (1,2,2)7.

U 29 Fiihren Sie einen Schritt des Q R-Verfahrens fiir die Matrix

A:

[ S
— O
e )

mit dem Shift 4 = 1 durch.



U 30 Zeigen Sie:

a) Die Schur-Normalform einer hermitischen Matrix ist diagonal.

b) Ist A eine obere Dreiecksmatrix und zugleich unitér, dann ist A diagonal mit Dia~
gonalelementen vom Betrag 1.



Hausiibung

H 28

H?29

H 30

Fiithren Sie einen Schritt des () R-Verfahrens fiir die Matrix

1
A:

S = O
—
W N
o W O

mit dem Shift ;4 = 10 durch und bestimmen Sie eine neue Schétzung fiir den Eigenwert
aus dem letzten Diagonalelement. (Zum Vergleich: Ay &~ 8.8432).

Sei A eine diagonalisierbare, nichtzerfallende regulére obere n x n Hessenbergmatrix (d.h.
a;i—1 7 0) mit genau einem betragskleinsten Eigenwert. Seien ferner:

Ay = A, A = QrRy, A1 = RiQy,

also Ay, die iterierten Matrizen des QR Verfahrens mit dem Shift py, = 0 fiir alle k. Zeigen
Sie:
lim (o)

k—oo

=0, mit Ay = ((a)s)

nn—1

in folgenden Schritten:

a) Qp=Qo - Q, Ry=Ry---Ry = Ak+1=@kHAQk-

b) ARt = QR

c) Es gibt ein v, mit || = 1, so daB v,Qre, = B e, /||B*e,||; mit B = A~ und
en = (0,..,0,1)7.

d) B aus c) erfiillt die Voraussetzungen des v.Mises Verfahrens fiir zy = e,,.

e) Zeigen Sie mit Hilfe von el ; Affe, die geforderte Aussage.

Zeigen Sie: Sind ) und V beide unitér und sind sowohl
QPAQ Y Hm wa vVHAV ¥

obere Hessenbergmatrizen, und ist Qe; = Ve, dann gilt folgendes: Sei k der kleinste
Index mit
thrl,k =0 mitk <n

bzw. k = n. Dann gilt
Qei = QZVeZ und ‘hi,i71| = |gi,i71‘ firi = 2, e k

mit |6;] = 1. Ist k <n, dann ist auch gx11. = 0.

Hinweis: Zeigen Sie GW = W H mit unitdrem W und zeigen Sie, dal W diagonal sein
muss. Betrachten Sie dazu die Spalten 1 bis £k — 1 von GW.

Bem.: Dieser Satz wird benétigt, um die implizite Shift-Technik beim QR-Verfahren zu
begriinden und den konjugiert-komplexen Doppelshift im Reellen ausfiithren zu kénnen.



Numerik des Matrizeneigenwertproblems
Ubung 10, Lésungsvorschlag

Prisenziibung

U 28

U 29

Berechnen Sie den ersten Schritt der Ahnlichkeitstransformation auf ScHURsche Normal-
form fiir die Matrix

-1 1 1
A= -2 5 -1
-2 -1 5

Hinweis: Ein Eigenvektor von A ist (1,2,2)7.

Mit dem gegebenen Eigenvektor v = (1,2,2)T wird die erste HOUSEHOLDER-Matrix

bestimmt, als
U1 = ] — ﬁlulur{

wobei .
sign(vi)([v1] + [[v]l2) 4
uy = (%] = 2
U3 2
und folglich 31 = —2— = L ist. Es wird natiirlich vermieden die Housholdermatrix

uy Ul 12
explizit aufzustellen, vielmehr berechnen wir die Matrix A; = U; AU, spaltenweise, bzw.

zeilenweise.

Dazu zuerst A, = U, A:

-1 1 1
wlA=(4,2,2) -2 5 —1 | =(-12,12,12)
-2 -1 5
i —4 4 4 3 -3 -3
Al =A-BupulA=A- 2 22 |=[0 3 -3
-2 2 2 0 -3 3
und jetzt A; = AlUl:
Al'lLl:O
— A1:A1

und damit ist drei der Eigenwert zum angegebenen FEigenvektor.

Fiihren Sie einen Schritt des () R-Verfahrens fiir die Matrix

A:

[ R -
— O
e )

mit dem Shift ;o = 1 durch.
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Die Matrix A — ul lautet

/0 10
A=|1 -1 1
0 10

Von dieser Matrix muf3 eine QQR-Zerlegung berechnet werden. Der erste Schritt der
Householder—Transformation mit dem Vektor:

1
Uy = 1
0
N T -1 1 -1
A =UA=A-2 1T1 A= A—§u1(101) 0 -1 0
tirth 0 1 0
Der zweite () R-Schritt mit dem Vektor us
0
Uy = —1—\/5
1
T -1 1 -1
~ ~ UUo™ ~ ~ 2
R:U2A1:A1—2 T A1:A1——U2(0,2+\/§,0): 0 \/§ 0
U™ Us 4+ 2v/2 0 0 0

Um aus dieser Zerlegung eine Ahnlichkeitstransformation zu machen, miissen die House-
holdermatrizen U, und Uy von rechts an R multipliziert und um —u geshiftet werden

= RQ + pl = RULUy + pl.

9 0 -1 1 -1
Ri=RUj=R———Ruju{ =R— | V2 |ul =| —vV2 0 0
trt 0 0 0 0

] —2—\/5 -1 —V2 0

Ry = RU, =R, — Riugul = Ry — = -v2 0 0

u2u2 2+ 0 O O

Folglich ist

=
I
|
o&o
|
.
=

Ein FEigenwert lautet also 1.
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U 30 Zeigen Sie:

a)
b)

a)

b)

Die Schur-Normalform einer hermitischen Matrix ist diagonal.

Ist A eine obere Dreiecksmatrix und zugleich unitér, dann ist A diagonal mit Dia-
gonalelementen vom Betrag 1.

Nach Annahme ist
R = Q"AQ = Q"A"Q = (Q"AQ)" = R" (x)
und zugleich R obere Dreiecksmatrix. Also miissen wegen
ri; = 75, = 0fiiry <1

nach (*) alle Ausserdiagonalelemente von R null sein.
Wegen
QQ" = Q"Q =1
fiir jede unitdre Matrix miissen sowohl die Zeilen als auch die Spalten einer unitédren

Matrix die Lédnge eins haben. Wir gehen nun induktiv iiber die Spalten und Zeilen
vor: Da A obere Dreiecksmatrix ist und die erste Spalte die Liange eins hat, muss

|a1,1| =1

gelten. Damit die erste Zeile von A nun auch die Lange eins hat, miissen die tibrigen
Elemente der Zeile eins alle null sein:

&12:...:a1n20

) )

Nun ist das einzige Nichtnullelement in Spalte 2 von A das Diagonalelement as o
und daher
]a2,2| =1

usw.
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Hausiibung

H 28 Fiihren Sie einen Schritt des () R-Verfahrens fiir die Matrix

10 4 0
A= 4 12 3
0 3 8

mit dem Shift ;1 = 10 durch und bestimmen Sie eine neue Schétzung fiir den Eigenwert
aus dem letzten Diagonalelement. (Zum Vergleich: \; &~ 8.8432).

Die Matrix A — pl lautet

(04 0
A=|42 3
03 —2

Von dieser Matrix muf3 eine ()R-Zerlegung berechnet werden. Der erste Schritt der
Householder—Transformation mit dem Vektor:

4
Uy = 4
0
N L wwT g —4 -2 -3
Ai=UA=A-2——A=A— = -u;-(16,24,12) = 0 -4 0
U~ Uy 32 0 3 -9

Der zweite (Q R-Schritt mit dem Vektor us

0
U = —9
3
_ _ wousT ~ B 9 -4 -2 =3
R=U,A; = A —2-22 A, = A, — s - (0,45, —6) = 0 5 -8
2411 1 UZTu21 17 %119 uz - (0,45, —6) 0 0_3
5

Um aus dieser Zerlegung eine Ahnlichkeitstransformation zu machen, miissen die House-
holdermatrizen U; und U, von rechts an R multipliziert und um —ul geshiftet werden

Ay = RQ + pul = RU\U, + ul.

5 L 24 2 4 -3
Ri=RUj=R——F—Rujuy =R—— | 20 |uj=| -5 0 ¢
Uy Uy 16 0 0 _38

5

utug 45 5

i

0
2 1 [ 2
R2:R1U2:R1_ R1U2ug:R1—— —% ug: -5 _% _3_451
0

|
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Folglich ist
12 -5 0
Ar=1| -5 9.28 —0.96
0 —-096 8.72

Die nédchste EW-Schétzung ergibt sich also als 8.72. Bem.: Der Wilkinsonshift hétte hier
den Wert 8, wére also hier noch ungiinstiger als der Rayleightshift.

H 29 Sei A eine diagonalisierbare, nichtzerfallende regulére obere n x n Hessenbergmatrix (d.h.
a; ;-1 # 0) mit genau einem betragskleinsten Eigenwert. Seien ferner:

Ay = A, A, = Qi Ry, Ap+1 = RiQy,

also Ay, die iterierten Matrizen des @ R Verfahrens mit dem Shift p;, = 0 fiir alle k. Zeigen
Sie:

dim ()

0, mit Ak = ((Oék)zj)

nn—1 —

in folgenden Schritten:

a) Qrn=Qo- " Qx, Ry =Ry Ry = App=QIAQ;.

b) A = QLR

c) Es gibt ein v, mit || = 1, so daB vxQre, = B¥ e, /||B* e, ||, mit B = A~ und
en = (0,...,0,1)T.

d) B aus c) erfiillt die Voraussetzungen des v.Mises Verfahrens fiir zy = e,,.

T

e) Zeigen Sie mit Hilfe von el _; Afe, die geforderte Aussage.

a) A= ReQr = QP ALQr = QF Ry 1Q11Qr = ... = QF AQy..
b) ARl = (QoRo)"™" = QuAYRy = Qo (Q1R1)" Ry = Q1 A5 'Ry = ... = Qi Ry

- - SN Y
C) ARl = QkRk = (A_H)k+1 €n = QkR};Hen = <(pk)nn) lena
wobei Ry = ((pr)ij) eine obere nichtsinguliire Dreiecksmatrix ist. Es kann dann

Ve = |(pr)nnl /() nn

gewéahlt werden.

d) A diagonaldhnlich = B diagonaldhnlich.
Seien 0 < |A\1| < || < ... < |\, | die Eigenwerte von A, so gibt es ein Linkseigen-
vektorsystem {v;} und ein Rechtseigenvektorsystem {u;} von B jeweils bestehend
aus linear unabhingigen Vektoren mit v/u; = d;; sowie:

1, 1

v B = —v! Bu; = =u,;.
i i
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Setzen wir xo = Y., &u;, so miissen wir & # 0 zeigen. Wegen
n
H H
U1 o = E §ivy u; = &1,
i=1

darf zo nicht auf v, senkrecht stehen. Sei etwa vfe, = 0, dann folgt (vi), = 0.
Weiter gilt:

1 1 -
vi'B = )\?v{{ = A = )\?vf = o AT = \of,
1 1

d.h. )

0= Moile, =viTAfe, = (v))n_1@m-1.
Wegen «v,,, 1 # 0 folgt (v1),_1 = 0. Durch Induktion erhalten wir schlieBlich v; = 0
im Widerspruch. (Hier geht die Bedingung ‘nichtzerfallend’ ein.)

e) Die Eigenwerte von B sind 1/\, ..., 1/\, mit

1 - 1 S s 1
Al el T T A
und die Folge xy,.1 = B*'e, konvergiert nach Teil d) gegen ein Vielfaches von u,
mit i .
1 A1
= — Ol—| |.
=& ()\1> <u1 + » )

Mit 0, = (vi||ur + O(A1/Xa|¥)|]2) " und ||Q¥en_1||2 = 1 erhalten wir mit Hilfe von

a) und c)

N —_— A
Tl = 0L, = 00 (w v

2l
2
k)

k

- ~ A
= Qk/\leg_leHul + O (‘)\_1
2

Weil

M

(9u1 = @kéken + @) ( \

2

ist, konvergiert eX | Afle, gegen Null.

H 30 Zeigen Sie: Sind () und V' beide unitéir und sind sowohl

O"AQ “ H wnd VHAV ¥ @
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obere Hessenbergmatrizen, und ist Qe; = Ve, dann gilt folgendes: Sei k£ der kleinste
Index mit
hk-l—l,k =0 mitk <n

bzw. k = n. Dann gilt
Qe; = 0;Ve; und |hi; | = [gisa| firi =2,....k

mit |6;] = 1. Ist k <n, dann ist auch gy11, = 0.

Hinweis: Zeigen Sie GW = W H mit unitdrem W und zeigen Sie, dal W diagonal sein
muss. Betrachten Sie dazu die Spalten 1 bis & — 1 von GW.

Bem.: Dieser Satz wird benétigt, um die implizite Shift-Technik beim QR-Verfahren zu
begriinden und den konjugiert-komplexen Doppelshift im Reellen ausfiihren zu kénnen.

Nach Annahme ist
A = VGVE = QHQ"
also
G = VIQHQ"V
also mit W = VHQ
GW = WH .

Wie iiblich bezeichne hier und im Folgenden w; die i—te Spalte von W, und analog fiir
@ und V . Wir betrachten nun die Spalten 1 bis k — 1 von GW. Es ist fiiri = 2,...,k

i
GWez‘_l = Gw,-_l = E hj,i—le
=1

oder
i1

hi,i—lwi = Gw;—1 — Zhj,i—le .
j=1
Nach Annahme q; = vy ist wy; = e; also hat wy héchstens die Elemente 1 und 2 ungleich
null (da G obere Hessenbergmatrix ist) , und entsprechend fiir i = 3 ws nur die ersten
drei Elemente usw., d.h. die Matrix aus den Spalten w, . .., w;, hat obere Dreiecksgestalt.
Weil aber W unitér ist, sind die w; Einheitsvektoren, multipliziert mit komplexen Zahlen
vom Betrag eins, im Reellen also £1. Wegen

w; = VHqJ und hi,ifl = U)ZHG’UJZ',1

ist also
vj = g mit |6;] = 1

und
|hi,z‘—1| = |qu{Aq’i—1| = |UZHAU¢—1| = |gi,i—1|
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Wenn k < n gilt, dann ist auch noch

k1
0=hy1pe = e Zh'ke'
) J’»l ?, (A
=1
k1
= ety > hikeibs
i—1
ket

_ T _ T
= € E hirw; = e WHey

i=1

T T
= e .1 GWe, = e, ,Gerly
= Gr+1,k0



