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Numerik des Matrizeneigenwertproblems

Ubung 6
Prisenziibung
U 16 (Einfache Vektoriteration)
Bilden Sie fiir die Matrix
5 —2 —4
A= -2 2 2
—4 2 5
und den Vektor
1
i =10
0

die Vektorfolge ##1) = AZ® fiir k = 0,1,2,3 (ohne Normierung).

Bestimmen Sie anschliefend die Rayleigh-Quotienten R(#*); A) fiir die berechneten Vek-
toren und fithren Sie fiir R(Z®; A) eine Fehlerabschitzung gemiss Satz 1.1.4 durch.

Vergleichen Sie Thre Resultate mit dem exakten Eigenwert A\; = 10 und dem zugehérigen
Eigenvektor u; = (2, —1, —2)T.

U 17 Gegeben sei die hermitische Matrix

o
I
* % % %
¥ % = % %
* A ox % %
* % % %

21
deren Auflerdiagonalelemente betragsméflig < 1/4 seien. Zeigen Sie:

a) Die Matrix A besitzt genau einen betragsgrofiten einfachen Eigenwert A;.

b) Der Einheitsvektor es steht nicht senkrecht auf dem Eigenvektor u; von ;.
Hinweis: ON-System der Eigenvektoren betrachten.

c) Die einfache Vektoriteration

Tht1

e T

mit xy = e5 konvergiert gegen u;.



d) Schétzen Sie iiberschlagsméBig den Fehler R(x5; A) — Ay ab.

U 18 Gegeben sei die Matrix
0 -1 -1 0
Iy -1 0 0 -1
41 -1 0 0 -1
0 -1 -1 0

A:

a) Fiihren Sie zwei Schritte des v. Mises-Verfahrens (mit Normierung) mit Startvektor
#© = (0.1,-0.7,-0.7,0.1)" durch.

b) Folgern Sie aus a), daf fiir alle k € {1,2,...} gilt:

7(0) falls k gerade
_ Ly _ 7O alls k g
o,=014 , { (0.7,—0.1,—0.1,0.7)7, falls k ungerade

c) Was bedeutet das Resultat aus b?. Versuchen Sie eine Erklarung zu finden. Tips:
Rang(A)=?, spur(4)=?, A (1,1,1,1)T = 2.

Hausiibung

H 16 Inverse Iteration
Gesucht ist der kleinste Eigenwert A3 der Matrix

40 2 2
2 40 2
2 2 10

a) Schitzen Sie A3 mit dem Satz von Gerschgorin ab.

b) Fiihren Sie einen Schritt des Wielandt-Verfahrens (inverse Iteration) mit g = 10 und
zo = (0,0,1)T durch.

¢) Bestimmen Sie eine neue Ndherung fiir A3 aus dem Rayleighquotienten zu xg, also
aus R(xo; (A —pl)™1).

d) Bestimmen Sie eine neue Nédherung fiir A\3 aus dem Rayleighquotienten zu dem in
b) bestimmten Ndherungsvektor z;, also aus R(x; A), und vergleichen Sie mit dem
Ergebnis aus c).

Hinweis: Der betragskleinste Eigenwert ist ungefahr 9.7519 und der zugehorige Eigen-
vektor (0.061782,0.061278, —0.996176) .

H 17 Wielandtverfahren: Sei p eine Eigenwertndherung zum FEigenwert A der Matrix A, d.h.
Az = Axz. Dann erhilt man mit dem Startvektor xg eine Eigenvektorndherung von x
durch

(A= pulip =
Thy1 = :fkﬂ Wielandtverfahren
|| Z k1]




Mit einer Dreieckszerlegung von A — pl |, d.h. P(A — ul)QQ = LR rechnet man dann
gemaf

2z = Puxy

ka = Zk

ka = Vi

Q" = wy

Sei
1000 10 1 1 0 O 1000 10 1
A = —1000 —20 -2 = -1 1 0 0 —-10 -1 = LR

1000 20 3 1 -1 1 0 0 1

Fiithren Sie einen Schritt des Wielandtverfahrens zur Bestimmung des kleinsten Eigen-
wertes von ATA mit p = 0 aus. Finden Sie so eine (realistische) untere Schranke fiir
|A7Y],. Wihlen Sie den Startvektor fiir die Wielandtiteration in der Form (a,b,c)”
mit a,b,c € {—1,1} so, daB ||R"Tz||o moglichst grofl wird. Zeigen Sie ferner, dafl
|A|] ~ 10004/3 und berechnen Sie so eine Schitzung fiir cond(A). Der wahre Wert ist

cond(A) = 2477.44... in der 2-Norm



H 18 Sei A eine diagonaldhnliche komplexe Matrix mit genau einem einfachen betragsdomi-
nanten Eigenwert A;. Betrachten Sie folgende Variante der direkten Iteration von v.
Mises:

1. Wahle zp und yp € C" geeignet.
2. Fir k=0,..., setze

H _ H
Yer1 — Yk A
LTky1 = Axy, .

Zeigen Sie, dafl dann
Z/;? Az,

H
Y T

=M1l = O( (/M)

gilt. Wie prézisiert man “geeignet gewéahlt“?



Numerik des Matrizeneigenwertproblems
Ubung 6, Losungsvorschlag

Prisenziibung

U 16 (Binfache Vektoriteration)
Bilden Sie fiir die Matrix

5 —2 —4
A= -2 2 2
—14 2 5
und den Vektor
1
700 — 0
0

die Vektorfolge ##+1) = Az® fiir k = 0,1, 2,3 (ohne Normierung).

Bestimmen Sie anschliefend die Rayleigh-Quotienten R(Z*); A) fiir die berechneten Vek-
toren und fithren Sie fiir R(Z®; A) eine Fehlerabschiitzung gemiss Satz 1.1.4 durch.

Vergleichen Sie Thre Resultate mit dem exakten Eigenwert \; = 10 und dem zugehdorigen
Eigenvektor u; = (2, —1, —2)T.

Die Vektorfolge ist gegeben durch

1 5 45
=10, zW=| 2 |,z@=[ -22 |,
0 —4 —44
445 4445
G = —222 |, 7®W = | —2222
—444 —4444
Die entsprechenden Rayleigh-Quotienten R(7*); A) = (fif,lg)TAfﬁ:;) = (f;)k))?f;:;) lauten
R(Z©); A) =
(“(1) A) 445 =0, 8
= 44445
R(Z®); A) = 245 = 9.998875140607,
R(Z®); A) = 44485 — 9 999988750014.
Die Fehlerabschétzung gemaéss Satz 1.1.4 ergibt unter Ausnutzung von
AF® = 7@
die etwas grobe Abschétzung
73). A) —
LG ”A’?) A< .00t

Die Eigenwertschitzung konvergiert offenbar sehr schnell. Und auch #*) konvergiert sehr
schnell gegen ein Vielfaches des Eigenvektors u; = (2, —1,—2)7.
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U 17 Gegeben sei die hermitische Matrix

N
I
* % % %
¥ % = % %
* A% % %
* % % %

[\
—_

deren AuBerdiagonalelemente betragsméfig < 1/4 seien. Zeigen Sie:

a) Die Matrix A besitzt genau einen betragsgrofiten einfachen Eigenwert A;.

b) Der Einheitsvektor es steht nicht senkrecht auf dem Eigenvektor u; von A;.
Hinweis: ON-System der Eigenvektoren betrachten.

c) Die einfache Vektoriteration

Tpg1 = Axy, Tpy1 =

mit xy = e5 konvergiert gegen u;.
d) Schétzen Sie iiberschlagsméBig den Fehler R(x5; A) — Ay ab.

a) Nach der verschirften Fassung des Kreissatzes von Gerschgorin liegt genau ein Eigen-
wert im Intervall [20,22] und alle anderen Eigenwerte sind betragsmébBig kleiner.

b) Weil A hermitesch ist, gibt es ein ON-System bestehend aus den Eigenvektoren u;
von A. Daher

5
— U A, = M, Hyp o= 6.
€5 = EiUq, Ui = AUy, U; Uj = 045
=1

= &1 = egul = (U1)5.
Sei t die Zeilennummer mit maximaler Betragskomponte von uy, so folgt mit
5

(it — A1) (ua), + Z i (ur); = 0

=15t

= (mit der Voraussetzung an die Auferdiagonalelemente)

5

oy — M| < Z o] < 1.

=Lt
Wegen A\ € [20,22] und ay;; < 194 =1,2,3,4 folgt t =5, also £1 # 0.

c) Mit der Diagonaldhnlichkeit von A sowie den Teilen i) und ii) sind die Voraussetzungen
des Satzes zur Konvergenz des v. Mises Verfahrens erfiillt.
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d) Wir benutzen wieder die ON-Basisdarstellung von xs.

TA D eI A D 2N
’R(l‘g),A)—)\l’ _ I5T Ty _)\1 _ |Ez_1 i\ - ;Zl:z_l i\
L5 L5 |Zi:1 e’
5 10
\s
2 i
Zs|>\i—)\1’ N N 5
=2 D2 &
S 5 10 S (5) maX ’)\’L - )\1‘—2
, NPy 2<i<5 g2
el Y & |—
32 1—¢2
< — < 0.00284
= 1024 £ ’
weil max [\, — A\ <32 und |\;/ A1 < 1/2 sowie
5
11
21 = R(es; A) = cih + > el < 2267 +10(1 — £7) d.h. £F > o
i=2
U 18 Gegeben sei die Matrix
0 -1 -1 0

1l -1 0 0 -1
1l -1 0 0 -1
0 -1 -1 0

A=

a) Fiihren Sie zwei Schritte des v. Mises-Verfahrens (mit Normierung) mit Startvektor
#© = (0.1,-0.7,-0.7,0.1)T durch.

b) Folgern Sie aus a), daf fiir alle k € {1,2,...} gilt:

7(0) falls k gerad
_ L _ [ 7O, alls kv geradce
o.=014 , & { (0.7,—0.1,—0.1,0.7)7, falls k ungerade

c) Was bedeutet das Resultat aus b?. Versuchen Sie eine Erklérung zu finden. Tips:
Rang(A)=?, spur(A)=?, A (1,1,1,1)T = 7.

a) Die Iterationsfolge lautet

0.1
- —0.7 =
70 — Iy ||33(0)||2 =1, oo =0.14
0.1
0.35 0.7
o —0.05 . . —0.1
A7 = 005 ||Ax(0)||2 = % 7V = 01 01 =0.14,
0.35 0.7
0.05 0.1
o —0.35 . . —-0.7
ATV = 035 ||Ax(1)H2 = % #M = 0.7 02 = 0.14.

0.05 0.1
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b) Offensichtlich osziliert die Folge bei konstanten Rayleight-Quotienten. Das Verfahren
konvergiert nicht.

c) Das Problem ist die Existenz zweier Eigenwerte mit maximalem Betrag: Wegen Rang(A)=2
sind zwei Eigenwerte null. Da die Zeilensumme konstant —3% ist, ist ein Eigenwert

2
—1 und wegen spur(A)=0 ein zweiter 3
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Hausiibung

H 16 Inverse Iteration
Gesucht ist der kleinste Eigenwert A3 der Matrix

40 2 2
2 40 2
2 210

a) Schitzen Sie A3 mit dem Satz von Gerschgorin ab.

b) Fiihren Sie einen Schritt des Wielandt-Verfahrens (inverse Iteration) mit g = 10 und
zo = (0,0,1) durch.

¢) Bestimmen Sie eine neue Ndherung fiir A3 aus dem Rayleighquotienten zu xg, also
aus R(zo; (A — pl)™h).

d) Bestimmen Sie eine neue Nédherung fiir A3 aus dem Rayleighquotienten zu dem in
b) bestimmten Ndherungsvektor z;, also aus R(x;; A), und vergleichen Sie mit dem
Ergebnis aus ¢).

Hinweis: Der betragskleinste Eigenwert ist ungefdhr 9.7519 und der zugehorige Eigen-
vektor (0.061782,0.061278, —0.996176)7 .
a) Nach dem Kreissatz von Gerschgorin liegt der kleinste Eigenwert A3 von A im Intervall
[10 — 4,10 + 4] = [6, 14].
b) Mit dem Shift p = 10 erhélt man die Matrix
30

\)

A=A—pul =A—-10I = 3

]
S NN

2
2

[\

Nun muf das Gleichungssystem (A — pl)x; = Az = xy gelost werden:

30 2 210 1 15 110 1 15 1|0 1 0 0[1/4
2 30 2|0 — 0 28 2|—-1 4+ 016 1|0 +— 0 1 0|1/4
2 2 0|1 0 448 280 0 4 0|1 0 0 1|—-4

Damit lautet x; = (0.25,0.25, —4)T, und Normierung ergibt
F1 ~ (0.062257, 0.062257, —0.996116)7 .

c) Mit dem Rayleigh-Quotienten erhélt man zuerst eine Naherung fiir den Eigenwert
o; = %ﬂ von A7V = (A — pl)

A
T -1 T
~ R ,AA_%A ro  wgmy  —4 4
03 ~ (1:07 )— T =7 —T——-

Wegen \3 = p + 0—13 liefert dies als neue Nédherung fiir \s:

1 le’[) 1
M~y +—— =+ 97 10+ — ~9.75.
sEH R(zg; A1) a x5 11 —4
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d) Andererseits kann man eine Nidherung fiir A3 direkt iiber R(xy; A) berechnen:

Rizy; A) = xt Ay _ mlT(A; wul )y N x{,tTLle _ xixo

ZL‘?ZEl €Ty T M)

Dies ergibt die Ndherung

No ~ Rl A) = i+ 2150 _qg 4
5 R = 16.125

~ 9.751938.

H 17 Wielandtverfahren: Sei i eine Eigenwertniherung zum Eigenwert A\ der Matrix A, d.h.
Az = Ax. Dann erhélt man mit dem Startvektor xy eine Eigenvektorndherung von x

durch
(A=pD)Zpp = wy
Tyl = ika Wielandtverfahren
|| Z g1

Mit einer Dreieckszerlegung von A — pl , d.h. P(A — pl)Q = LR rechnet man dann

geméf
z = Py
LUk = 2k
ka = Vi
QTip = wp.
Sei
1000 10 1 1 0 0 1000 10 1
A = —1000 —20 -2 = -1 1 0 0 -—-10 -1 = LR
1000 20 3 1 —-11 0 0 1

Fiithren Sie einen Schritt des Wielandtverfahrens zur Bestimmung des kleinsten Eigen-
wertes von ATA mit p = 0 aus. Finden Sie so eine (realistische) untere Schranke fiir
|A7!|]o. Wihlen Sie den Startvektor fiir die Wielandtiteration in der Form (a,b,c)”
mit a,b,c € {—1,1} so, daB ||R™Txo||o moglichst grof wird. Zeigen Sie ferner, dafl
|A|] ~ 10004/3 und berechnen Sie so eine Schitzung fiir cond(A). Der wahre Wert ist

cond(A) = 2477.44... in der 2-Norm

Wahl des Startvektors: Mit zo = (a,b, c) gilt:
y = RTzy < RTy = x
Als Losung des Gleichungssystems erhélt man

_a _a b b
YU 000 27T 1000 10 BTC
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Damitc = 1 b = —1 a = 1 (Eine andere Kombination ist natiirlich auch méglich).
o = (1,—1,1)" y = (0.001,0.101,1.1)"

Weil AT A symmetrisch und positiv definit ist, sind die Eigenwerte reell und gréBer Null.
Es gilt daher
Amin(ATA) = p| = Pin(ATA)] < [NATA) — 4

fiir alle Eigenwerte A von AT A mit X\ # \,in. Somit :
ATA%, = zy (Wielandtiteration mit yu = 0 fiir AT A)
& RTLTLRT, = 2y < L'LR¥ = R Txy =y
Lose die gestaffelten Systeme:

= (0.102,1.201, 1.1)"

LR = 2z = L'z =y = =z
z = w = (0.102,1.303,2.301)"

le =. w = Lw =

= 7; = (0.001405, —0.3604,2.301)"

Nun gilt:
147 = Ve((ATA)) = VI[[(ATA)],
lz1lla = [[(ATA) ol < [[(ATA)Mollzolla =
A7, > Haalla 1.1569
||zl l2
Wegen
1A]l2 = v/ Amax(ATA)

und dem Kreisesatz von Gershgorin fiir

3-10° 5-10* 5-103
ATA = * 900 110
* * 14

ist offenbar

|A|]2 ~ 1000v3

und somit ergibt sich als Schétzwert fiir cond(A) 2003.8 , in Relation zu dieser einfachen
Vorgehensweise also ein sehr guter Wert. Die hier behandelte Technik ist eine einfache
Variante der sogenannten Konditionsschétzer, die Teil eines jeden guten Gleichungsldsers
sind.
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H 18 Sei A eine diagonalidhnliche komplexe Matrix mit genau einem einfachen betragsdomi-

nanten Eigenwert A\;. Betrachten Sie folgende Variante der direkten Iteration von v.
Mises:

1. Wiahle zp und yo € C™ geeignet.
2. Fir k=0,..., setze

H _ H
Y1 =Yg A
Ty = Ay

Zeigen Sie, dafl dann
y;fl Axy,

H
Y Tk

gilt. Wie prézisiert man “geeignet gewahlt“?

—Ai| = O( (|)‘2//\1|>2k>

Offenbar ist die Folge {y)} die Vektorfolge aus der direkten Iteration nach von Mises fiir
A" mit y, als Startvektor. In Analogie zur Konvergenzvoraussetzung fiir {x;} fordern

wir deshalb .
Yo = vaz‘ mit 1 # 0,
i=1
wobei die v; die Linkseigenvektoren von A sind. Wir wahlen diese so, dal3
'UJH'LLi = 5,'7]' V Z,j

mit den u; als (Rechts)eigenvektoren von A. Nun ist

Ty = )\51U1+Z)\1 kfj u;)

Y = 1771 U1+Z)\ ng
1

und wegen der Biorthogonalitét der u; und v;

yfok B y,fkaﬂ

y,f@c y,ka

offur + 3700 (A /M) &G /) / (6t v,
vfuy+ 520, (g /M) (Emy) /(&) vFy

— M(+O(EH)

- 1



