Fachbereich Mathematik TECHNISCHE

Prof. Dr. P. Spellucci %=\ UNIVERSITAT
Wintersemester 2007/2008 e DARMSTADT
29.10.2007

Numerik des Matrizeneigenwertproblems
Ubung 2

Prasenziibung

U4 Seien A € R und S € R™ " beide symmetrisch. Q; € R™ " erfiille

QIO = 1.
Man setze
By = AQi— Q1S
und zeige: zu jedem der r Eigenwerte von S, A(5),...,\.(S5) gibt es einen Eigenwert

Ajiy(A) von A mit

J

Hinweis: Man ergéinze (1 zu einem vollstindigen Orthonormalsystem @ = [Q1, Q2] und
setze

@40 = (5 g0, ) +E = B+E

wende dann Satz 1.1.7 an und schéitze dann || E||, mit Hilfe der Definition der Matrixnorm
ab.

U5 Seien A, B € C™" beide hermitisch und );(A), \;(B) die dazugehérigen Eigenwerte mit
A(A) > ... > M(A4), M(B) > ... > A\(B).
Man beweise mit Hilfe des Courant’schen Minimaxprinzips die Aussage von Satz 1.1.7
Ai(A) = Ai(B)] < p(B—A).

Hinweis: Man schreibe B = A+C mit C' = B — A und versuche mit dem Minimaxprinzip,
angewendet auf A+ C, die Ungleichung

Ai(B) < Ai(A) +p(C)
zu zeigen. Dann vertausche man die Rollen von A und B.

U6 a) Sei A = Blockdiag(Dy, ..., Dy) eine Blockdiagonalmatrix deren Diagonalblécke D;
quadratische Matrizen sind. Zeigen Sie: Jeder Eigenwert von A ist Eigenwert eines D;
und umgekehrt (d.h.u.a. die Vielfachheit eines mehrfach auftretenden Eigenwertes
summiert sich )



b) Fir

1 vV2 0 0

A | vz o2 w00
B 0 100° 3 V2

0 0 V2 2

bestimme man mit Hilfe von Abschéatzungen fiir Eigenwerte gestorter Matrizen die
Eigenwerte bis auf einen Fehler von 107°.
Hinweis: Betrachten Sie mit einer Matrix B die Differenz B — A.

Hausiibung

H4 Sei A eine hermitische n x n Matrix mit den Eigenwerten \; > Ay > --- > \,. Zeigen
Sie, dafi fiir jede Hauptuntermatrix

Qi 0 Qg
B =

Qi
mit 1 <17 <5 < n gilt:
a) B besitzt reelle Eigenwerte pi; > pio > -+ > pj_i11.
b) Es gelten die Ungleichungen Ay > p1 und g1 > A,

Hinweis: Folgern Sie die Aussagen mit Hilfe von Satz 1.1.6.
H5 Beweisen Sie die Aussage des Satzes 1.1.8: Sei A diagonaldhnlich und
U = (ug,...,up)
ein vollstéandiges Eigenvektorsystem von A. Ferner sei eine beliebige Matrix B gegeben.
Dann gibt es zu jedem Eigenwert \;(B) einen Eigenwert \;(;)(A) so, daB gilt
A (A) = Ai(B)] < condy, (U)[| B = Al

Hinweis: Verwenden Sie die Beweisskizze aus dem Skript und ersetzen Sie die || - ||
Norm durch die || - || Norm.

H6 Die Singuldrwerte einer n x n-Matrix A sind definiert als Wurzeln der Eigenwerte der
Matrix A7 A. Seien A und A aus CV*¥ und 0;,5; die dazugehorigen Singulidrwerte fiir
1 <1 < N. Zeigen Sie:

|ai—<~7l~|§HA—f1H 1<i<N
2

Hinweis: Bestimmen Sie o2 mit dem Minimaxprinzip beziiglich der Matrix A% A. Versu-
chen Sie dann mit

|| Azl]5 qi L Azl
< [[A=All
[|z] [l]]2

o; nach oben abzuschétzen, sodal sich die geforderte Ungleichung ohne Betragstriche
ergibt. Vertauschen Sie dann die Rolle von A und A.
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Prisenziibung

U4 Seien A € R™" und S € R beide symmetrisch. Q; € R™ erfiille

Man setze
Ey = AQ, — Q1S

und zeige: zu jedem der r Eigenwerte von S, A(S5),...,\.(S) gibt es einen Eigenwert
Aji)(A) von A mit

Hinweis: Man erginze (1 zu einem vollstindigen Orthonormalsystem @ = [Q1, Q2] und
setze

@40 = (5 g0, ) +E = B+E

wende dann Satz 1.1.7 an und schétze dann || E|| mit Hilfe der Definition der Matrixnorm

ab.

Es gilt
r o (QTAQ QTAQ,
QAQ = (QQTAQl @234%)

Andererseits ist
QTAQ = S+QiE
QAQ1 = QB
Nach der Definition von B ist also (wegen der Symmetrie)
o _ (@B FQ
QEr O '

Die Eigenwerte von B sind diejenigen von S und QY AQ,. Nach Satz 1.1.7 gilt bei ab-
steigender Sortierung der Eigenwerte

[Ai(A) = Ai(B)| < [[E]]

Also gibt es fiir die r Eigenwerte von S eine Umnumerierung der Eigenwerte von A, sodafl
die Behauptung bereits gilt mit ||E||, statt v/2||E||. Nun benutzen wir die Definition der
Matrixnorm zur Abschétzung von ||E|| und partitionieren zu diesem Zweck einen Vektor
x € R™ entsprechend der Partitionierung von @ in |y; z| mit

lzllz = 1 & [z +1lzllz = 1
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Us

Damit unter Ausmultiplizieren von Ex und Ausnutzung der Orthonormalitit von ()

1Bl = max [[Ex]],
zl2=1

QT Evy ) < ET Q2 )
_|_
lellomt ] ( QY Evy O 2

< Hnﬁaxl(llEll|2||y||2Jr||ElTQ2?~’||2
Z||2=

< max [ la(llyllz +[12]]2)

< V2||E

Dabei wurde zuletzt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

a+0] = (L)@ h)'| < VEF PV 182

ausgenutzt.
Bem.: QT AQ, wird als matrizieller Rayleighquotient bezeichnet.

Seien A, B € C™*™ beide hermitisch und \;(A), A\;(B) die dazugehorigen Eigenwerte mit
AM(A) > ... > M (A4), M(B) > ... > \(B).
Man beweise mit Hilfe des Courant’schen Minimaxprinzips die Aussage von Satz 1.1.7
[Ai(A) = Ai(B)] < p(B—A).

Hinweis: Man schreibe B = A+C mit C' = B— A und versuche mit dem Minimaxprinzip,
angewendet auf A 4+ C', die Ungleichung

Ai(B) < Ai(A) + p(C)
zu zeigen. Dann vertausche man die Rollen von A und B.
Weil B hermitisch ist gilt,
(B) = mi B): My =
Xi(B) Vren)}irilmax{R(x, )i x#£0,z"v=0 YoeV}

< max{R(m,B): r#0,2% =0 VUEV}

fiir ein beliebiges V.
Wegen B = A+ C und R(z; B) = R(x; A) + R(x; C) folgt

Ni(B) < max{R(m;A): z#0,2%0 =0 VUGV}
—I—maX{R(m;C’): r# 0,070 =0 ‘V’UEV}

< maX{R(x;A): r#0,2%0 =0 VUEV}—{—maX{R(y;C’)}.

yelCm
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Weil C' hermitisch ist, gilt
max {R(y; C)} < p(C)

yer™

und weil V € V;_; beliebig wéhlbar war folgt

Ai(B) < Ai(A) +p(C) = Ai(B) = Xi(A) < p(C).

Vertauschen wir B und A, erhélt man
N(A) = M(B) < p(A — B) = p(B - A)
und ist fertig.

U6 a) Sei A = Blockdiag(Dy, ..., Dy) eine Blockdiagonalmatrix deren Diagonalblocke D;
quadratische Matrizen sind. Zeigen Sie: Jeder Eigenwert von A ist Eigenwert eines D;
und umgekehrt (d.h.u.a. die Vielfachheit eines mehrfach auftretenden Eigenwertes
summiert sich )

b) Fiir
1 V2 0 0
A | vz o2z w00
- 0 107° 3 2
0 0 V2 2

bestimme man mit Hilfe von Abschéatzungen fiir Eigenwerte gestorter Matrizen die
Eigenwerte bis auf einen Fehler von 107°.
Hinweis: Betrachten Sie mit einer Matrix B die Differenz B — A.

a) Es gibt unitire Matrizen U; mit UZ-H D,;U; = R;, wobei R; obere Dreiecksmatrizen sind
(Satz von Schur). Mit der untiren Blockmatrix:

U = Blockdiag(Uy,...,Ux)
erhalten wir durch Transformation:
UPAU = Blockdiag(Ry, ..., Ry)

Die rechte Seite der Gleichung ist eine obere Dreiecksmatrix mit allen Eigenwerten
auf der Diagonalen.

b) Setzen wir:

oosh—n
OO[\DEI

EWOO
[\D&OO
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Dann gilt:
Xi(B) = Mi(A)] < p(B — A) < [|B = Al <1077

Auf B konnen wir Teil a) anwenden und die Eigenwerte konkret ausrechnen.

erster Block = M\ (B) =0, X\(B)=3
zweiter Block = X3(B) =1, M(B)=4



Numerik des Matrizeneigenwertproblems Ubung 2, Lésungsvorschlag )

Hausiibung

H4

H5

Sei A eine hermitische n x n Matrix mit den Eigenwerten A\; > Ay > -+ > \,. Zeigen
Sie, daB fiir jede Hauptuntermatrix
Qi 0 Qg
B =
Qji o Qg
mit 1 <7 < j <n gilt:
a) B besitzt reelle Eigenwerte f1q > pig > -+ > pj_iqq.

b) Es gelten die Ungleichungen Ay > iy und ;41 > Ay,.
Hinweis: Folgern Sie die Aussagen mit Hilfe von Satz 1.1.6.

a) Die Hauptuntermatrizen sind (wie A) hermitisch, besitzen also reelle Eigenwerte.

b) Fiir pj_;y1 gilt ptj_i41 = min,«g y;HB; Y. Erweitert man den Vektor y durch Oen auf die

Dimension n in der Form & = (0,...,0,y™,0,...,0)%, so gilt
—— ——

i—1 n—j

) oAz . T Az .y By
= min min = min ¥ = p,_;
a0 pHg T ak0 gy yt0 yHy Hi=it1

Analog zeigt man p1; < \p.

Beweisen Sie die Aussage des Satzes 1.1.8: Sei A diagonaldhnlich und
U = (uy,...,up)

ein vollstédndiges Eigenvektorsystem von A. Ferner sei eine beliebige Matrix B gegeben.
Dann gibt es zu jedem Eigenwert \;(B) einen Eigenwert \j;)(A) so, daB gilt

[\j(iy (A) = Ni(B)| < cond),(U)||1 B — Al

Hinweis: Verwenden Sie die Beweisskizze aus dem Skript und ersetzen Sie die || - ||
Norm durch die || - || Norm.

O.B.d.A. sei \i(B) # \;j(A) fiir alle i,j = 1,...,n. Sonst ist die Behauptung trivial. Sei
x # 0 ein Eigenvektor zu A\;(B). Dann kann man x darstellen als

= (MN(B)I — A (B - Az
FEine Normabschétzung ergibt

lzll2 < [(A(B) = A) 2B = A)llz]| 2]l
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H6

und somit

1< [(MB)T = A) 7 2M(B = A)ll2.
Da A diagonalisierbar ist folgt
1 < (NB)UUT = UALU )2 [(B = A2

L < [J(UN(B) = AU )72 l(B — A2
L < [[Ull2lN(B)T = Aa)H[UH2l[(B = A)ll
1 < cond),(U)[[(M(B)I — Aa)7H2l[(B = A2

Die Norm der Diagonalmatrix ist gegeben durch

1

1B = M) e = e B = R (A

Somit folgt die Behauptung
min [\ (B) — Ajip(A)] < condyg, (U)(B — Ao

Die Singulérwerte einer n x n-Matrix A sind definiert als Wurzeln der Eigenwerte der
Matrix A¥ A. Seien A und A aus CV*¥ und 0;, 5; die dazugehorigen Singulidrwerte fiir
1 <1i < N. Zeigen Sie:

|0i—6i|§HA—f~1H 1<i<N
2

Hinweis: Bestimmen Sie ¢ mit dem Minimaxprinzip beziiglich der Matrix A7 A. Versu-

chen Sie dann mit

[[ Azl
|22

o; nach oben abzuschétzen, sodal sich die geforderte Ungleichung ohne Betragstriche
ergibt. Vertauschen Sie dann die Rolle von A und A.

< A=Al + o

o? ist Eigenwert der hermitischen Matrix A¥ A. Nach dem Minimaxprinzip folgt:

2 _ H H, _
o; = Vrél)}lnlmax{RxA A), z#0, z'v=0 YoeV}
wobei: T A2
wfle [1z]]3-

Weil alle o; nichtnegativ sind, folgt:

A
0; = min max I 37H27 r#0, 2lv=0 YveVs}.
VAV
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Sei jetzt V' € V;_; beliebig und v = 0 Vv € V sowie x # 0. Es gilt:

|| Az[5

. Az
< JlA- A+ A2l
|2 |||
- A
maX{HHleHQ, r#0, 28v=0 VUGV}
2
- A
< ||A—A||2+maX{HHT’H2, 240, ay =0 vUeV}
T||2
=

. A
o; < ||A—A||2+max{HH;|:|H2, z#0, zfv=0 VUEV}
2

und weil V' € V;_1 beliebig war, folgt:

0i <|[A-Allz+6, & 06— <||A— Al

Mit vertauschen von A und A, ergibt sich die Betragungleichung.



