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Numerik des Matrizeneigenwertproblems
Ubung 1
Prisenziibung

U1l (Kreisesatz von Gerschgorin)
Beweisen Sie den Kreisesatz von Gerschgorin:

Sei A € C™™™ und

Ki={2eC: |[A—ay| < Z|aij|}

J#i
n

Ki = {\eC: |]XN—ay < E laji|}
i=1
i#i

Ist A(A) ein Eigenwert von A, dann gilt

MA) € (Q ici) N (L:Jl IC) .

Hinweis: Es gilt Az = Az, © # 0. Betrachten Sie Zeile ¢ mit |z;| = ||2||o-

U2 (Verschirfung des Satzes von Gerschgorin)

1 10
Gegeben sei die Matrix A= | 1 4 1
017

a) Bestimmen Sie mit dem Kreisesatz von GERSCHGORIN Naherungen fiir die Eigenwerte
der Matrix A.

b) Transformieren Sie A mit einer Diagonalmatrix D = (1, a, @) und einem geeigneten
a # 0 so auf eine Matrix B = D7 *AD, dafl der Kreis um 1 isoliert wird. Wie lautet
die so erhaltene Abschéitzung fiir den Eigenwert nahe 17

U3 SeieeR und:

A:

m M =
m =M
— M M

a) Man bestimme den Eigenwert zum Eigenvektor (1,1,1)7.



b) Sei

B =

n O O
o O O
S O M

Man bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A — B.

c) Berechnen Sie den kleinsten relativen Fehler

a = min {W c = (1,1,1)", y Eigenvektor von A — B}
T2

und vergleichen Sie diesen Wert mit der groftméglichen relativen Storung des in a)
errechneten Eigenwertes. Was passiert mit den Eigenwerten und Eigenvektoren von
A und A — B fiir ¢ — 0. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Hausiibung

H1 (Verschirfung des Satzes von Gerschgorin)
Gegeben sei die Matrix

—_

5
A:

S 00 O

0
1 1
0 1
a) Bestimmen Sie mit dem Kreisesatz von Gerschgorin Néherungen fiir die Eigenwerte

der Matrix A.

b) Transformieren Sie A mit einer Diagonalmatrix D = («,1,3) mit «, 5 # 0 so,
daf die Gerschgorin-Kreise von B = D7 'AD voneinander getrennt sind. Welche
Abschétzungen fiir die Eigenwerte von A erhalten Sie?

c) Zeigen Sie, daf§ die Matrix A nur reelle Eigenwerte besitzt, ohne die Eigenwerte

explizit zu bestimmen.

H2 (Symmetrische Matritzen)
Zeigen Sie mit Hilfe des Kreisesatzes von GERSCHGORIN:

a) Eine symmetrische, strikt diagonaldominante Matrix ist genau dann positiv definit,
wenn alle Diagonalelemente positiv sind.

b) Eine symmetrische, invertierbare, diagonaldominante (aber nicht unbedingt strikt dia-
gonaldominante) Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle Diagonalelemente
positiv sind.

Hinweis: Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit ist, wenn alle ihre
Eigenwerte positiv sind.



H 3 Sensitivitét eines isolierten FEigenwertes

Sei A € R™*™ diagonaldhnlich mit reellen Eigenwerten, X = (z1, ..., z,) ein vollstiandiges
Eigenvektorensystem von A, Az; = \;x; sowie [|z;][le =1,i=1,...,n.
Ferner sei

X t=Y= : (dh. y# A = yH )\, y; sogenannter Linkseigenvektor zu ;).
H
Yn

A; sei ein einfacher Eigenwert von A. Dann gilt: zu F' € R™*" mit || F'||; hinreichend klein
existiert ein einfacher Eigenwert y; von A + F mit Eigenvektor z;, ||zj||2 = 1 so, da8

v Py ly)llzll; ]l

||yf||2||ffj||2 yflffj

+O(IF13)

pio = At

n H H
yi Fay oy |loll2ill 1
zj = $j+(§: o VIV +O(||F[)3)-
j i

e [7d P 2 PE

Hinweis: Benutzen Sie den Hauptsatz iiber implizite Funktionen fiir das Problem
G(z, A\ €) =0 mit

Gla,\e) = ( (A+6TF0)1: — Az )

rrxr—1
F = EF().
Dazu sind zunéchst die Voraussetzungen zu priifen. Dabei kénnen sie die Matrix A zur

Vereinfachung der Rechnung auf Diagonalgestalt bringen (Riicktransformation nicht ver-
gessen!).
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Prasenziibung

U1

U2

(Kreisesatz von Gerschgorin)
Beweisen Sie den Kreisesatz von Gerschgorin:

Sei A € C™™™ und

’Ci = {)\ e C: ])\—au] S Z|awl}
=
Ki={ eC: A—as| <D lal}.
j=1
J#i

Ist A(A) ein Eigenwert von A, dann gilt

Hinweis: Es gilt Az = Az, « # 0. Betrachten Sie Zeile i mit |z;| = ||2||co-

Wir zeigen die erste Ungleichung (die zweite ergibt sich dann aus der Tatsache, dafi man
die Eigenwerte von A durch komplexe Konjugation der Eigenwerte von A erhilt). Es
ist nach Voraussetzung
Z aija:j = )\I‘i,
J

also unter Ausnutzung der Dreiecksungleichung und |z;| = |||«

Jais = M| = | agws| <D lagllag] < ol Y layl.
J J

J
i#] i#] i#]

Division durch |z;| # 0 liefert die zu zeigende Aussage.

(Verschirfung des Satzes von Gerschgorin)

1 10
Gegeben sei die Matrix A= 1 4 1
017

a) Bestimmen Sie mit dem Kreisesatz von GERSCHGORIN Néherungen fiir die Eigenwerte
der Matrix A.

b) Transformieren Sie A mit einer Diagonalmatrix D = (1, o, a?) und einem geeigneten
a # 0 so auf eine Matrix B = D7 'AD, da8 der Kreis um 1 isoliert wird. Wie lautet
die so erhaltene Abschéitzung fiir den Eigenwert nahe 17
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U3

a)

b)

Da die Matrix A symmetrisch ist, macht es keinen Unterschied, ob man die Kreisradien
iiber die Zeilen oder iiber die Spalten bildet. Es ist in beiden Féllen

Ki=00,2, K,=[26, Ks=16,8]

Da sich diese drei Kreise bertihren, liefert der Kreisesatz von GERSCHGORIN lediglich
die Aussage, daf3 alle drei Eigenwerte im Intervall [0,2] U [2,6] U [6,8] = [0, 8] liegen.
Aus Stetigkeitsgriinden (die Kreise beriihren sich jeweils nur in einem Punkt!) folgt
sogar, daBb A\ € IC1, A\s € Ky und A3 € K3 gilt.

Mit der angegebenen Transformation ist

1 0
B=D'AD=1{ 0
0

oo o
o o

11
1 4
01

- = o

1
0
0

oo o
oo
I

o
OR = =

o
7

Ol i~

N

[0}

Da die Vorzeichen der Elemente auflerhalb der Diagonale fiir den Kreisesatz keine
Rolle spielt, kann man « > 0 voraussetzen. Dies liefert folgende Gleichung (man
betrachte Zeilenkreise und beachte, dali der Kreis um 7 einen kleineren Radius hat
als der Kreis um 4):

4—a—— > 1+

1
0 > 20+—-—3
o

3 1 3\ 1
0 > 2a2—3a+1:2<a2—§a—|—§):2[<a—1)]—g

L Y
16 ‘7

Die Lésung dieser quadratischen Ungleichung lautet % . }l <a< %—i—i & % <a<l.
Bei der Wahl o = 1 entspricht die Matrix B gerade der Matrix A (bei der sich ja die
Kreise um 1 und 4 beriihren) wéhrend die Wahl o nah bei % eine bessere Abschétzung
liefert. Fiir o = % (genau genommen miifite man hier den rechten Grenzwert gegen
dieses o betrachten, weil sich fiir jeden ein wenig gréferen Wert die Kreise nicht

beriihren) bekommt man die optimale Abschétzung \; € [1 — %, 1+ %] = [%, %}

Sei € € R und:

A:

M M =
QI O]
= M O

a) Man bestimme den Eigenwert zum Eigenvektor (1,1,1)7.
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b) Sei

B:

nh O O
o O O
S O M

Man bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A — B.

c) Berechnen Sie den kleinsten relativen Fehler

a = min {W : x=(1,1,1)", y Eigenvektor von A — B}
T2

und vergleichen Sie diesen Wert mit der grofftmoglichen relativen Storung des in a)
errechneten Eigenwertes. Was passiert mit den Eigenwerten und Eigenvektoren von
A und A — B fiir ¢ — 0. Interpretieren Sie das Ergebnis.

a) Offenbar ist der Eigenwert 1 + 2¢.

b) det(A— B —X)=(1-X)3—=2(1-Xe2=(1-N)((1—-X)?—2¢?) =0, also
i) A\; = 1 mit dem Eigenvektor (1,0, —1)T
ii) Ay =14 &v/2 mit dem Eigenvektor (1,v/2,1)"
iii) A3 = 1 —&v/2 mit dem Eigenvektor (1, —v/2,1)"

c) Wir erhalten fiir die drei Eigenvektoren:
min[lz — (1,0, -1)7|l; = V3
I

m

IILin |z — (1, V2, 1))l = 1/3/2+V2

= a = 0.1691.... Dieser Wert bleibt fiir alle € konstant. Die Eigenwertstorung verhalt
sich anders:

(1+25)— (1—v2e)  (2+V2)e

= 0 mit 0.
1+ 2 14+ 2¢ o e

Bei beiden Matrizen A(e) und (A — B)(e) handelt es sich um geringe Stérungen der
Einheitsmatrix. Die Stetigkeit der Eigenwerte in Abédngigkeit der Matrixelemente
ist hier offensichtlich, genauso wie die Unstetigkeit der Eigenvektoren.
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Hausiibung

H1 (Verschirfung des Satzes von Gerschgorin)
Gegeben sei die Matrix

—_

5
A=

S 00 O

0
1 1
0 1
a) Bestimmen Sie mit dem Kreisesatz von Gerschgorin Néherungen fiir die Eigenwerte

der Matrix A.

b) Transformieren Sie A mit einer Diagonalmatrix D = (a,1,5) mit «,5 # 0 so,
daf die Gerschgorin-Kreise von B = D~ 'AD voneinander getrennt sind. Welche
Abschétzungen fiir die Eigenwerte von A erhalten Sie?

c) Zeigen Sie, dafl die Matrix A nur reelle Eigenwerte besitzt, ohne die Eigenwerte
explizit zu bestimmen.

a) Da die Matrix A nicht symmetrisch ist, macht es einen Unterschied, ob man die
Kreisradien tiber die Zeilen oder iiber die Spalten bildet. Es ist

lCl = U6(15), ]Cg = Ug(g), ]Cg = U6(].)

und

Ki=U,(15), Ky=Up(8), Ks=U(l).

Da sich die drei Kreise jeweils iiberscheiden, liefert der Kreisesatz von GERSCHGO-
RIN lediglich die Aussage, daf3 alle drei Eigenwerte in

(K1 UKy UK3) N (Ky UKo UKy)

liegen.

b) Mit der angegebenen Transformation ist

100 15 6 0 a 00 15 20
B=D'AD=1| 0 1 0 1 81010 |=[a 824
1 6
00 3 0 6 1 0 0 p 0 5 1
Betrachtet man entsprechende Spaltenkreise, so kommt man zu den Ungleichungen
6 6
15— |a| > 84—+ —,
ol 5]
6 6
8— ——— > 144
o 5]

Die Wahl a = 3 > 0 liefert (beide Ungleichungen sind dann identisch)

12
B-—a>84+—= & a?>—Ta+12<0 < 3<a<d
«
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H2

Eine mogliche Losung ist z. B. a« = 3 = 3.5 und die Matrix

15 2 0
B=| 35 8 35
0 2 1

mit den GERSCHGORIN-Kreisen
I&l - U3,5<15>, 162 - U24/7(8), 163 — U35(1)

Diese sind jeweils disjunkt, also gilt fiir die Eigenwerte \; € Ky = Uss(15), Ay €
Ko = U24/7(8) und A3 € K3 = U35(1)

¢) In jedem Kreis K; aus b) liegt jeweils ein Eigenwert von A. Damit kénnen keine
komplex konjugierten Eigenwerte existieren (diese miilten beide im selben Kreis
liegen!), somit also iiberhaupt keine komplexen Eigenwerte (denn bei einem kom-
plexen Eigenwert a + ib ist stets auch a — ib ein Eigenwert), weshalb A nur reelle
FEigenwerte besitzt.

(Symmetrische Matritzen)

Zeigen Sie mit Hilfe des Kreisesatzes von GERSCHGORIN:

a) Eine symmetrische, strikt diagonaldominante Matrix ist genau dann positiv definit,
wenn alle Diagonalelemente positiv sind.

b) Eine symmetrische, invertierbare, diagonaldominante (aber nicht unbedingt strikt dia-
gonaldominante) Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle Diagonalelemente
positiv sind.

Hinweis: Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit ist, wenn alle ihre
Eigenwerte positiv sind.

Grundlage dieser Aufgabe ist die Aussage, daBl eine symmetrische Matrix genau dann
positiv definit ist, wenn alle ihre Eigenwerte positiv sind.

a) Bei einer strikt diagonaldominanten Matrix A gilt || > >, |aij|. Damit ist der
Radius des GERSCHGORIN-Kreises um das Diagonalelement kleiner als die Entfer-
nung des Kreismittelpunktes vom Ursprung, weshalb der Kreis entweder komplett in
der negativen oder komplett in der positiven Halbebene der komplexen Zahlen liegt.
Falls auch nur ein Diagonalelement negativ ist, existiert ein Kreis und damit eine
Zusammenhangskomponente in der linken Halbebene, die einen Eigenwert enthalten
mufB. Daher sind genau die Matrizen (vom angegebenen Typ) positiv definit, die nur
positive Diagonalelemente besitzen.

b) Fiir eine invertierbare, diagonaldominante Matrix argumentiert man &hnlich wie in
Teil a), nur kénnen nun Kreise durch den Ursprung gehen. Sobald ein Diagonalele-
ment negativ ist, existiert ein Kreis und damit eine Zusammenhangskomponente, die
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komplett nicht in der rechten Halbebene liegt, also einen Eigenwert A mit A < 0
enthalten mufl. Damit kann A nur positiv definit sein, wenn alle Diagonalelemente
positiv sind. In diesem Fall bleibt noch der Eigenwert 0 auszuschliefen, doch da die
Matrizen regulér sind, besitzen sie nur von 0 verschiedene Eigenwerte.

H 3 Sensitivitit eines isolierten Figenwertes

Sei A € R™*™ diagonaldhnlich mit reellen Eigenwerten, X = (z1, ..., z,) ein vollsténdiges
Eigenvektorensystem von A, Az; = A\;x; sowie [|z;]le = 1,1 =1,...,n.
Ferner sei

X t=Y= : (dh. y# A = yH )\, y; sogenannter Linkseigenvektor zu ;).
H
Yn

A; sei ein einfacher Eigenwert von A. Dann gilt: zu F' € R™*" mit || F'||; hinreichend klein
existiert ein einfacher Eigenwert y; von A + F mit Eigenvektor z;, ||zj||2 = 1 so, da8

H H
ViFs el ,
P ‘ +O(IFIR)
’ Ty ol yjl ?
n H H
WiFr  ylaleds 1 ,
= (2 Wl e N —n )

Hinweis: Benutzen Sie den Hauptsatz iiber implizite Funktionen fiir das Problem
G(z, A\ €) =0 mit

Gla,\e) = ( (A+6TFo)a: — Az )

ztr —1
F = EF().

Dazu sind zunéchst die Voraussetzungen zu priifen. Dabei kénnen sie die Matrix A zur
Vereinfachung der Rechnung auf Diagonalgestalt bringen (Riicktransformation nicht ver-
gessen!).

Die Transformation auf die Diagonalgestalt erfolgt mit der gegebenen Matrix X der
FEigenvektoren:

X'AX = D = diag(\y, ..., \n).

Man definiere
B=X1'FX — X 'FX =¢B.

Die Matrix X ist regulédr und damit sind die Eigenwerte von A+ F' mit den Eigenwerten
von X '(A+ F)X identisch.
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0.B.d.A. sei \; eine einfacher Eigenwert von A. Der dazugehdérige Eigenwert von D ist e;.
Um den Haupstatz tiber implizite Funktionen anwenden zu kénnen muf} die Jacobimatrix
<G im Punkt (%, \,€) = (e, A1, 0) reguléir sein. Die Matrix ist gegeben durch

o(z,\)
0 [ D+eB - ‘ —x
oz, \) 2x7 \ 0 /)
FEinsetzen der ungestérten Daten ergibt
0 0 -1
O Gleprn0) - (Dondza )| 0
Az, \) T 227 [0 ) | : g ;
0 e A=A O
2 0 e 0 0

Da \; ein einfacher Eigenwert ist, ist diese Matrix regulédr. Der Hauptsatz iiber implizite
Funktionen ist also anwendbar und somit existiert fiir hinreichend kleine Stérungen e
eine eindeutige Losung

(x(e),\(€),e) von G(z,\€)=0.

Ferner gilt nach der Kettenregel
0 (x 0 e
— =—|=7—=G —G
86()\) (8(37,/\) > de '
0 Bz
—G = .
Oe ( 0 )
Dies kann in der Taylorentwicklung von A(e¢) um € = 0 verwendet werden. Es gilt ndmlich

AeE) = M+ e2M€)]emo + O(€?)

wobel

0 o0 =1\
Ay — A\ f 0
B
= M —eeryy | : ( 061>+O<62)
0 A=A | 0O
2 0 0 0

Die inverse Matrix kann man explizit berechnen

0 0 1N\ ! 0 o0 |2

Ao — N : 0 e : o]0
0 - A=A | 0 0 5 | 0
2 0 0 0 -1 0 0 |0
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Durch Finsetzen erhalt man dann das Resultat

Me) = M +eelBey +O() =M\ +el X 'FXe, +0O(2) = A\ + el YFx, + O(e?)
= )\1 + yf{Fasl + 0(62).

Nach Voraussetzung gilt yf'z) = 1, ||z1|l = 1. Mit ||F||3 = ||eFp]|3 = O(e?) ergibt sich
schliefflich " .
y Foy [y (2]l

lyillollzalla yifa

Den FEigenvektor z; berechnet man analog:

i = AMe) =M + +O(IF12)-

2(e) = e1+e2a(e)|eo + O(e?)

0 . 0o |2
1 : 0
N A2—A1
= e —¢€(eq, eq,...€,,0) : : ( Boel ) +O(¢?)
0 )\ni)\l 0
—1 0 0 0
0 0
1 :
= e — ) A2—A1 ‘ . . EBel + (9(62).
0 L
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Mit der Transformation z; = Xx(¢€) erhdlt man

0 0
1 :
5 o= Xer—X | M _ ' - eBey + O(€?)
: . 1
0 N1
0 - 0
1 :
= n-X| M ' ‘ X 'FXe, + O(€)
: . 1
0 P
OH
el
— - X| M - Fay 4+ O(é%)
oH
1 H . FIL’l
= I - X 2= A )\1 _2 +O(€2)
AniAl cyl . Pay

1
= I+ Z (yHFm Y !Ez) +0(é).

Mit yHx; =1, ||z1|l2 = 1, ||F]|3 = O(€?) erhélt man schlieSlich

—~  ylFa |yt || ol 1
z1=$1+< Z 'Al_)\i‘xi +O(HFH§)

i=1,i#1 Hyz H Hx1H2 yz Z;




