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Numerische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker
Ubung 8
Préasenziibung

U 23 GauB-Algorithmus. Losen Sie das Gleichungssystem Az = b fiir

6 3 1 1
A= 8 5 2 , b= 2|,
9 7 4 3

durch Anwendung des Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung. Interpretieren Sie das Er-
gebnis als Zerlegung der Form PA = LR.

U 24 Gegeben sei das Schema:

43 1 2
48 4 2 1
1
3/ 2 1 2
1 1
121 1
1
2/ 1 1 1

Es wird behauptet, dieses Schema kénnte aus der Anwendung des Gau-Algorithmus mit Rest-
matrixpivotsuche, angewandt auf eine invertierbare Matrix A € R***, entstanden sein. Uber-
priifen Sie die Behauptung, ohne A zu rekonstruieren, und geben Sie gegebenenfalls alle Eintriage
an, die dieser Behauptung widersprechen. Bitte begriinden Sie Thre Antwort!

U 25 Gegeben sei eine Faktorisierung einer Matrix A in der Form
1 0 0 2 4 6
A=12 1 0 0 2 8
3 41 0 0 -1

Beantworten Sie (ohne auszumultiplizieren!) folgende Fragen:

a) Ist A symmetrisch?
b) Ist A positiv definit?

U 26 a) Bestimmen Sie die CholeskyZerlegung von

1 0 0 1
04 2 0
4 = 0 2 5 12
1 0 12 46

b) Berechnen Sie L.



Hausiibung

H23

H24

H25

Zu 16sen ist das Gleichungssystem Ax = b mit
1 3 -2 1
A = 2 1 -4 und b = 2
2 2 8 3

Gehen Sie folgendermaflen vor:

a) Bestimmen Sie mit der Restmatrix-Pivotstrategie die Zerlegung PAQ = LR. Geben Sie
P, Q, L, R explizit an.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus Teil a) die Lésung zum linearen Gleichungssystem
Az =b.

xc) Berechnen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus Teil a) die Inverse A1,

Gauf3-Algorithmus mit und ohne Spaltenpivotisierung in 5-stelliger Gleitpunkta-
rithmetik

Gegeben ist das Gleichungssystem Az = b mit

1.7 3210 —3225 —24.9
A= -09 88 =56 , b= 3.7
101.7 —7.8 5.7 300.9

Dieses Systems ist sehr empfindlich bei der Durchfithrung des Gauf-Algorithmus gegeniiber
Rundungsfehlern. Losen Sie das System unter Verwendung einer fiinfstelligen, dezimalen Gleit-
punktarithmetik (Rechnen mit 5 signifikanten Stellen). Benutzen Sie dabei den Gauf$-Algorithmus

a) ohne Pivotisierung,
b) mit Spaltenpivotisierung.
c) Vergleichen Sie die Ergebnisse mit der exakten Losung x* = (3,2,2)7. Woher kommen die

unterschiedlichen Resultate.

Hinweis: Es ist praktisch, die wissenschaftliche Zahlendarstellung mit 5 stelliger Mantisse zu
benutzen. Zum Beispiel

1234,567 — 1,234567-10° — 1.2346E+3
3,141759 — 3,141759-10° — 3.1418E+0
0,000654321 — 6,5432-10"* — 6.5432E-4.

Bringen Sie jedes Zwischenergebnis auf diese Form, und runden Sie auf die letzte Stelle. (Ach-
tung: Taschenrechner rechnen oft intern mit hoherer Genauigkeit als die Anzeige vortduscht!)

Gegeben sei die Matrix
4 2 4 -2
2 5 4 -3
A= 4 4 6 —4

-2 -3 -4 4

a) Berechnen Sie mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus (ohne Pivotisierung) eine L R—Zerlegung
von A (A= LR).



b) Leiten Sie mit Teil a) eine Zerlegung der Form A = LL” her.

H 26 a) Bestimmen Sie die Cholesky—Zerlegung von

b) Berechnen Sie L~

1
2
-1
1

2

8
-2

4

-1 1
-2 4
2 3
3 19
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Prisenziibung
U 23 GauB-Algorithmus. Losen Sie das Gleichungssystem Az = b fiir

6 3 1 1
A=[8 5 2|, bv=| 2|,
9 7 4 3

durch Anwendung des Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung. Interpretieren Sie das Fr-
gebnis als Zerlegung der Form PA = LR.

116 3 1 1 | Zeilentausch I gegen Il
218 5 2 2
3| 9* 7 4 3 | * = Spaltenpivot
319 7 4 3
218 5 2 2| I=0-31
16 3 1 1| m=m—31
319 7 4 3
2 % —;&* —? —% feilentausch'ﬂgegenlﬂ
1] 3 (=3 —-3|-1 = Spaltenpivot
319 7 4 3
2 _3 95|
; g 131 134 ;- m=1m 11ﬂ'
9 — 9 — 9 | 3 — = " 15
3 2 7 4 3] =2 =0B—daz—Tr):9=—1
5 5 _ 5 L(_5y_ 4
o I T S B il e R A R L
2/l 15 3| mlzm=g5i(-3)=-3
0 01 1 0 O 9 7 4
p=|100]|, L={(2%2 1 0], R={0 -3 -3
010 L TR 0o o -1
9 1 3
U 24 Gegeben sei das Schema:
4 3 1 2
418 4 2 1
1
313 2 1 2
11
1)z 5 -1 —1
1
2/ 1 1 1

Es wird behauptet, dieses Schema koénnte aus der Anwendung des Gauf-Algorithmus mit Rest-
matrixpivotsuche, angewandt auf eine invertierbare Matrix A € R***, entstanden sein. Uber-
priifen Sie die Behauptung, ohne A zu rekonstruieren, und geben Sie gegebenenfalls alle Eintrage
an, die dieser Behauptung widersprechen. Bitte begriinden Sie Thre Antwort!

Wir miissen die folgenden beiden Bedingungen iiberpriifen:
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U25

U 26

1) [a®] > 1a®)] fiir 1 > k.
(Wére das nicht so, so hétte man noch ein Spaltentausch in Schritt k durchfiihren kénnen.)
2) |yl <1firk=2,...,n, j=1....k—1.
(Wiirde fiir einen Multiplikator l,; > 1 gelten, so hétte man im Schritt k einen Zeilentausch
vornehmen kénnen.)

Zul)k:12 824:\(112\, 822:]a13], 821:|a14|
k=2: 221:|a23| 222:‘0,24’
k=3: 121:‘CL34‘

Die erste Bedingung ist also erfiillt.
zu 2) Alle ly; erfiillen |l;| < 1 und somit auch die zweite Bedingung.

Das angegebene Schema kénnte also durchaus das Resultat eines Gauss-Algorithmus mit Rest-
matrixpivotsuche sein.

Gegeben sei eine Faktorisierung einer Matrix A in der Form
1 00 2 4 6
A=12 1 0 0 2 8
3 41 00 -1
Beantworten Sie (ohne auszumultiplizieren!) folgende Fragen:
a) Ist A symmetrisch?

b) Ist A positiv definit?

a) Wir schreiben A als

1 00 2 0 0 1 2 3
A=12 1 0 02 0 01 4
3 41 0 0 -1 0 01

Dies ist eine Zerlegung der Form A = LDL" mit einer Diagonalmatrix D. Da DT = D,
gilt AT = (LDL")T = (L"YTDTLT = LDLY = A. Also ist A symmetrisch.

b) Es ist det(A) = det(L)det(R) = 1-(—4) = —4 < 0. Also ist A nicht positiv definit.

a) Bestimmen Sie die Cholesky—Zerlegung von
10 0 1
04 2 0
4 = 0 2 5 12
1 0 12 46

b) Berechnen Sie L~!.
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a) Spaltenweise Berechnung der Elemente von L aus A = LLT ergibt:
l%l =1 = 111 =1
lnlin=an = Il =ln=0ln=1
l%l+l32:4 = l22:2
loals1 +la2lzo =2 = l3=1
loalsn +la2lso =0 = l1a=0
B+, +135=5 = l33=2
lanls1 + laalsa + laglss =12 = l43=16

14211 + lZQ + 14213 + lz4 == 46 = l44 == 3

1 0 00
0200
L= 0120
1 0 6 3

b)

—0.25 0.5
-3 05 -1

o O =
[an}
[@3§
o
w—= o O O
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Hausiibung

H 23 Zu I6sen ist das Gleichungssystem Az = b mit

1 3 -2 1
A = 2 1 —4 und b = 2
2 2 8 3

Gehen Sie folgendermaflen vor:

a) Bestimmen Sie mit der Restmatrix-Pivotstrategie die Zerlegung PAQ = LR. Geben Sie
P, Q, L, R explizit an.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus Teil a) die Lésung zum linearen Gleichungssystem
Az =b.

xc) Berechnen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus Teil a) die Inverse A",

a) LR—Zerlegung:

Spaltentausch I gegen Il

Zeilentausch I gegen Il

* = Restmatrixpivot

I=10+1irI
I=1I+%I
kein Spaltentausch

w
| [
Ry S
‘HOOCOMH;OOOO DN DN

Zeilentausch I gegen Il

~NlGles b ] o i po| e o [\DHP—‘[\QMP—‘O?GHL&DCO

—~
RPN I NG I TR NN U R N RIS N TN I CRS R JU T
*

2
_% * = Restmatrixpivot
3
3 8
1
11 —2
1 _ 4
3
3 8
1
11 —2
1
2] —3
1 0 0 8 2 2
= L=|[-1/4 1 0 R=1[0 7/2 3/2
-1/2 4/7 1 0 0 15/7

00 1 00 1
P=1[100 Q=1010
010 100
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b)

Az =b < PAQQ ‘'z =Pb
& LRQ 'z=Pb

Wir lésen daher Lz = Pb, Ry = z, x = Qy. Es folgt

3 1/12 7/6
z=\|T7/4 |, y= 0 , = 0
5/2 7/6 1/12
c)
PAQ = LR = A=P'LRQ' = A'!=QR'L'P

1/8 —1/14 —-1/15 1 0 0
Rl = 0 2/7 -1/5 Lt=1| 14 1 0
0 0 7/15 5/14 —4/7 1

1/12 —1/30 —1/15
QR'L7'P = Q 0 2/5 —1/5 | P
1/6  —4/15 7/15
~1/30 —1/15 1/12
= Q| 2/5 -1/5 0
—4/15  7/15  1/6
—4/15  7/15  1/6

= 2/5 —1/5 0
~1/30 —1/15 1/12

H 24 Gauf3-Algorithmus mit und ohne Spaltenpivotisierung in 5-stelliger Gleitpunkta-
rithmetik

Gegeben ist das Gleichungssystem Az = b mit

1.7 3210 —3225 —-24.9
A= -09 88 =56 , b= 3.7
101.7 —7.8 5.7 300.9

Dieses Systems ist sehr empfindlich bei der Durchfithrung des Gauf3-Algorithmus gegeniiber
Rundungsfehlern. Losen Sie das System unter Verwendung einer fiinfstelligen, dezimalen Gleit-
punktarithmetik (Rechnen mit 5 signifikanten Stellen). Benutzen Sie dabei den Gauf$-Algorithmus
a) ohne Pivotisierung,
b) mit Spaltenpivotisierung.

c¢) Vergleichen Sie die Ergebnisse mit der exakten Losung 2* = (3,2,2)7. Woher kommen die
unterschiedlichen Resultate.
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Hinweis: Es ist praktisch, die wissenschaftliche Zahlendarstellung mit 5 stelliger Mantisse zu
benutzen. Zum Beispiel

0,000654321 — 6,5432-104

1234,567 — 1,234567- 103

— 1.2346E+3

3,141759 — 3,141759-10° — 3.1418E+0

— 6.5432E-4.

Bringen Sie jedes Zwischenergebnis auf diese Form, und runden Sie auf die letzte Stelle. (Ach-
tung: Taschenrechner rechnen oft intern mit hoherer Genauigkeit als die Anzeige vortduscht!)

a) Ohne Pivotisierung:

1.7000E+0 3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1
-9.0000E-1 8.8000E+0 -5.6000E+0 3.7000E+0 | I = I — (—5.2941E—1)I
1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2 | Il = IT — (5.9824E+1)[
1.7000E+0 3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1
1.7082E+3 -1.7129E+3 | -9.4820E+0
-1.9205E+5 1.9294E+5 1.7905E+3 | I = I — (-1.1243E+2)1
1.7000E+0 3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1 = x1 = 3.1076E+0
1.7082E+3 -1.7129E+3 | -9.4820E+0 = 29 = 2.0122E+0
3.6000E+2 7.2440E+2 = x3 = 2.0122E+0
b) Mit Spaltenpivotisierung:
1| 1.7000E+0  3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1 | Zeilentausch I gegen I
2 | -9.0000E-1 8.8000E+0 -5.6000E+0 3.7000E+0
3 1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2
3 1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2
2 | -9.0000E-1 8.8000E+0 -5.6000E+0 3.7000E+0 | I = Il — (-8.8496E-3)]
1 1.7000E+0 3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1 | [l = Il — (1.6716E-2)]
3 1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2
2 8.7310E+0 -5.5496E+0 | 6.3628E+0 | Zeilentausch I gegen Il
1 3.2101E+3 -3.2251E+3 | -2.9930E+1
3 1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2
1 3.2101E+3 -3.2251E+3 | -2.9930E+1
2 8.7310E+0 ~-5.5496E+0 | 6.3628E+0 | I = I — (2.7199E-3)1
3 1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2 | = z1 = 3.0000E+0
1 3.2101E+3 -3.2251E+3 | -2.9930E+1 | = 29 = 1.9999E+0
2 3.2223E+0 6.4442E+0 | = x3 = 1.9999E+0

¢) Offensichtlich wird der Rundungsfehlereinflufl von der Spaltenpivotisierung besser geddmpft
als ohne jede Pivotisierung. Der Grund hierfiir ist die GréBenordnung der Betrége der Zei-
lenmultiplikatoren. Je kleiner diese sind, desto weniger Information geht durch das Runden
verloren.

H 25 Gegeben sei die Matrix

4 2
2 5
4 4

—2 -3

—4

4 =2
4 =3
6 —4

4
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a) Berechnen Sie mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus (ohne Pivotisierung) eine L R—Zerlegung
von A (A= LR).
b) Leiten Sie mit Teil a) eine Zerlegung der Form A = LL” her.

a) LR-Zerlegung:

4 2 4 -2 4 2 4 -2 4 2 4 =2
2 5 4 -3 1 4 2 -2 1 4 2 =2
— — 1 —

4 4 6 —4 1 2 2 -2 1 2 1 -1
-2 -3 -4 4 -3 -2 -2 3 -3 -3 -1 2

4 2 4 -2

i 04 2 -2

= 1

1?1—1

1

-z —z -1 1

b) Da A symmetrisch ist, gilt mit der Diagonalmatrix D = diag(4,4,1,1) (Diagonale von R)
R=DL".
Mit D = diag(2,2,1,1) gilt:

1 0 00 2 000 2 0 00

- - i1 00 0200 1 2 00
— 77 = 2 —

L=Lb= 1 2 10 0010 2 1 10

-3 -3 11 0001 -1 -1 -1 1

Das Ergebnis stimmt:

LLT = LD(LD)T = LDDTLY = LDLT = LR = A.

H 26 a) Bestimmen Sie die Cholesky—Zerlegung von

1 2 -1 1
2 8 -2 4
A -1 -2 2 3

b) Berechnen Sie L.

a) Spaltenweise Berechnung der Elemente von L aus A = LL" ergibt:
Gi=1 = Ih1=1
lnlhn=an = la=2,ls=-1,Iln=1
Bi+l,=8 = ln=2
lo1l31 +1l22l3a = =2 = 32 =0
lorlgy +lo2lso =4 = lyp=1

l§1+l§2+l§3:2 = l33:1
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la1l31 + laolzo +ly3lz3 =3 = I3 =4

131+ZZ2+123+ZZ4:19 = lu=1

1 000
2 20 0
=101 0
1 141
b)
1 0 0 0
4| -1 05 0
=11 0 10
—4 —05 —4 1



