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Numerische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker
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Prisenziibung

U7 bilineare Interpolation im R2.

a) Gegeben seien die Funktionswerte einer Funktion f : R> — R an den Ecken des Quadrates

Ix1I,I=]0,1].
z|0[1]0]1
y [0 11
fl1211]3|5

Interpolieren Sie bilinear, d.h. bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrange-Polynome das Inter-
polationspolynom der Form:

Pii(z,y) =a+br + cy + dxy

b) Wiederholen Sie dies mit dem um 7/4 gedrehten Quadrat

x || —1 1 0
Y —1
f 1]-1 2

OO

U8 Stiickweise affin lineare und stetige Interpolation auf einer Triangulierung

Gegeben seien die Daten

Py | PP Py
x| 0] 1|0 |1/3
vy 0] 0| 1]|1/3
2| 0] 0|0 2

Stellen Sie dazu eine Triangulierung auf und bestimmen Sie die stetige stiickweise affin lineare
Interpolierende.



U9 Lokale Eindeutigkeit und globale Stetigkeit , Grad=2
Gegeben ist folgende Triangulation des Einheitsquadrates [0, 1]%:

o1 M

T
Myt Ms M3
Ty

00 4, (10

a) Zeigen Sie, dafl durch die Vorgabe der Funktionswerte an den Ecken und an den Seitenmit-
telpunkten M; der beiden Dreiecke T} jeweils eine quadratische Funktion

g1(z) = a1 + biz + a1y + dizy + e17” + fry®,
g2(z) = az +bo(1 — ) + co(1 —y) + do(1 —2)(1 — y) + e2(1 —2)* + fo(1 — y)?

eindeutig definiert ist.

b) Ist die zusammengesetzte Funktion

o) zeTy
g(x) = { g(x) z €Ty

immer stetig auf [0,1]% ?



Hausiibung

H7 (Lineare Interpolation in 2D: schlecht gewihltes Dreieck )
Gegeben sei eine Funktion f(x,y) = 2% + y? und das Dreieck mit den Ecken (0, 0), (2,0), (1,¢)
fiir e > 0.

¢
00 20

a) Interpolieren Sie die Funktion f durch eine (affin) lineare Funktion l.(z,y) = ax + by + ¢,
wobei die Stiitzstellen gleich den Ecken des Dreiecks sind.

b) Berechnen Sie den Fehler |V f(1,0) — VI.(1,0)|. Wie verhélt sich der Fehler fiir ¢ — 07
Vergleichen Sie dies mit der Fehlerabschétzung aus Satz 1.4.2.

H8 Tensorproduktinterpolation ist einfach

Gegeben seien die Funktionswerte einer Funktion f : R?® — R an den Ecken des Wiirfels I3,
I=10,1].
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Interpolieren Sie trilinear, d.h. bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrange-Polynome das Interpola-
tionspolynom der Form:

Prii(z,y) = ap + a1 + agy + a3z + asxy + aszz + asyz + arxyz
H9 lokale Eindeutigkeit impliziert nicht Stetigkeit
Gegeben ist folgende Triangulation des Einheitsquadrates [0, 1]%:

(0,1) (1,1)
.S2

Ty
Sy
(0,0) (1,0)




a) Zeigen Sie, dafi durch die Vorgabe der Funktionswerte an den Ecken und an den Schwer-
punkten S; der beiden Dreiecke T} jeweils eine bilineare Funktion

fi(x) =aj +bjo +cjy+djzy, j=1,2

eindeutig definiert ist.

b) Zeigen Sie durch eine spezielle und unsymmetrische Funktionswertvorgabe, dafl die zusam-
mengesetzte Funktion
filz) zeTy
xr) =
f( ) { fQ(CL‘) CEETQ

nicht stetig ist auf [0, 1]2.
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Ubung 3, Losungsvorschlag

Préasenziibung
U7 bilineare Interpolation im R2.

a) Gegeben seien die Funktionswerte einer Funktion f : R> — R an den Ecken des Quadrates

IxI, I=]0,1].
z||011]0|1
y {0 1)1
fl2]1]3]|5

Interpolieren Sie bilinear, d.h. bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrange-Polynome das Inter-
polationspolynom der Form:

Pii(z,y) = a+bx+ cy + day

b) Wiederholen Sie dies mit dem um 7 /4 gedrehten Quadrat

x| —1 1 0
-1

el ol e

y
1=

a) Nach Skript gilt:

Pii(z,y) = f(0,0)-Los(x)- Loa(y) + f(1,0) - L11(z) - Lo (y)

+£(0,1) - Lo (x) - L1a(y) + f(1,1) - Lia(z) - Lia(y
r—1 -1 T -1 r—1
1 'y?“'?y?”’ = R
= 2 (@z-Dy-1)—-1lay-1)-3-(x—Ly+5 zy
= (2-1-345) - ay+(1-2) -2+ (3-2) -y+2

= 3zy—x+y+2

— 9.

)
Ty
11

Hier funktioniert also alles: dies ist der Tensorproduktfall.

b) Wir versuchen es mit dem direkten bilinearen Ansatz
a+br+cy+dry

und stellen das zugehoérige lineare Gleichungssystem auf:

_ = =

OO = =

= =0 o

o O O O

QUL o o8
[\V]

Die Matrix enthélt eine Nullspalte und hat Rang 3, die um die rechte Seite erweiterte Matrix
hat aber Rang 4, also ist die Aufgabe nicht Iésbar. Geometrie und Interpolationstyp sind
nicht unabhéngig voneinander wéhlbar!
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U8 Stiickweise affin lineare und stetige Interpolation auf einer Triangulierung

Gegeben seien die Daten

Dy | PP Py
x| 0] 1|0 |1/3
v 0] 0| 1]|1/3
2| 0] 0|0 2

Stellen Sie dazu eine Triangulierung auf und bestimmen Sie die stetige stiickweise affin lineare
Interpolierende.

Wir haben drei Dreiecke
TO = COHV(P(),PQ,Pg), T1 = COHV(Po,Pl,Pg), T2 = COHV(Pl,PQ,Pg) .

conv bezeichnet die konvexe Hiille. Weil hier jeweils eine Kante eines Dreiecks aufgrund der
Daten konstant den z— Wert null hat, ist die Aufstellung der Interpolierenden besonders einfach:
Der Ansatz muss jeweils

a(nix 4+ ngy) +c=z

lauten mit einer geeigneten Skalierung a und einer geeigneten Konstanten ¢ , wobei (ni,ns)
Normale auf dieser Kante ist. Dies liefert unter Beriicksichtigugng des Wertes 2 bei Ps

6 fir (z,y) € To
ez, y) = { 6y fir (z,y) € Ty
6(—z—y+2)+2 fir (z,y) € T
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U9 Lokale Eindeutigkeit und globale Stetigkeit , Grad=2
Gegeben ist folgende Triangulation des Einheitsquadrates [0, 1]2:

o1 M

b
Myt Ms Ms
Ty

(0,0) (1,0)

My

a) Zeigen Sie, dafl durch die Vorgabe der Funktionswerte an den Ecken und an den Seitenmit-
telpunkten M; der beiden Dreiecke T} jeweils eine quadratische Funktion

gi1(z) = a1 + biz + a1y + dizy + e12” + fry®,
g2(z) = a2 +ba(1 — ) +c2(1 —y) +do(l —2)(1 —y) + ea(1 — x)2 + fo(1— y)2
eindeutig definiert ist.

b) Ist die zusammengesetzte Funktion

o(z) = { gi(z) zeT

g2(z) x €Ty

immer stetig auf [0,1]% ?

a) Die Seitenmittelpunkte des Dreiecks Ty lauten M; = (0, %), My = (%,0) und Ms = (%, %)
Mit diesen und den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1) ergibt sich im Dreieck T das
Gleichungssystem:

10000 0 a1 91(0,0)
110010 by a1(1,0)
10100 1 a | | a01)
1 30010 di | | a1(3,0)
10300 % e1 91(0,1)
Ly 3111/ \A 9i(33)

Die Matrix des Gleichungssytems ist regulér, da det Ay = é = 0, und damit ist die Losung

(a1,b1,c1,dy, e, f1) eindeutig.
Mit My = (3,1), M3 = (1,1) und Ms = (3, 3) und den entsprechenden Eckpunkten ergibt
sich im Dreieck T das Gleichungssystem:

1000 0 0 ag 32(1,1)
1 10 0 1 O b2 92(1,0)
1010 0 1 oo | | 9001)
L3 0030 ds 92(3,1)
SR IR U I B B Wt
L5 2 1 7 1 fo 92(3:3)

Die Matrix ist dieselbe wie oben und damit regular.
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b) Die zusammengesetzte Funktion g ist stetig.
Der Grund hierfiir ist, daf auf der , Treffkante® {(x,1 —x) : x € [0, 1]} drei Funktionswerte
vorgegeben sind. Auf dieser Kante ergeben sich fiir g und go quadratische Polynome in
z und diese sind somit durch die Vorgabe von drei Funktionswerten eindeutig bestimmt.
Es gilt also g1 = go auf der Kante (x,1 — z). Die zusammengesetzte Funktion g ist daher
stetig.



Numerische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker

Ubung 3, Lésungsvorschlag )
Hausiibung

H7 (Lineare Interpolation in 2D: schlecht gewihltes Dreieck )

Gegeben sei eine Funktion f(x,y) = 22 + y? und das Dreieck mit den Ecken (0,0), (2,0), (1,¢)
fiir e > 0.

3
00) 20)

a) Interpolieren Sie die Funktion f durch eine (affin) lineare Funktion I (z,y) = ax + by + ¢,
wobei die Stiitzstellen gleich den Ecken des Dreiecks sind.

b) Berechnen Sie den Fehler |V f(1,0) — VI.(1,0)|. Wie verhélt sich der Fehler fiir ¢ — 07
Vergleichen Sie dies mit der Fehlerabschétzung aus Satz 1.4.2.

a) Der Interpoland ist von der Form

l(x,y) = a+ bx + cy.

Die Interpolationsbedingungen liefern das Gleichungssystem:

0= £(0,0) = 1.(0,0) = a — a=0
4=£(2,0)=1(2,0) = a+2b — b=2
1+e2=f(l,e)=1l(l,e)=a+b+ce — c= =L

)

Daraus folgt

e2—1

I(2,y) = 20+ ——y,.

Vi (,y) - Vie(e,y) = (3‘;) - (2_1>

62

b) Es ist

Daraus folgt

”Vf(l,()) - Vlg(l, O)H =

-1
’—>oofijr6—>0.
€

Da der kleinste Winkel im Dreieck hier gegen null geht mit € gegen null ist dies aufgrund der
Fehleraussage in Satz 1.4.2 auch nicht anders zu erwarten.
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H8 Tensorproduktinterpolation ist einfach

Gegeben seien die Funktionswerte einer Funktion f : R? — R an den Ecken des Wiirfels I3,

I=10,1].

zJo[1[o[1]o[1[0]1
ylolof1][1[ofo]1]T
zlolojofof[1|1]1]1
fl13l2l6/1|1]5]3

Interpolieren Sie trilinear, d.h. bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrange-Polynome das Interpola-
tionspolynom der Form:

Es gilt:

Piii(z,y) = a0+ a1z + agy + azz + asxy + asxz + agyz + arryz

Pria(z,y, 2)

£(0,0,0) - Loa(z) - Loa(y) - Loa(2) + £(1,0,0) - L11(x) - Lo1(y) - Lo (2)
+£(0,1,0) - Lo1(x) - L1,1(y) - Loa(2) + f(1,1,0) - Lya(z) - L11(y) - Loa(2)
+£(0,0,1) - Lo1(x) - Loa(y) - L11(2) + f(1,0,1) - L11(x) - Loa(y) - L11(2)
+£(0,1,1) - Lo (x) - L1,1(y) - L1a (Z) f(1,1,1) - Lia(z) - L (y) - La(2)

r—1 y—1 z-1 T —1 z—l
1- . . ad
-1 -1 -1 3 1 —1 -1
r—1 y z—1 r y z—1
2. 4 2oL
+ -1 1 -1 +0 11 -1
-ty t oz eyl
-1 -1 1 1 -1 1
r—1 y =z T Yy z
o -1 1 1—1_3 1 11
—1-(z-Dy—-1)(z—1)+3-z(y—1)(2—1)

(z—1)
+2-(z—-1Dy(z—1)—6-z2y(z —1)
+1-( )

—5-(x—1)yz+3-zyz

—dzyz + 2z2y — 222+ 3yz +2x +y+1

H9 lokale Eindeutigkeit impliziert nicht Stetigkeit
Gegeben ist folgende Triangulation des Einheitsquadrates [0, 1]%:

(0,1) (1,1)
.S2

Ty
Sy
(0,0) (1,0)
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a) Zeigen Sie, dafi durch die Vorgabe der Funktionswerte an den Ecken und an den Schwer-
punkten S; der beiden Dreiecke T} jeweils eine bilineare Funktion

fi(x) =aj +bjo+cjy+djzy, j=1,2

eindeutig definiert ist.

b) Zeigen Sie durch eine spezielle und unsymmetrische Funktionswertvorgabe, dafl die zusam-
mengesetzte Funktion

| file) zeTy
f(x) B { fg(l‘) T € T2

nicht stetig ist auf [0, 1]2.

a) Die beiden Schwerpunkte lauten Sy = (3, %) und Sy = (%, 2). Damit ergibt sich im Dreieck
Ty das Gleichungssystem:

100 0 a £(0,0)
1100 by | | f1(1,0)
1 01 0 c1 o fl((),l)
1 % % % dq f1(S1)

Die Matrix des Gleichungssytems ist offensichtlich regulédr und damit ist die Losung (a1, b1, c1,dq)

eindeutig. Im zweiten Dreieck T, ergibt sich

1 1 0 0 as fg(l,O)
101 0 b | | f2(0,1)
1 1 1 1 C | f2(1,1)
1333 da F2(S2)

Auch hier ist die Matrix regulér, da fiir die Determinante

1 1 0 0
SR NI TR PP
1 11 1| |5 5 4 124_399 3 9 9
1 2 2 4 3 3 9 3 9
3 3 9
gilt.
b) Fiir die spezielle Wahl f(0,0) = 1 und f(1,0) = --- = f(S2) = 0 ergibt sich fiir fo = 0. Fiir f1

gilt jedoch a; = 1,b;1 = —1, ¢; = —1 und d; = —3. Damit folgt fi(x,1—z) = —=3(1—z) £ 0.
Folglich ist f unstetig auf der Diagonalen von (0,1) nach (1,0).



