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Numerische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker
Ubung 1
Prisenziibung
U1 Bestimmen Sie das Interpolationspolynom p(z) zu den Stiitzstellen xq, 21, ..., =, mit den Stiitz-

werten y; :=x? —3x; +2, i =0,1,...,n fiir folgende Fille:

a)n=1,x9=1, z; =2,
b) n=1, 29 =0, 1 = 2, (Verwenden Sie die Lagrange-Darstellung)
c)n=220=0, 21 =1, z9 = 2,
d) n=3,20=0, 21 =1, 22 =2, 23 =3.
U2 Dividierte Differenzen.

Es wird behauptet, das folgende Schema dividierter Differenzen stamme von einer Funktion,
deren sdmtliche Ableitungen betragsmaéssig kleinergleich 1.5 seien. Ist dies plausibel?

Ti | Yi = f[a:z] f[$i7$i+1] f[a:i,azHl \Tit2] f[.l’i,...,.l’i+3] f[a:i,...,azi+4}
0 0.9636 -0.7058 0.1094 0.0461

0.9636 -0.4481 | -0.3776 0.2938
0.5155 -1.2033 | 0.5038
-0.6878 -0.1957
-0.8835
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U3 Die Funktion f(x) = \/z soll mit Hilfe des Newton’schen Interpolationspolynoms vom Grad 2
(p2(z)) zwischen den Stiitzstellen xg = 1,21 = 2.25 und x2 = 4 interpoliert werden. Vergleichen
Sie den exakten Interpolationsfehler im Punkt = 2 mit der Fehlerabschétzung aus Satz 1.1.5.



Hausiibung

H1

H2

H3

Newton-Interpolation (2 Punkte)
Die Funktion f(z) = sin((7/2)x) soll im Intervall [0, 1] zwischen den Stiitzstellen

t |01 2 |3
z 03] 2|1
ADHEIE

interpoliert werden.

a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom ps(x) aus diesen Daten nach der Newtonschen
Darstellung und unter Verwendung des Schemas der dividierten Differenzen.

b) Vergleichen Sie den exakten Fehler |sin(%) — p3(3)| mit der Fehlerabschétzung fiir Inter-
polationspolynome.

(LAGRANGE-Polynome)
Zu den n + 1 Interpolationsstiitzstellen zo, ..., z,, paarweise verschieden, seien die LAGRAN-
GEschen Interpolationspolynome L;,(xj) = 0;; gegeben. Bestimmen Sie £ € N so, dafl Vo € R

gilt:
n
Z a¥Lin(x) = 2*
=0

numerische Differentiation mittels Interpolation

Um die erste Ableitung einer Funktion f in einem Punkt x nur mittels Funktionsauswertun-
gen zu approximieren, kann man mit Hilfe der Interpolation geeignete Formeln, sogenannte
Differenzenquotienten, herleiten.

Gegeben sei eine dquidistante Funktionstabelle x; = xo + ih, f(x;) fiir festes h > 0 und
1=20,1,2,.... Hieraus mochte man eine Tabelle von Néherungen der ersten Ableitung erstellen,
indem man ein Interpolationspolynom niedrigen Grades fiir benachbarte Punkte aufstellt und
dieses differenziert. Hierzu hat man verschiedene Mdoglichkeiten die Gitterpunkte relativ zum
Auswertungspunkt anzuordnen. Fiir manche Anwendungen benétigt man die Ableitung am
jeweiligen (Teil)gitterende und dies soll hier untersucht werden.

Um also die Ableitung von f im Punkt x;_1 zu approximieren, interpoliere man f in den Stiitz-
stellen x;_1,x;, ;01 und bestimme die Ableitung des Interpolationspolynoms in x;_1. Welche
Formel ergibt sich und wie hingt der Fehler der Approximation von h ab ?

Hinweis: Es gilt folgende allgemeine Fehlerabschitzung fiir die erste Ableitung eines Interpo-
lationspolynoms vom Grad n zu zg, ..., Tn

) ) (n+2 n (n+1) ~.1‘ d n
1) =rite) = S g e =+ S T2 |

wobei € und € aus dem Intervall [a, b] sind.
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Priasenziibung

U1 Bestimmen Sie das Interpolationspolynom p(z) zu den Stiitzstellen zg, x1, .
werten y; := ZE% —3x;+2,1=0,1,...,n fiir folgende Fille:

.., T mit den Stiitz-

a)n=1,x9=1, z; =2,

b) n=1, zo =0, 1 = 2, (Verwenden Sie die Lagrange-Darstellung)
c)n=220=0, v1 =1, 9 =2,

d) n=3,20=0, 21 =1, 20 =2, 23 =3.

ayn=1,2z=1,21=2 = yp=0, y1 =0
p1 ist also eine lineare Funktion mit zwei Nullstellen.
= pi(z) =0.
b) n=1, 20=0,21=2 = y=2, y1 =0
Aus der Lagrange-Darstellung folgt:
T — X0

p1(z) = yo Lo(z) +y1 Li(x) =2 +0
Tr1 — X

c)n=2 20=0x1=1,20=2 = y=2,y1=0, y2=0
Die Stiitzwerte y; sind durch das quadratische Polynom p(z) = x? — 3x + 2 vorgegeben.
Dieses Polynom p erfiillt also die Interpolationsbedingungen

p(xl) = Yi, 1= 07 172

per definitionem.
AufBerdem ist p ein Polynom von Hochstgrad 2.
Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms (Satz 1.1.1) folgt:

p2(z) = p(z) = 2% — 32 + 2.

d)n=3 20=0x1=1, 290=2, 23=3 = =2, y1=0, yo=0, y3 =2
p(z) = 22 — 3z + 2 erfiillt auch in diesem Fall die Interpolationsbedingungen und ist als
quadratisches Polynom ein Polynom vom Hdéchstgrad 3.
Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms (Satz 1.1.1) gilt auch hier:

p3(z) = p(z) = 2% — 3z + 2.

U2 Dividierte Differenzen.
Es wird behauptet, das folgende Schema dividierter Differenzen stamme von einer Funktion,
deren simtliche Ableitungen betragsméssig kleinergleich 1.5 seien. Ist dies plausibel?

AN S f[mz] f[mi,$i+1] f[$i7$i+1733i+2] f[l'iy---vl'i-f—ii] f[ﬂ»‘iv---wi-»-zd
010 |0 0.9636 -0.7058 0.1094 0.0461
1|1 | 0.9636 -0.4481 | -0.3776 0.2938

212 | 0.5155 -1.2033 | 0.5038

313 |-0.6878 -0.1957

4|4 | -0.8835
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U3

Zwischen den dividierten Differenzen und den Ableitungen einer Funktion besteht der Zusam-
menhang

F® (& k)

f[aci,...wi_;,_k] - k‘

Um also die Plausibilitit dieser Behauptung zu priifen geniigt es, die Werte der Spalte k =
0,1,... mit k! zu multiplizieren. Offenbar ergibt sich in Spalte 3 ein Widerspruch. (Die Daten
stammen von der Funktion sin(1.3x))

Die Funktion f(x) = y/z soll mit Hilfe des Newton’schen Interpolationspolynoms vom Grad 2
(p2(z)) zwischen den Stiitzstellen xg = 1,21 = 2.25 und x2 = 4 interpoliert werden. Vergleichen
Sie den exakten Interpolationsfehler im Punkt = 2 mit der Fehlerabschétzung aus Satz 1.1.5.

Die Tabelle der Interpolationspunkte lautet

i |01 2
z; | 1] 2.25
yi | 1] 1.5 |2

I\

Das Schema der dividierten Differenzen ergibt folglich

’ i ‘ Li ‘ Yi = f[l"z] f[wi:$i+1] ‘ f[$¢7$¢+1,ri+2} ‘
2 7
0|1 1 g “10%
1]225] 1.5 2
21| 4 2
Das Interpolationspolynom lautet demnach
(@) =1+ 2a—1) — (0~ 1)z - 2.25)
T) = —(z—1)——(x—-1)(xz—
b2 5 105

Der exakte Interpolationsfehler im Punkt x = 2 betrégt |v/2 — p2(2)| = |1.4142 — 1.409523| =

.00469 Die Fehlerabschétzung liefert wegen der Monotonie der 3. Ableitung (f®)(z) = —%x_g)
f(@) —p2(2)] < 5 ex, [FEEII(z — 1)(x - 2.25)(z — 4)]
1£(2) =p2(2)] < %flf(?’)(l)ll(? —1)(2-2.25)(2 - 4)|
= 32

Wegen der ungiinstigen Schitzung fiir die Ableitung haben wir eine grobe Uberschétzung des
tatsdchlichen Fehlers.
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Hausiibung

H1 Newton-Interpolation (2 Punkte)
Die Funktion f(z) = sin((7/2)x) soll im Intervall [0, 1] zwischen den Stiitzstellen

i (0] 1] 2 |3
xZO%gl
ADHEIE

interpoliert werden.

a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom ps(x) aus diesen Daten nach der Newtonschen
Darstellung und unter Verwendung des Schemas der dividierten Differenzen.

b) Vergleichen Sie den exakten Fehler |sin(%) — p3(3)| mit der Fehlerabschétzung fiir Inter-
polationspolynome.

a) Die dividierten Differenzen lauten

iz fi= f[ivz] f[$i111'+1] f[$ia$i+1ﬂ7i+2] f[$i7-~-@i+3]
0|0 0 1.5 -0.6029 -0.4413
1(1/3]1/2 1.0981 -1.0442

2| 2/3| 0.8860 0.4019

3|1 1

Das Interpolationspolynom 3. Grades lautet

ps(z) = 32z—0.6029z(x — 1) — 0.4413z(z — 1)(z — 2)

b) Der exakte Fehler im Punkt x = 3 ist gegeben durch |sin(%) — p3(3)| = |% —0.7059| =
0.0012. Aus der Fehlerdarstellung fiir die Polynominterpolation ergibt sich

f(@) —ps(a)] < 22U (@ — o)
= 1®IDE-HE-HE -
= 0.0018

Hier ist die Fehlerabschéitzung also durchaus realistisch.

H2 (LAGRANGE-Polynome)

Zu den n + 1 Interpolationsstiitzstellen xq,...,x,, paarweise verschieden, seien die LAGRAN-
GEschen Interpolationspolynome L; ,,(x;) = d;; gegeben. Bestimmen Sie k£ € N so, dal Vo € R
gilt:
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H3

Sei k < n. Man betrachte die Funktion f : R — R mit f(x) = 2* und konstruiere das Lagrange-
sche Interpolationspolynom L(x) fiir diese Funktion mit den gegebenen Stiitzstellen x, . .., Ty:

L(z) =Y f(zj)Lj(x) =Y af ().
j=0 J=0

Andererseits ist das Polynom pj, mit py(x) = z* auch ein Interpolationspolynom fiir die Funktion
f mit den Stiitzstellen xg, ..., Ty,:
p ist vom Grad k < n und py(z;) = xf = f(zj), 7=0,...,n.

Da aber die Interpolationsaufgabe eindeutig losbar ist, gilt L(x) = pi(z) = x".
Somit ist die Gleichung fiir alle 0 < k < n erfiillt.

Fiir k > n kann die Gleichung nicht erfiillt sein, da L(z) ein Polynom vom Grad < n und z*
ein Polynom vom Grad > n ist.

Damit gilt: die gegebene Gleichung ist fiir und nur fiir 0 < k < n erfiillt.

numerische Differentiation mittels Interpolation

Um die erste Ableitung einer Funktion f in einem Punkt z nur mittels Funktionsauswertun-
gen zu approximieren, kann man mit Hilfe der Interpolation geeignete Formeln, sogenannte
Differenzenquotienten, herleiten.

Gegeben sei eine #quidistante Funktionstabelle z; = xg + ih, f(x;) fiir festes h > 0 und
1=0,1,2,.... Hieraus m6chte man eine Tabelle von Naherungen der ersten Ableitung erstellen,
indem man ein Interpolationspolynom niedrigen Grades fiir benachbarte Punkte aufstellt und
dieses differenziert. Hierzu hat man verschiedene Moglichkeiten die Gitterpunkte relativ zum
Auswertungspunkt anzuordnen. Fiir manche Anwendungen benétigt man die Ableitung am
jeweiligen (Teil)gitterende und dies soll hier untersucht werden.

Um also die Ableitung von f im Punkt x;_1 zu approximieren, interpoliere man f in den Stiitz-
stellen x;_1,x;, ;41 und bestimme die Ableitung des Interpolationspolynoms in x;_1. Welche
Formel ergibt sich und wie hingt der Fehler der Approximation von h ab ?

Hinweis: Es gilt folgende allgemeine Fehlerabschéitzung fiir die erste Ableitung eines Interpo-
lationspolynoms vom Grad n zu xo, ..., T,

f(x) = pl(x) = f(r(:?j_(i()f)) ]ﬁ)(az —xj) + f(z:l(%f)) % gﬁo(x —zj) |
wobei € und € aus dem Intervall [a, b] sind.
Zur Interpolation stehen die Daten
Ti—1 T Li41

flxiza) | f(@i) | f(@iv)
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zur Verfiigung. Das Interpolationspolynom nach Lagrange lautet

pg(l’) = f(xlfl)xaiilfzwz xi1il€(:1+1

T—Tj—1 T—Ti41

+ f(ﬂf )xz —Ti—1 Ti—Ti+1

+ [ e

Tit1—Ti—1 Tit1—L4

Unter Verwendung von der Aquidistanz der Stiitzstellen ergibt sich die einfache Form

pa(z) = f%;;l’ (& — z3) (2 — Tit1)
f“ (€ — zi-1) (2 — Tis1)

+ ) ) (@ - 1)

Die Ableitung lautet

ph(e) = 5 (e — i) + (@~ wip)
f%") ((x —zi-1) + (x — 2i41))
+ (e - i) + (0 - w)

und die Punktauswertung in x;_1 ist

f(xiz1) f () f(xiv1) =3 f(wi) +4f(2) — f(Tig)
onz (73N = T (22h) + 2}5 (=h) = 2h a

p'g(ifz'—l) =
Mit der Fehlerabschétzung aus dem Hinweis

o ) ¢ FrDEa) d (7
@ =shto) = FE G e o+ FE G (T -2

ergibt sich durch Einsetzen von n = 2 und x = x; und mit den Annahmen

(n+2)(¢ (n+1) (&
|f7(§(x))| — MTL+2, |f7(§(x))’ é Mn+l

(n+2)! (n+1)!
daB
i+1
(@) = ph(@)] < Muva| [] (@ica =) | +Maga [(@io1 — @) (i1 = 2001)]
j=i1 ~
=0
= 2M, k%

Der Fehler der Approximation verschwindet also quadratisch, wenn h gegen 0 geht.



