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Priasenziibung

U 42 2D-Dirichlet-Neumann-Problem
Das gemischte Dirichlet-Neumann-Problem auf dem Gebiet G = [0, 1] x [0, 1],

_Au(xay) = f(xay)v (xay) € G,

u(xz,0) = 0,
u(0,y) = 0,
u(z,1) = 0,
o =0 (@y) € {(@ylr=1}
u=20
s . ou
a—z =0
soll mit dem 5-Punkte-Stern und A = 1/3 diskre- w=0 I i é ' 2'*
tisiert werden. Verwenden Sie eine Diskretisie- 3 ZL 5 é 50*
rung der Randableitung von zweiter Ordnung. -~ o
u=~0

Hinweis: Benutzen Sie zur Diskretisierung der Neumann-Randbedingung die fiktiven Knoten 2*
und 5%, und eliminieren Sie die fiktiven Knoten anschlielend durch Diskretisierung der Diffe-
rentialgleichung auf dem Rand. Stellen Sie die 6 linearen Gleichungen explizit auf.

U 43 Die Randwertaufgabe

0
(T4 zy)ug) +uyy =yly—2—4ay) 0<z,y<l1

Oz
u(z,0) =u(0,y) =u(l,y) =0fir0<z<1,0<y<1
gZ(x,l):x(l—x) firo<z<1

soll mit h = % diskretisiert werden. Geben Sie alle Gleichungen explizit an.

U 44 Wir betrachten die elliptische Randwertaufgabe
(1 + 2Y)uge — 2%y uzy + (4 +yHuyy = 1 auf [0,1] x [0,1]
mit der Dirichletrandbedingung

u(z,y) = 1 wennz=0oder x =1odery=0odery=1.

Dieses Problem soll von 2. Ordnung in h mit h = % so diskretisiert werden, dafl ein lineares

Gleichungssystem mit einer M-Matrix entsteht. Numerieren Sie die relevanten Knoten zeilen-
weise (z-Richtung) mit wachsendem y-Wert und stellen Sie die Gleichung fiir den Knoten mit
den Koordinaten = = 1/2, y = 3/4 explizit auf.



Hausiibung

H 42 Man stelle das Gleichungssystem fiir die Standarddiskretisierung des Randwertproblems

—Au=zy (x,y)€qG
u=1 (x,y) € 0G

auf mit h = 0.5 und dem Gebiet
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H 43 Losen Sie das Randwertproblem
)
1
n
G
0 . g
0 1
—Au = 1, (z,y) € G,
Pu(z,1—2) = 0, z € [0,1],
u(z,0) = 1—2% =z€][0,1],
u@0,y) = 1-y° ye[0,1]

mit der Schrittweite h = % und einer Diskretisierung der Randableitung von 2. Ordnung.



H 44 Auf die Randwertaufgabe

Au = ayle-Dy—1)  (,y)€G=(0,1)?

u = 0 (x,y) € 0G
soll die einfachste Methode der finiten Elemente angewendet werden. Verwenden Sie die Zerle-
gung
¥4
le . .
G4 G3
L * *
Gl G2
D. L * =
0 [
und die stiickweise bilineare Ansatzfunktion o¢(z,y) = a; + bix + ¢y + dizy

(i=1,2,3,4). Bestimmen Sie eine Niherung fiir u(, 1).
Hinweis: Verwenden Sie auf G2,G3 und G4 bei der Berechnung der Integrale die Transformation
z=1—a bzw. z = 1 — y. Dadurch lassen sich die Integrale auf die Form der Integrale auf G1

zuriickfiithren.
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Prisenziibung

U 42 2D-Dirichlet-Neumann-Problem
Das gemischte Dirichlet-Neumann-Problem auf dem Gebiet G = [0, 1] x [0, 1],

—Au(x,y) = f(xay)v (xay) € G7
u(xz,0) = 0,
u(0,y) = 0,
u(z,1) = 0,
o o= 0 (@y) € {(zy)lr=1}
u=20
d 0
g =
soll mit dem 5-Punkte-Stern und h = 1/3 diskre- wu—o0l 1 2 3 o
tisiert werden. Verwenden Sie eine Diskretisie- 3 ZL 5 s 5-*
rung der Randableitung von zweiter Ordnung. - o
u=20

Hinweis: Benutzen Sie zur Diskretisierung der Neumann-Randbedingung die fiktiven Knoten 2*
und 5%, und eliminieren Sie die fiktiven Knoten anschliefend durch Diskretisierung der Diffe-
rentialgleichung auf dem Rand. Stellen Sie die 6 linearen Gleichungen explizit auf.

Auf der in dem Bild erkennbaren Gitterstruktur seien u;,i = 1,...,6, die gesuchten Werte auf
den entsprechenden Gitterpunkten. Fiir die Diskretisierung der zweiten Ableitungen auf den
inneren Punkten werden die symmetrischen Differenzenquotienten zweiter Ordnung verwendet:

1
Uao(2,y) = o(ule+hy) = 2u(e,y) +u(z = h,y)) + O(h?),
1
Uyy(2,y) = ﬁ(u(x, y+ h) = 2u(z,y) +ulz,y — h)) + O(R?).
Vernachléssigung der Fehlerterme definiert auf den inneren Punkten die Ndherungswerte u;, 1 =
1,...,n, wenn man die Numerierung entsprechend des obigen Bildes beachtet. Zudem fallen
die Randwerte mit v = 0 weg, und es stellt sich lediglich die Frage, wie die Neumannsche

Randbedingung % = 0 zu behandeln ist.

Bei Problemen dieser Art bezeichnet man mit n den dufleren Normalenvektor auf OG, d.h., mit
% = (Vu)"n gilt hier % = ug. Unter Verwendung der fiktiven Gitterpunkte 2* und 5* gilt fiir
die Punkte 3 und 6:

u(l+h,h) —u(l —h,h)

_ 2
. U5+ — Us 2
= o + O(h?)
witaty = COERZ) W0 R2) o
= L om?)

2h
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Vernachléssigt man auch hier die Fehlerterme, so erhélt man wegen % = u, = 0 die Gleichungen
uz+ = ug und ug+ = ug. Somit kénnen in der Diskretisierung der zweiten Ableitungen die fiktiven
Knoten eliminiert werden.

Man erhélt folgendes Gleichungssystem:

4 —1 —1 (75} fl

—1 4 -1 -1 u9 fg

—2 4 -1 U3 - f3

2| -1 4 -1 ug || S
~1 -1 4 -1 us s

i -1 2 4] \ u fo

U 43 Die Randwertaufgabe

0
(14 zy)ug) +uyy =yly—2—4ay) 0<z,y<l1

oz
u(z,0) =u(0,y) =u(l,y) =0fir0<z<1,0<y<1
g—z(m,l):ﬂl—x) fir0<z<1

soll mit h = % diskretisiert werden. Geben Sie alle Gleichungen explizit an.

Ein Bild zur Veranschaulichung:
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Auf den durchgezogenen Linien haben wir Nullrandbedingung fiir die gesuchte Funktion, auf
der gestrichelten Linie eine Bedingung an die Normalableitung.

Wir diskretisieren mit dem Schema fiir eine selbstadjungierte Differentialgleichung die Punkte
1 und 2. Dafiir bendétigen wir die Hilfspunkte (in der Skizze durch Kreuze gekennzeichnet), an
denen a(z,y) = 1 + xy ausgewertet werden muss. Daneben benutzen wir den symmetrischen
Differenzenquotienten fiir die Normalableitung im Punkt 2 und bendétigen also den Hilfspunkt
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3. Es folgt mit g(x,y) = y(y — 2 — 4zy) und r(z) = z(1 — x)
e (L) e (3) 2)] - o
_% {u1+u3—u2 (a <i,1> +a<i,l> +2>] =y <;1>
(

Das ergibt das lineare Gleichungssystem:

gy = 2
gt Ty

3

up —dug +uz = 1
1

Uy —uUus = _Z

U 44 Wir betrachten die elliptische Randwertaufgabe
(1 + 2Y)uge — %y uzy + (4 +yHuyy = 1 auf [0,1] x [0,1]
mit der Dirichletrandbedingung
u(z,y) = 1 wenn z =0 oder x =1 oder y=0oder y=1.

Dieses Problem soll von 2. Ordnung in h mit h = % so diskretisiert werden, daf ein lineares
Gleichungssystem mit einer M-Matrix entsteht. Numerieren Sie die relevanten Knoten zeilen-
weise (z-Richtung) mit wachsendem y-Wert und stellen Sie die Gleichung fiir den Knoten mit
den Koordinaten x = 1/2, y = 3/4 explizit auf.

Hier gilt also

a(«T,y) = 1+ay, b(fE,y) = _%x2y2 ) C(l‘,y) = 4+y2
und an der Stelle (x,y) = (0.5,0.75) haben wir also
a = % bl b - _% 3 Cc = % .

Wir benutzen den im Skript angegebenen Differenzenstern. Wir haben

bfo= 0,b=0b",
—a+p| = -4+ =-2
—c+p = -2+ =11
2a+c—p)) = 2W+H_3) =40

und der Differenzenstern wird iiber den Knoten 8 mit den Nachbarn 7, 9, 4, 5 , 6 und drei
Randwerten mit dem Funktionswert 1 gelegt:

1 -9 -191 0
- | =35 470 -35
0 —-191 -9

Dies ergibt nach Multiplikation mit 2 die Gleichung
—191us — Yug — 3du7 + 470ug — 35ug = 2+ 9 + 191
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Hausiibung
H 42 Man stelle das Gleichungssystem fiir die Standarddiskretisierung des Randwertproblems

-Au=zy (z,y)€G
u=1 (x,y) € 0G

auf mit h = 0.5 und dem Gebiet

“Tﬂ

Die Diskretisierung mit dem Standarddifferenzenschema

-1
—1 4 -1
-1
ergibt das LGS Au" = b mit
4-1 1
-1 4-1 -1
-1 4 —1
-1 4-1 -1
—1 -1 -1 —1
-1 4 -1
4-1 -1
-1 4-1 —1
A= —1 -1 4-1 -1
—1 -1 4-1
-1 -1 4
—1 4-1 1
-1 -1 4-1 -1
—1 -1 4 —1
1 4—
—1 -1 -1
-1 4
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und
3 2
4 1
5 2
6 1
8 0
10 1
3 2
1 6 1
b=— 9 1+ 0
16 12 1
15 2
4 1
8 0
12 1
5 2
10 1
15 2

H 43 Losen Sie das Randwertproblem

[

1

n
G
0 - D
0 1

—Au = 11 (xvy) € G7
%(:L’,l—l‘) = 0, T e [071]7
u(z,0) = 1-—2% z€][0,1],

u(07 y) = 1- y27 ye [O? 1]

mit der Schrittweite h = % und einer Diskretisierung der Randableitung von 2. Ordnung.
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H44

ul

Fiir die sechs unbekannten Gréfien uy bis ug sind sechs Gleichungen zu bestimmen. Drei dieser
Gleichungen resultieren aus der Diskretisierung der Randableitung und weitere drei aus der
Standarddiskretisierung in den Punkten 1, 2 und 4.

Die Randableitungen werden durch zentrale Differenzenquotienten bestimmt.

0 = Alus—3) = 2.4 +0m),
0 = %h('uﬁ_ul) = %(%7%)—’_0(}7‘2)7
0 = Julw—3) = 5G9 +00)
und somit
U —§ us =wu; und u —§
3=y 5 = U1 6= 79

Aus der Standarddiskretisierung in den Punkten 1, 2 und 4 folgt

4U1—UQ—U4—%—8 = h2,
—U1+4UQ—U3—U5—% = h2,
—u1+4u4—u5—u6—8 = h2
Zusammen ergibt sich das Gleichungssystem
4 -1 -1 uy a
-2 4 0 u | =1 %
-2 0 4 Uy ¥

mit der Losung u; = %, Uy = ug = 13-

Auf die Randwertaufgabe

“Au = aya-D-1)  (5y) €G=(0,1)
u = 0 (x,y) € 0G

soll die einfachste Methode der finiten Elemente angewendet werden. Verwenden Sie die Zerle-
gung
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yh

le . °
G4 G3

L L L
Gl G2

D. L &=

0 (.
und die stiickweise bilineare Ansatzfunktion ¢(z,y) = a; + bz + ¢y + dixy

11
2 5)'

Hinweis: Verwenden Sie auf G2,G3 und G4 bei der Berechnung der Integrale die Transformation
z=1—x bzw. z = 1 — y. Dadurch lassen sich die Integrale auf die Form der Integrale auf G1

zuritickfiithren.

(i=1,2,3,4). Bestimmen Sie eine N#herung fiir u(

Die selbstadjungierte Form des elliptischen RWP lautet

0 0 0 0 .
—%(al(w,y)%u)—8—y(a2(x,y)a—yu)—i—c(a:,y)ufg(x,y) fiir (1',y) €G

und u(z,y) =0 fiir (z,y) € OG. Damit ist a; = 1 = ag, ¢ =0 und g(z,y) = zy(x — 1)(y — 1).

Die einzige Ansatzfunktion ¢(z,y) besteht aus den vier Teilstiicken

Ay (z,y) € Gy
) —4z—1)y (z,y) €G
o(r,y) = Az —-1)(y—1) (x,y)€ Gi

—4(z(y — 1) (z,y) € Gy

Die Approximation der Lésung u wird nun bestimmt als ap, aus der Minimierung des Integrals

Iap) = éf ((apz)® + (apy)? — 2gap) d dy

- a2f(¢%+g0§)d:cdy—2afgcpdxdy
G G

beziiglich des Parameters «. Notwendig dafiir ist

fG gp dx dy

0
—I(ap) =0 = a= .
Ja (93 +@5) du dy

da

Das Integral im Nenner ergibt sich aus

[\

—
e

)

éf (tpi +g0§) de dy =
1

(16y2 + 162?) dx dy = 35 =

win

H
o
o

Ichate

Gf (90925 +s0§) de dy =
2

(16y* + 16(z — 1)?) dz dy

—
o
(V)
—

—_
Ct—~

)

(16y2 + 162%) dz dy = 35 = 2

I
o
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Analog fGi (go% + gog) dr dy = % fiir ¢ = 3,4 und somit

2 2 _42_8
/(cpx—f—(py)dmdy—élg—?).
G

Der Zihler besteht aus den Integralen

1/21/2
Joadedy = ][ (G000~ do dy =4 (3~ )" = o
1
1/2 1
[egdedy = — [ [ (4(95—1)2x(y3—y2)) dzr dy
Go 0 1/2
1/2

/ﬁ (4z2(1 —2)(y® - y2)) dz dy
2

= g” J (4% = 22)(y* — y?)) dz dy = g5y

Analog fGi pg dx dy = gg—‘;’ﬁ fiir i = 3,4 und somit

25 25

/ Py dv dy =d5o0e = 5304
G

Somit ist o5 3 - L1
_ 2= P 0.00407(~ u(=, 2)).
O = o301 3 = gz~ LO00T(=u(35))



