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7. Ubungsblatt zur
»Linearen Algebra fiir Physiker*

Gruppeniibung

Aufgabe G20 (Matrizenkalkiil)
Bilden Sie alle moglichen Matrizenprodukte der folgenden Matrizen:

1 2% 3 18 ? (1)
A= 2], B=(2 -4 6), C= 7 —1i und D = . 0 1
3 -0 0 —1i 0
Losung: Die moglichen Produkte sind
2 —4i 6
AB=| 4 -8 12 |, BA=20-8i, BC=(-6-24i 2),
6 —12i 18
R -3 3
2 7 —1i
DA = 4 und DC = 1—9 _3
—2i —7i -1

Aufgabe G21 (Lineare Abbildungen und Matrizen)
Gegeben sei die Matrix
10
=y 1)

a) Geben Sie, falls moglich, Basen B und B’ von R? an, sodass M die Drehung um 90°
darstellt.

b) Geben Sie, falls moglich, Basen B und B’ von R? an, sodass M die Projektion auf die
x-Achse darstellt.
Loésung:

a) Da lineare Abbildungen eindeutig durch die Angabe der Bilder der Basisvektoren
festgelegt sind, bestimmen wir nun Basen B und B’, die uns eine Drehung um 90°
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liefern. Wir wahlen die kanonische Basis als B, d.h. B = {< é > , ( (1) >} Damit

wir eine 90° Drehung erhalten muss gelten

W(3)-(1), mou(D)-(2), o

Multiplizieren wir die linken Seiten aus, so erhalten wir

(o) (o) (3)=(1),

d.h. der erste Basisvektor der Urbildbasis B wird auf den ersten Basisvektor der
Bildbasis B’ abgebildet und der zweite Vektor der Urbildbasis B wird auf den zweiten
Basisvektor der Bildbasis B’ abgebildet.

Zusammen mit Gleichung (??) ergibt sich somit B’ = {( (1) > , < _(1) )}

b) Es ist nicht moglich zwei Basen anzugeben, sodass M die Projektion auf die z-Achse
darstellt. Wihlen wir uns eine beliebige Basis B = {v1,v2}, so ist Mv; = v; und
Muvy = vy. Diese beiden Vektoren sind linear unabhiingig (Uberlegen Sie sich, dass
lineare Unabhéngigkeit nicht von der Basis abhéingt).

Somit enthélt das Bild der linearen Abbildung, die von M induziert wird zwei li-
near unabhigige Vektoren und ist somit 2-dimensional.
Das Bild der Projektion auf die z-Achse ist jedoch nur 1-dimensional.

Aufgabe G22 (Abbildungsmatrix eines Funktionals)
Gegeben sei die lineare Abbildung

1:Py

_ L. R
1

D — /p(a:)da:.
0

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von I bzgl. der Basen B = {2/ : j = 0,1,...,4} von
Py und B’ = {Z} von R.

Losung: Wir bestimmen die Bilder der Basisvektoren x/. Es gilt
1
I(z%) = / ldr=1
0
! 1
I(z') = / $dx:§

0

I(z%) = /01$2
I(z3) = /01
I(zY) = /le‘*

8
w

2 2
8 8
I I

QU
8
Il
QU= = Wl
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Diese Vektoren stellen wir nun in der Basis B’ dar. Somit erhalten wir

L
60
L
60
1
60
1
60
L
60°

= 60-

= 30-

= 20-

= 15-

= 12.

U R PFW RN =

Damit ergibt sich fiir die Abbildungsmatrix

MPB = (60 30 20 15 12).

Hausiibung

Aufgabe H20 (Abbildungsmatrizen (4 Punkte))
Geben Sie zu den folgenden linearen Abbildungen 7} : R® — R3 eine Basis B von R? und
die Abbildungsmatrix MTBi B an:

1 -1
a) Die orthogonale Projektion 7 auf den Unterraum W = lin 3 1, 6
1 2

b) Die orthogonale Projektion T auf den Unterraum W+,

c¢) Bestimmen Sie 77 + T». Was miissen Sie beachten? Was fillt ihnen auf? Erkldren Sie
ihre Beobachtung.

Hinweis: Sie kénnen die Basis B so wihlen, dass die Matrizen Mrg B diagonal sind.
Losung:

a) Wir haben die freie Wahl einer Basis. Wir wissen, dass eine lineare Abbildung durch
die Angabe der Bilder der Basisvektoren festgelegt ist. Demnach wihlen wir Basis-
vektoren, deren Bilder wir direkt erkennen konnen. Als Basisvektoren wihlen wir

zunéchst
1 -1
vy =1 3 und vy := 6
1 2

Wir iiberpriifen zuerst, ob v; und vo linear unabhéngig sind. Betrachten wir die erste
Koordinate, so gilt v; = —1vs. In der zweiten Koordinate erhalten wir v; = %Ug.
Demnach sind vy und vy linear unabhéngig.

Als dritten Basisvektoren wihlen wir vz := v X vy, d.h. es ist B = {v1,va,v1 X va2}.
Da v; und ve in W sind und die Projektion eingeschrinkt auf W die Identitét ist,
ergibt sich T (v1) = v; und T (v2) = va.
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Ausserdem steht vs senkrecht auf W, sodass T (v3) = 0 ist. Somit erhalten wir die
Abbildungsmatrix

1 0
BB _
R

o O O

b) Wir wihlen dieselbe Basis B wie in a). Die orthogonle Projektion auf W+ bildet
Vektoren, die senkrecht auf W+ stehen auf 0 ab.
Die Vektoren, die senkrecht auf W+ stehen liegen in W. D.h. es ist Th(v;) = 0 und
T2 (7)2) = 0.
Da der Vektor vz senkrecht zu v und vy ist, ist v3 € W+. Somit ist Ty(v3) = v3. Es
ergibt sich die Abbildungsmatrix

BB _
MT2 =

o O O

0 0
00
01

¢) Wir miissen zunéchst beachten, dass die Matrizen 77 und T3 bzgl. derselben Basis
dargestellt sind. Hier ist dies der Fall und somit ergibt sich

1 00
T+ 15 = 01 0
0 0 1

Somit induziert T7 + T5 die identische Abbildung. Die Abbildungen 77 und 75 ent-
sprechen der orthogonalen Zerlegung des Vektorraumes. Der Satz von der Orthogonal-
projektion besagt, dass ein Vektorraum V' die direkte Summe eines abgeschlossenen
Vektorraumes W und dessen orthogonalen Komplements W ist. D.h. man kann je-
den Vektor v € V in in einen orthogonalen Teil v € W+ und einen parallelen Teil
vP € W zerlegen. Die direkte Summe besagt sogar, dass diese Zerlegung eindeutig ist.

Die Projektionen 77 und T liefern gerade diese Zerlegung, d.h. vP := Tj(v) und
vt = Ty(v). Da v =P + vt gilt, muss

v =1 + vt =Ti(v) + Ta(v) = (Ty + T2)(v)
sein, d.h. T1 + 15 = FE. Dies bestétigt unsere Rechnung.

Aufgabe H21 ((Bernstein)Polynome (4 Punkte))
Gegeben sei die lineare Abbildung
p — ¥
auf dem Raum P,, der Polynome vom Hochstgrad n.

a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von D bzgl. der Standardbasis
B={xl:j=0,...,n}
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b) Zeigen Sie, dass die Polynome

bi(t) :== (2) (1—t)3** fir k=0,1,2,3

ein Basis von P3 bilden (Die Polynome by heiflen Bernsteinpolynome vom Grad 3).
c¢) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von D : P35 — P3 bzgl. der Basis B’ = {bg, b1, ba, b3 }.

Loésung:
a) Wir bestimmen die Bilder der Basisvektoren. Es ist D(27) = j2/~!. Das heisst der
Basisvektor v; wird durch D auf D(vj) = jvj_1 abgebildet (Hierbei ist v_; = 0).
Demnach ist die Abbildungsmatrix

0100 - 00
0020 0 0
003 - 00

MpP = :
0000 - n 0
0000 -+ 00

b) Wir multiplizieren zunéchst die Polynome by, aus. Es ergibt sich

bo(t) = 1-3t+3t> -1
bi(t) = 3t—6t>+3t°
bo(t) = 3t* —3t3

bs(t) = t3

Um die lineare Unabhéngigkeit zu iiberpriifen bestimmen wir die Losungen der Glei-
chung
Aobg + A1b1 + Aobs + A3bs = 0.

Es ergibt sich

0 = Aobo+ A1b1 + Aoba + A3bs
= No(1 =3t +3t2 —t3) + A\ (3t — 662 + 3t%) + \a(3t2 — 3t%) + A3t?
= 1)\o+ t(—3)\0 + 3/\1) + t2(3/\0 — 6 + 3/\2) + tg(—/\o 4+ 3\ — 3\ + )\3).

Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

Ao =
3\ +3\ =

3h — 6A1 +3Xy =
“Ao+3M =3+ A =

o o o o

Dieses hat die eindeutge Losung A\g = A1 = A2 = A3 = 0, sodass die Vektoren by, . .., b3
linear unabhéngig sind.
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¢) Wir bestimmen die Bilder der Basisvektoren by, ..., bs. Es ist
D(bg) = —3+46t—3t?
D(b)) = 3—12t+ 9>
D(by) = 6t — 9t
D(b3) = 3t
Nun miissen wir diese Polynome als Linearkombination der Basisvektoren by, ..., bs

darstellen. Es ergeben sich die Linearkombinationen

D(bg) = —3bgp—b
D(by) = 3by— by — 2bo
D(bg) = 2by + by — 3b3

D(b3) = by+ 3bs
Damit ergibt sich die Abbildungsmatrix

-3 3 00
g | -1 -1 20
Mp™ = 0 —2 1 1
0 0 -3 3

Aufgabe H22 (Matrizenkalkiil (4 Punkte))
Gegeben seien die Matrizen A = (a4j)ij € Mmn(K), B = (8i)ij € Myp(K) und
C = (7ij)ij € Mp,q(K).
a) Zeigen Sie, dass (A - B)iy, = Y 7_; qijfj ist.
b) Zeigen Sie das Assoziativgesetz A- (B -C)=(A-B)-C.

Losung:

a) Wir wissen, dass A - B die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung ¢4 o ¢p ist
(Hierbei ist ¢4 die von A induzierte lineare Abbildung). Um die Abbildungsmatrix
von ¢4 o pp zu bestimmen, berechnen wir die Bilder der Basisvektoren v1, ..., v, von
KP. Wir bezeichenen mit w1, ...,w, die Basis von K und mit u,...,u,, die Basis
von K™. Dann gilt

(A- B)(vy) = A(Buy,) A Birw;
j=1

= > BipAw))
j=1

= D Bk (Z aij“i)
j=1 i=1

n m
= Z Z Bikoviju;.-

j=1i=1
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Damit ergibt sich
n n
(AB)ir, = Y Bikcij = Y @ijBip
j=1 j=1

b) Wir zeigen, dass A - (B - C) und (A - B) - C dieselben linearen Abbildungen indu-
zieren, indem wir nachrechnen, dass die Bilder der Basisvektoren identisch sind. Wir
bezeichnen die Basen wie oben und zusétzlich mit 21, ..., 2, die Basis von K9. Damit
gilt

n

(A-(B-O)(z) = A- [ (B-C)jpuw;

J=1

n p
A0 Bivikw;

j=1i=1

= > > BivinAlw))

j=1i=1

e

n p m

= > Biivik »_ auju.
7j=11i=1 =1

n p m

= D > B

j=1i=1 =1

Andererseits gilt

P
((A-B)-C)(z) = (A-B) <Z%kw>

i=1

= ) k(4 B)(v)

i:pl .
= ) vk (A Bl
=1 =1

P m

n
> ik YD B
i=1 =1 j=1

m n

= Y ) vk B

i=1 I=1 j=1

e

bS]

Da alle Summen endlich sind und die Multiplikation in K kommutiert sehen wir, dass
die Bilder der Basisvektoren identisch sind. Somit ist A- (B -C)=(A-B)-C.



