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Gruppeniibung

Aufgabe G10 (Lineare Gleichungssysteme)
Gegeben seien die folgenden linearen Gleichungssysteme:

1ix]  +2x9 =0 x1 4+x3 = 0
a) lxy —izg +izg = 0 b) 3x; +2x9 +xz3 = 0
1.1‘1 +’i£L‘2 +3i.1‘3 =0 il —|—2.1‘2 —r3 = 5.

Geben Sie den Losungsraum fiir a) in C* und fiir b) in R? an.
Losung:

a) Wir erhalten

1 2 010 t 2 010 1 2 0]0
1 =2 9]0 01 1/]0« 01 1|0
1 ¢+ 3]0 0 3 3|0 0 0 010

Damit konnen wir einen Parameter frei wahlen. Wir setzen x3 := A € C und erhalten
somit die Gleichungen

1x1 + 229
ro+A = 0.
Aus der unteren Gleichung erhalten wir 9 = —\. Setzen wir nun unsere beiden Werte

in die erste Gleichung ein, so ergibt sich
ix] —2A =0
& o = =20
Somit ergibt sich als Losungsraum

—21
L=<\ -1 :xeC
1
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b) Hier erhalten wir

10 110 10 110 10 110
32 11002 -2/0« 02 -2]0
1 2 —-115 0 2 =25 00 0|5

In der letzten Zeile erhalten wir einen Widerspruch, sodass das Gleichungssystem
keine Losung besitzt, d.h. L = ().

Aufgabe G11 (Lineare Unabhingigkeit)
Welche der folgenden Familien von Vektoren sind linear unabhéngig?

0 1

a) [2],[5] € R
1 3
i 1 —2—3i

by | 1|,(1], —i € C3
—i 1 2 —3i

c) 22 -1l,z+1,2—1,1 € P(R)
Losung:

a) Die beiden Vektoren sind linear unabhéingig. Denn wiiren sie linear abhingig, so gibe
es einen Parameter A € R mit

0 1
Al2])] =15
1 3

Dies kann jedoch wegen der ersten Kompenente nicht sein, denn es gibt kein A € R
mit A-0=1.

b) Wir bestimmen die Losungen A1, A2, A3 des Gleichungssystems

/) 1 —2—-3 i\ +Xo +(—2-3i)A3 =0
M1 +X|1] 4+ X3 —1 =0 < )\ +Xo  —id3 =0
—1 1 2—31 —iA] FA2 +(2-3i)A3 =0.

Fiir die Losung ergibt sich

7 1 —-2-3¢|0 7 1 —2-3i|0 7 1 —-2-31|0
11 —/0 & 0 1—-7¢ -3-3i|0 & 0 2 —67 |0
—3 1 2—-3i 1|0 0 2 —6i |0 0 2 —6i |0
Somit sind die beiden letzten Zeilen identisch und wir konnen einen Parameter frei
wéahlen. Setzen wir z.Bsp. A3 = 1, so erhalten wir Ay = 37 und A\; = —24. Somit ist
1 1 —-2-—3i —-2—3i 1 1
25| 1 | +3(1]+ —1 =0 —1 =2t 1| —-3(1
—1 1 2 — 34 2 —3i —1i

Somit sind die Vektoren linear abhingig.
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¢) Man erkennt, dass (z+1) = (x — 1) + 2 ist, d.h. diese drei Vektoren sind schon linear
abhéngig. Wir weisen dies nocheinmal nach:

Wir bestimmen die Losungen der Gleichung
ME?2 =1+ Xz +1) +d3(x—1)+ X - 1=0.
Wir erhalten

MEZ—D+ X+ D) +X@ -1+ -1 = M2® =M+ Xz + X+ X3z — A3+ N\
= $2()\1)+.1‘(>\2—|—)\3)+)\4—)\1—I—)\Q—)\g:0.

Da wir nicht an allen Losungen interessiert sind, sondern nur an der Frage ob es aufier
der trivialen Losung A\ = Ay = A3 = A4 = 0 noch weitere gibt, setzen wir an dieser
Stelle A\; := 0 und Ag := —A3. Damit ergibt sich die Gleichung

Ap—2X3=0.
Diese hat eine Losung fiir A3 = 1 und A4 = 2. Insgesamt erhalten wir somit
0-22~1-(z+1)+1-(z—1)+2-1=0.
Stellen wir diese Gleichung um, so erhalten wir
(x+1)=(z—-1)+2.
Aufgabe G12 (Kreuzprodukt und bilineare Abbildungen)

Gegeben seien die Vektoren z,y € R? und eine bilineare Abbildung B : V xV — W
zwischen den Vektorrdumen V und W iiber R oder C.

a) Zeigen Sie: B(x,x) = 0 gilt genau dann, wenn B(z,y) = —B(y, x) ist.

Zusatzfrage: Gilt dies auch fiir Bilinearformen B : V x V — K?
b) Wir definieren ¢;;;, fiir (4,7, k) € {1,2, 3}3 wie folgt:

€123 = €231 = €312 = 1
€132 = €321 = €213 = —1
gijk = 0 sonst.

i) Zeigen Sie:
3
TXy= > xy;kcijn
ij k=1
ii) Zeigen Sie:
(e; x ej, ex) = €ijk

Losung:
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2)

b), ii)

Wir zeigen zunéchst die Riickrichtung. Denn ist die bilineare Abbildung antisymme-
trisch, so gilt flirv e V
B(v,v) = —B(v,v)

und dies ist nur fiir B(v,v) = 0 wahr, denn das einzige Element, welches zu sich selbst
additiv invers ist ist das neutrale Element 0 bzgl. der Addition.
Fiir die Hinrichtung betrachten wir

Bz +y,x+y) = Blz,z) + B(z,y) + B(y,x) + B(y,y).
Gilt nun B(z,z) = 0, so erhalten wir durch
0= B(z,y) + B(y,z)

die Behauptung.
Zusatzfrage: Wie in i) schon erw#hnt gilt fiir eine beliebige Bilinearform B : V xV —
K die Implikation B(v,w) = —B(w,v):B(v,v) = 0. Die Riickrichtung ist nur dann

nicht erfiillt, wenn wir den endlichen Koérper mit 2 Elementen Fy zulassen. In diesem
gilt 14+ 1 =0. D.h. gilt B(v,w) =1 = B(w,v), so folgt aus

0= B(v+w,v+w) = B(v,v) + B(v,w) + B(w,v) + B(w,w) = B(v,w) + B(w,v)

nicht, dass B(v,w) = —B(w,v) ist.

Da fiir zwei gleiche Indizes ¢;;, = 0 ist, gilt

3
Z TiYj€rEijk = T1Y2€3 — T1Y3€2 — T2Y1€3 + T2Y3€1 + T3Y162 — T3Y2€1
1,5,k=1
1 0
= (woys —x3y2) | O | +(x3y1 —wixs) | 1 | + (z1y2 — z211)
0 0
T2Y3 — XT3Y2
= T3Y1 — Y123 =T XYy.
T1Y2 — T2Y1

Nach i) gilt

(@ x ) = (Y (@) rencimn: k)

I,m,n=1

3
= < Z 5il5jm€n51nm7€k>

I,m,n=1
3
= (> @ncijn, )
n=1

3
= Z 5ijn<€n7 €k> = Eijk-
n=1
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Hausiibung
Aufgabe H7 (Parameterabhiingige lineare Gleichungssysteme (4 Punkte))

Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

T —|—2x2 +2$3 =3
2%‘2 —1.1‘3 = 2
I —|—4x2 +axry3 = «
in Abhéngigkeit des reellen Parameters a.

Loésung: Wir erhalten

1 2 213 1 2 2 3 1 2 2 3
02 —-1|/2 < 0 2 -1 2 & 0 2 -1 2
1 4 o« 0 2 a—2|a—-3 0 0 a—1|a—5

Fiir @« = 1 erhalten wir in der letzten Zeile den Widerspruch 0 = —4. Somit gibt es fiir
a = 1 keine Losung.

Fiir a # 1 erhalten wir als Losung

a—95
zri(a) = 5—30[_1
la-5
r2(a) = _1+§a—1
o—9
z3(a) = Pt

Aufgabe H8 (Kern und Bild (4 Punkte))
Seien V, W Vektorrdume und ¢ : V.— W eine lineare Abbildung. Wir bezeichnen mit

Ker p:={veV:ipl)=0}CV
den Kern von ¢ und mit
Bild ¢ := {w € W : es gibt ein v € V mit p(v) =w} CW

das Bild von .

a) Gegeben sei die lineare Abbildung ¢ : R? — R2, (x,v,2) — (z +y,0). Bestimmen Sie
Ker 1 und Bild .

b) Zeigen Sie, dass im allgemeinen der Kern einer linearen Abbildung ¢ : V. — W ein
Untervektorraum von V und das Bild ein Untervektorraum von W ist.

Losung:

a) Wir bestimmen zunéchst Ker v, d.h. wir bestimmen die Losungen der Gleichung

()0

z
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Die untere Gleichung ist immer erfiillt und die obere ist fiir z = —y wahr. Damit ist
x A
Ker ¢ = y | eR3iz=—yp = A ] NpeR
z H

Wir bestimmen nun Bild 1. Wie wir sofort erkennen wird kein Vektor (z,y,z) € R?
auf einen Vektor (v,w) € R? mit w # 0 abgebildet. Damit ist

Bildd;c{k(é):kel[%}.

2 2 2-—-1 1

Das Bild von | —1 | unter ¥ ist ¢ -1 = ( ) = ( > . Da % linear
z z

ist, gilt fir A e R

Damit ist Bild ¢ = {/\ ( é > A€ ]R}.
b) Wir priifen die drei Bedingungen fiir Untervektorrdume nach.

0 € U Fiir jede lin. Abbildung ¢ ist ¢(0) = 0. Aus dieser Gleichung folgt direkt 0 €
Ker ¢ und 0 € Bild ¢.

v1 +vo € U Fiir zwei Vektoren v, w € V gilt

) E2 o(vr) + o (va). (1)

Sind vy, vy € Ker ¢, so folgt aus (1) ¢(v1 + v2) =0, d.h. v1 + v9 € Ker ¢.

o(v1 + vo

Sind die Vektoren wy,wy € Bild ¢, so gibt es Vektoren vy, vy € V mit p(v1) = wy
und ¢(v2) = we. Damit folgt aus Gleichung (1)

1
wy + w2 = @(v1) + ©(v2) ) @(v1 + v2).

Damit ist w; + wo € Bild .
Av € U Fiir ein lineare Abbildung gilt

P(Av) = Ap(v). (2)

Ist nun v € Ker ¢, so ergibt sich aus (2) ¢(Av) =0, d.h. v € Ker ¢.

Ist nun w € Bild ¢, so gibt es einen Vektor v € V, sodass ¢(v) = w ist. Da-
mit folgt aus Gleichung (2)

Aw = Ap(v) @ ©(Av).

Somit ist Aw € Bild .
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Damit haben wir gezeigt, dass fiir jede lineare Abbildung ¢ der Kern von ¢ und das
Bild von ¢ Untervektorrdume der jeweiligen Vektorrdume sind.

Aufgabe H9 (Spatprodukt (4 Punkte))
Gegeben seien die Vektoren z,y,z € R3.

a) Zeigen Sie, dass

1 Y1 21
(T xy,2)=|T2 Y2 22
T3 Y3 23

ist.
b) Uberlegen Sie sich, dass
(x xy,z) = [l xyll [|z]| cose

ist, wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren x x y und z ist. Zeigen Sie, dass durch
diese Formel bestétigt wird, dass das Spatprodukt das Volumen des von den Vektoren
x,y, z aufgespannten Parallelepipeds ist.

Loésung:

i) Fiir das Spatprodukt gilt

€T2Y3 — XT3Y2 21
<$Xy7 Z> = T3Y1 — 21Y3 ) Z9 = 21($2y3—$3y2)+22(333y1—$1y3)+z3($1y2—$2y1)-
T1Y2 — T2Y1 z3

Fiir die Determinante auf der rechten Seite gilt

1 Y1 21
To Y2 Z2| = T1Y223 + Y1223 + 21%2Y3 — 21Y2T3 — 22Y3T1 — 23Y172
T3 Y3 =23

= 21(w2y3 — x3y2) + 22(w3y1 — 1Y3) + 23(T1Y2 — T2Y1)-

Vergleich der beiden Terme liefert die Behauptung.
ii) Aus der Winkelformel fiir das Standardskalarprodukt folgt direkt

(xxy,2) = |z xyll |lz]| cosep.

Betrachten wir nun ein Parallelepiped, welches von den Vektoren z,y,z € R3 aufge-
spannt wird:

Wollen wir das Volumen dieses Parallelepipedes bestimmen, so benétigen wir den
Flacheninhalt des von den Vektoren x und y aufgespannten Parallelogrammes und
die Hohe h (Scherungsinvarianz des Volumens). Aus der Vorlesung wissen wir, dass
der Flidcheninhalt des Parallelogrammes durch ||z x y|| gegeben ist.

Da x x y senkrecht auf der von x und y aufgespannten Ebene steht, ist der Vek-
tor h, welcher die Hohe beschreibt ein skalares Vielfaches von z x y, ndmlich die
orthogonale Projektion von z auf z x y. Fiir diese gilt

%% X y) _ Nzl llz <yl cose

|2]| cosep
(x xy) = =
|z > y||?

h= 22Xy g
I x |

(z xy) (z xy).

eyl
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Demnach ergibt sich fiir das Volumen

]| cos e
o @xy)| =zl [z xyll | cos ¢l.

V= dp bl = o x ol - | L2




