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Gruppeniibung

Aufgabe G7 (Abbildungen)
Nachfolgend werden verschiedene Abbildungen beschrieben. Hierbei bezeichnen f,¢g im-

mer Funktionen, sowie x,y, z Vektoren in R™. Die Abbildungen sind jeweils auf geeigneten
Réumen definiert.

Ordnen Sie die Abbildungen auf der linken Seite den Abbildungstypen auf der rechten
Seite in eineindeutiger Art und Weise zu, d.h. ordnen Sie jeder Funktion genau einen Typ
zZu:

f— f; f(t) at ‘symmetrische Bilinearform‘
(f,9) — [0 F(t)g(t) dt [lineare Abbildung]
Spiegelung in R? an einer Ursprungsgeraden |Tensor 3. Stufe|
(f,9) — [P F(0)g (&) — f(£)g(t) dt [alternierende 3-Form |

(2,9, 2) — 1Twsyoz + Toy17 |

(z,y,2) +— x1Yy223 + Y12223 + 21T2Y3
—Z21Y2X3 — T122Y3 — Y1223

‘ antisymmetrische Bilinearform ‘

Loésung:

1.) Die Abbildung f — f; f(t) dt ist eine Linearform, denn sie ist linear und bildet in
den Korper ab.
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2.) Die Abbildung (f,g) — fab f(t)g(t) dt ist eine symmetrische Bilinearform. Sie ist
linear in der ersten und zweiten Komponenten und es ist

b b
(@.]) = / g(t) (1) dt = / f(D)g(t) dt = (f,9).

3.) Eine Spiegelung an einer Ursprungsgeraden ist eine lineare Abbildung.

4.) Die Abbildung (f,g) — f; f@®)g' () — f'(t)g(t) dt ist bilinear und antisymmetrisch,
denn es gilt

b b
(9, f) =/ g f'(t) — g () f(t) dt = —/ f)g'(t) = f'(t)g(t) dt = —(f,9)-

Also ist sie eine antisymmetrische Bilinearform.

5.) Die Abbildung (x,y,z) — 17x3y221 + x2y123 ist ein Tensor 3. Stufe. Fiir die erste
Komponente gilt beispielsweise

(x+v,y,2) = 17(x3+v3)y221 + (22 + v2)y123
= 1Tx3ys21 + 1Tv3y221 + Toy123 + v2y123
= 17z3y221 + 22y123 + 1Tv3yaz1 + vay123 = (2,y,2) + (v, ¥, 2).

6.) Die Abbildung

(337 Y, Z) = T1Y223 + Y1223 + 2102Y3 — 21Y2T3 — T122Y3 — Y1T223

ist eine alternierende k-Form. Die Multilinearitéit zeigt man genau wie in 5.). Vertau-
schen wir zwei Elemente, beispielsweise x und vy, so gilt

(y,2,2) = y12223 + T122Y3 + 21Y2T3 — 21T2Y3 — Y12273 — T1Y223
= —T1Y223 — Y122T3 — 21%2Y3 + 21Y2T3 + T122Y3 + Y17223
= —(@1y223 + Y12273 + 21T2Y3 — 21Y2T3 — T122Y3 — Y17223)
= —(,y,2).

Aufgabe G8 (Normen und Metrik)
Wir betrachten die euklidische Norm || - |2 : R" = R, (1,...,25) — /> 1y T5.

a) Priifen Sie nach, dass | - ||2 die Eigenschaften einer Norm besitzt.

b) Sei V ein Vektorraum iiber R mit einer Norm || - ||. Dann kann man als Abstand
d:VxV— [0,00),(QZ’,y) = ||x _yH

definieren. Geben Sie im Falle V = R? und der Norm || - ||2 an, welche geometrische
Interpretation der Metrik die drei Normeigenschaften zur Folge haben.

Loésung:
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a) 1) Esist klar, dass ||0]|2 = 0 ist. Betrachten wir nun ||z||2 = 0, d.h.

0=zl =
Fiir jedes i = 1,...,n ist :1:12 >0, dh. Y, :1:12 ist eine Summe nichtnegativer
Summanden. Diese ist genau dann 0, wenn jeder Summand schon 0 ist, d.h.
z;=0fiurallei=1,...,n also x = 0.

ii) Fiir ein A € R und z € R™ ist

n n n

Palls = | D Qi) = | D Na? = [ X2 a2 = ||

=1 i=1 =1

n
> a? = |\l
1=0

iii) Um die Dreiecksungleichung ||z + y||2 < ||z]|2 + ||y||2 zu zeigen betrachten wir die
quadrierte Ungleichung

lz + 13 < (lzllz + lyll2)* = 1[I + 2]lzllzllyll2 + ly13-

Da beide Seiten der Ungleichung dasselbe Vorzeichen haben ist quadrieren eine
Aquivalenzumformung. Damit gilt:

n

lz+yls = D (zi+w)
1=0

n
= Z x7 4+ 2z + Y2
i=0

n n n
DRI RO
=0 =0 i=1

= 2ll3 +2(,y) +llyl3
(13 + 2/(z, )] + llyll3

13 + 2llzll2llyll2 + lyl3 = (lll2 + ly]l2)*.

b) Fiir die Eigenschaften erhalten wir:

Definitheit: Die Definitheit einer Norm hat hier zur Folge, dass aus ||z — y||2 = 0 folgt, dass

z—y=0ist,dh. z=y.
Es haben also nur gleiche Punkte Abstand 0 voneinander.

Homogenitét: Hierdurch wird ein proportionales Wachstum gesichert. Betrachten wir zwei Punk-
te z,y, so haben diese den Abstand |z — y||2 voneinander. Wir kénnen nun diese
Punkte voneinander entfernen, indem wir nicht mehr den Vektor x — y betrach-
ten, sondern den Vektor A\(x —y). Nun sollte die Entfernung der neuen Punkte Az
und \y das |\|-fach der alten Entfernung sein. Dies ist wegen der Homogenitit
der Fall, denn es gilt

Az = Ayll = IA(z = y)ll2 = Al |z = yll2-
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A-Ungl.: Die Dreiecksungleichung hat zur Folge, dass keine Verbindung von zwei Punkte
x und y kiirzer ist, also die Strecke x — y. Ist z. Bsp. p eine Punkt ausserhalb
dieser Strecke, so stellt der Vektorzug (p — y) + (z — p) einen Umweg dar:

p

b-y X-p

y X-y X

Fiir die Lénge diese Vektorzuges gilt

lz =yl =0 —y) + (= p)ll2 < llp — yll2 + [l — pl|2.

Damit ist der Umweg hochstens ldnger.

Aufgabe G9 (Untervektorrdume)
a) Zeigen Sie, dass die Menge

HO = {(.’El,.’EQ,O) € R?) : (.’El,xQ) € R2}

ein Untervektorraum des R3 ist.
b) Bildet die Menge
Hy :={(z1,22,1) € R3 : (x1,29) € RZ}
auch einen Untervektorraum von R3?

c) Gegebensei V = C" und a € V. Zeigen Sie, dass die Menge H, := {v € V : (v,a) = 0}
einen Untervektorraum von V bildet.

d) Gegeben sei ein K-Vektorraum V' und Untervektorrdume U; und Uy von V.

i) Zeigen Sie, dass die Menge S := U; N U, ebenfalls einen Untervektorraum bildet.

ii) Gilt dies auch fiir den Durschnitt endlich vieler Untervektorrdume? Was ist mit
Uy UUy?

Loésung:
a) Wir zeigen, dass die drei Bedingungen fiir Untervektorrdume erfiillt sind:

i) 0 € Hy. Wihlen wir 1 = x5 = 0, so ist wegen (0,0) € R? auch der Vektor
(0,0,0) € Hp. Da (0,0,0) der Nullvektor in R3 ist, ist 0 € Hy.

ii) Seien v,w € Hy, d.h. v = (v1,v2,0) und w = (w1, ws,0). Dann gilt
v+w = (v1,v2,0) + (w1, we,0) = (v1 +wy, v2 + w2, 04 0) = (v1 +wy,ve + w2, 0),

d.h. v +w € Hy.
iii) Sei A € R und v € Hy. Dann gilt

A = A(v1,v2,0) = (Avg, Avg, A - 0) = (Avg, Avg, 0),

d.h. Av € Hy und somit Hy ein Untervektorraum.
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b) Die Menge H; bildet keinen Untervektorraum, denn keine der Bedingungen ist erfiillt.
Beispielsweise ist fiir v, w € Hy

c)

v+ w = (v1,v2,1) + (w1, w2, 1) = (v1 + wy,v2 + wa, 1 + 1) = (v + w1, v2 + w2, 2)

nicht in Hi.

i)
ii)

iii)

i)

Da (0,a) = 0 fiir alle a € C™ ist, ist 0 € H,.
Fiir v,w € H, gilt

'u,wEHa

<’U +w, a> = (U? a> + <w7 a> 0,

d.h. v+w € H,.
Fir A € C und v € H, gilt
(Av,a) = X(v,a) vl N 0= 0,

d.h. v € H,. Damit ist H, ein Untervektorraum von C".

Da U; und Us Untervektorrdume von V sind ist 0 € Uy und 0 € Us. Somit ist
auch 0 € S.

Seien v,w € S. Da S der Durchschnitt von U; und Us ist, miissen v und w
sowohl in U; als auch in Us sein. Da beides Untervektorrdume sind, ist die Sum-
me v + w in U; und in Us und somit auch in S.

Sei A € C und v € S. Wiederum muss v in U; und U; enthalten sein. Da U;
und U; jeweils ein Untervektorraum sind, ist der Vektor Av in U; und Us enthal-
ten und somit auch im Durchschnitt S.

Damit ist S ein Untervektorraum von V.

Sind nun Uy, ..., U, endlich viele Untervektorriume, so gilt wegen der Assozia-
tivitdt des Schnittes, dass

UnUsnUsN...NU1NU, = ((--- (U1 NU)NUg)N...)NUp—1) NU,)

ist. Nun folgt die Behauptung durch n — 1-faches Anwenden von 1).

Die Vereinigung von zwei Untervektorrdumen U; U U, ist dagegen kein Unter-
vektorraum. Wéhlen wir z. Bsp. die Untervektorrdume

Up:={v€R?:v=)e; mit A € R}

und
Us :={v € R? : v = \ep mit A € R},

o ist
U1UU2:{v€R2:v1:00derv2:0}.
. . 1 0 . 1 .
Wihlen wir v = 0 und w = 1 )80 istv+w = 1 kein Element von
Uy UUs.
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Hausiibung

Aufgabe H7 (Orthogonale Zerlegung und Projektion)
Gegeben seien die folgenden Vektoren

2 2 -2
vy = 2 , U 1= -1 , U3 1= —2
—4 2 -1

in R3.

a) Bestimmen Sie die orthogonale Zerlegung von vy bzgl. vo und von vy bzgl. vs.

b) Sei H die Ebene, die von den Vektoren vy und vs aufgespannt wird. Koénnen Sie das Bild
von vy auf H bestimmen (Skizze)?

Losung:

a) Wir projizieren v orthogonal auf vy, d.h. wir bestimmen

—4
(i _ fonez) =6 L[
Y R TR W
Daraus folgt
1 10
,U§¢) — oy — Ugll) =3 4
-8
. Genauso erhalten wir fiir die Zerlegung bzgl. vs
8
1
,Ugl) =5 8
4
und
0 (1
Ugl) = E 1
—4
b) Ein Bild von v; auf H ist gegeben durch
—4 8 —4
1 1 1
O JECILL R LI Y (S T (O N
foal a2 =3\ ) "ol L) Tl g

Mochten wir die orthogonale Projektion auf H bestimmen, so liefert uns dies

18
= 2 7 U= J
ool 2 =5 |
wobei u 1= vy — <|1|)531|"§> vz die orthogonale Projektion von vy auf vs ist.
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Aufgabe H8 (Normen und Skalarprodukt (4 Punkte))
a) Zeigen Sie, dass das Standardskalarprodukt (-, -)r auf R durch
x A/ {(x,T) (1)

eine Norm
|- : R" = [0,00),z +— +/(z,z)

definiert. Kennen Sie diese Norm?
b) Wir setzen das Skalarprodukt durch

<'7> cr ch_)(c szyz

Warum ist hiermit durch (??) keine Norm definiert?
c¢) Betrachten Sie das Standardskalarprodukt auf C"

(e :C"x C" — C, ( szyz.

Induziert dieses Skalarprodukt durch (??) eine Norm?

Tipp: Fiir ein beliebiges Skalarprodukt gilt |(z,y)|* < ||=|?||y||*.

Losung:

a) Es ist

Viz,z) = me: Zx [[]]2-

Damit ist durch die Abbildung eine Norm definiert, ndmlich die euklidische Norm.

b) Fiir eine komplexe Zahlen x ist der Ausdruck 22 nicht notwendigerweise reel, d.h. der
Ausdruck y/(z,z) ist nicht definiert.

¢) Wegen (z,y)c = (y, z)c ist das Problem aus b) hier gelést, denn gilt fiir eine komplexe
Zahl z die Gleichung z = Z, so ist z € R. Wir priifen nun die Normeigenschaften nach,
hierbei ist ||z]|c := /(z,z)c.

i) Fiir ||z||c =0 ist

n n
|zllc = V{z,z)e = | D zdi= | > |zil>=0.
=1 =1

Dies ist wiederum eine Summe nichtnegativer reeler Zahlen, sodass hieraus x; = 0
fiir alle : = 1,...,n folgt, d.h. z = 0.

ii) Fir A € C und z € C" gilt

Pzle = | D Pl = | D IARlzif2 = A
i=1

i=1

n

> lail? = Melc.

=1
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iii) fir x,y € C" gilt

lz+yllz = (@+yr+y)c=(@)c+ (@,9)c+ Y z)c+ ¥ y)c
Iz]|E + (2, y)c + (&, y)c + |yl
|z|& + 2Re({z, y)c) + [|ly|Z

< =)@ + 20w yiel + Iyl
CS-Ungl.
< @ + 2z NyIIE + lylE = Ul + lylz)>

Bemerkung: Das Standardskalarprodukt ist nicht bilinear. Es ist linear in der ersten
Komponente und semilinear in der zweiten, d.h. es gilt zwar

(z,y + z)c = (z,y)c + (z, z)c, jedoch (z, Ay)c = Az, 2)c.
Aufgabe H9 (Koordinaten (4 Punkte))
Betrachten Sie die Standardbasis {ei, ..., ey} in C" {iber dem Korper C.

a) Zeigen Sie, dass jeder Vektor v € C" als Linearkombination v = Aje; + ... + Apen
angegeben werden kann.

b) Zeigen Sie, dass diese Darstellung als Linearkombination eindeutig ist, indem Sie
fiir zwei verschiedene Darstellungen zeigen, dass alle Koeffizienten iibereinstimmen
miissen.

In diesem Fall heissen die Koeffizienten \; die Koordinaten von v bzgl. {e1,...,e,}.

Tipp: Nutzen Sie aus, dass (e;, e;) = d;; ist.
Losung:
a) Wir kénnen einen Vektor v € C" als n-Tupel komplexer Zahlen angeben, d.h.

U1
U2

Un

Betrachten wir nun die Linearkombination v = A\je; +...4+ Ape, mit \; € C, so ergibt

sich
(%1 1 0
) 0 0
. =v = Mei1+...+M e, =X\ . + ...+ A
Up, 0 1
A 0 A
0 0 A2
= N S = ,
0 An An

Hieraus ergibt sich, dass v als Linearkombination der e; dargestellt werden kann,
indem wir \; = v; setzen.
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b) Wir nehmen an, es gibt zwei Darstellungen als Linearkombination, d.h. es existieren
Skalare Aq,..., A, und pq, ..., fbn, SO dass

pwier + ...+ ppep =v = XAe1 + ...+ A\en
ist. Fiir jedes ¢ = 1,...,n gilt dann
(e;,v) = (ej, 1e1 + ... + nen) = (ei, Adrer + ... + Apen).
Wegen (e;, ej) = d;; folgt hieraus fiir jedes i =1,...,n
(ei,v) = piles, e;) = Nileq, €i),

d.h. \; = p; fiir alle ¢ = 1,...,n. Somit ist die Darstellung eindeutig.



