TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

WS 2007/08
01./02.11.2007

Fachbereich Mathematik
Prof. K. Grosse-Brauckmann
D. Frisch

2. Ubungsblatt zur
»Linearen Algebra fiir Physiker

Gruppeniibung

Aufgabe G4 (Gruppen II)
Entscheiden Sie, ob es sich bei den nachfolgenden Mengen um Gruppen handelt.

i) Gegeben sei die Menge Fy aller Funktionen von R\{0} nach R\{0}. Wir versehen F
mit der punktweisen Multiplikation *, d.h. (f * g)(z) := f(z) - g(z).

ii) Die Menge X :={0,£1,+2,...,£10} C Z mit der Addition von Z.
iii) (C,®) wobei z @ w := |z + w| ist.
iv) S':={z € C:|z| = 1} mit der Multiplikation auf C.

Lésung:

i) Da das Produkt zweier reeller Zahlen wieder eine reelle Zahl ist, ist fiir Funktionen
f,g € Fo das Produkt f g wieder eine Funktion von R nach R, ndmlich die Funktion
f+xg: R = Rz — f(z)-g(z). Das neutrale Element ist die konstante Funktion
c1: R = R z — 1, da fiir eine beliebige Funktion f € Fy

(fxei)(z) = f(2) - ci(z) = f(z) - 1= f(z) =1 f(z) = cr(z) - f(2) = (c1 % f)(2)

gilt. Das inverse Element zu einer Funktion f € Fy ist eine Funktion g, welche
f*g=c1 =g=* f erfiillt. Das heisst, es muss

1=ci(x) = (f *g)(z) = f(z) - g(2)

fiir alle z € R gelten und dies ist genau dann der Fall, wenn g(z) := (f(z))
Dies ist fiir alle f € Fy moglich, sodass Fy eine Gruppe bildet.

—1 ist.

ii) Das neutrale Element 0 ist in X enthalten und weiterhin ist jedes Element in X in-
vertierbar, denn fiir jedes x € X ist —z € X enthalten.

Dennoch ist X keine Gruppe, denn X ist nicht abgeschlossen. Es ist 5+ 7 ¢ X.

iii) Die Verkniipfung besitzt kein neutrales Element. Denn fiir z,w € Cist z® w € R.
Ein neutrales Element e muss die Bedingung z @ e = z fiir alle z € C erfiillen. Wihlen
wir nun z € C\R, so ist dies offensichtlich verletzt.
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iv) Wir priifen zuniichst die Abgeschlossenheit. Fiir z,w € St ist |z - w| = |2| - |w| = 1,
dh. z-w e Sh

Das neutrale Element in C beziiglich der Multiplikation ist 1 und da |1| = 1 ist,
ist 1 € S'. Weiterhin ist jedes Element in C\{0} invertierbar und da 0 ¢ S! ist, ist
jedes Element von S! in C invertierbar. Wegen |z=!| = |2|~! ist das Inverse auch in
S! und somit S eine Gruppe.

Aufgabe G5 (Vektorrdume)
Gegeben sei mit P(R) die Menge aller Polynome p: R — R.

a) Entscheiden Sie welche der folgenden Teilmengen von P(R) zusammen mit der Addi-
tion und skalaren Multiplikation von P(R) einen Vektorraum iiber R bilden.

i)
i)

iii)

P,(R) :={p € P(R) : Grad p <n}, (n €N)
PO(R) := {p € P(R) : p(0) = 0}
PY(R) := {p € P(R) : p(0) =1}

b) Entscheiden Sie, ob es sich in den nachfolgenden Fillen um Vektorrdume handelt.
Hierbei sind Q und R mit der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation ausge-
stattet.

Losung:

a)

i)
ii)

i)

ii)

ii)

R als Q-Vektorraum.
Q als R-Vektorraum.

Das konstante Polynom p(z) = 0 hat den Grad 0 und ist somit fiir alle n € N in
P, (R) enthalten. Weiterhin gilt fiir die Summe zweier Polynome p mit Grad n,
und ¢ mit Grad n,

Grad(p + q) < max{np,nq}.

Damit ist p + g € P,(R).

Auch Multiplikation mit einem Skalar A € R kann den Grad eines Polynoms
hochstens verkleinern (genauer: er bleibt gleich fiir A # 0 und ist 0 fiir A = 0),
d.h. A\p € P, (R). Damit ist P,(R) ein Vektorraum iiber R.

Auch hier ist das konstante Polynom p(z) = 0 enthalten. Fiir zwei Polynome
p,q € P'(R) ist (p+ q)(0) = p(0) +q(0) =0, d-h. p+ g € P(R).

Fir A € R und p € P°(R) ist (Ap)(0) = Ap(0) = 0, d.h. A\p € P°(R). Damit ist
PY(R) ein Vektorraum iiber R.

Das konstanten Polynom p(z) = 0 ist nicht in P'(R) enthalten und somit kann
P(R) kein Vektorraum sein.

R ist ein Q-Vektorraum, denn R ist eine abelsche Gruppe bzgl. der Addition und
fiir ein Skalar A € Q und einen Vektor v € R ist Av wieder eine reelle Zahl, also
ein Vektor in R.

Q ist kein R-Vektorraum, denn fiir A € R\Q und v € Q ist Av ¢ Q.
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Aufgabe G6 (Normen)
Gegeben seien die folgenden Funktionen || - ||; : R* — [0,00) durch

n

lzll = ) lail

=1
1
n 2
]2 = (Z |$z'|2>
=1
|z]|oc = max{|z;|:i=1,...,n}.

a) Skizzieren Sie fiir den Fall n = 2 die Einheitskugeln B; := {z € R? : ||z||; < 1} fiir
die Abbildungen || - ||;-

b) Sei || - || eine beliebige Norm auf dem Vektorraum V iiber R. Zeigen Sie, dass fiir alle
z,y € V und fiir alle X € [0, 1]

Az + (1 = Nyll < Allzll + (1 = A)llyll

gilt. Versuchen Sie dazu, die Konstruktion Az+ (1 —\)y geometrisch zu interpretieren.
c) Zeigen Sie, dass die Einheitskugel einer Norm konvex ist.
d) Ist die Abbildung

17 5 0.00), (2 ) o (VT + VD

eine Norm auf R2?

1
Tipp: Betrachten Sie ( i ) im Hinblick auf Aufgabenteil c).
2
Loésung:
a) Es gilt:
b) Es gilt
A-Ungl. Xef0,1]
Az+(1=Nyll < [Paf|+[A=Xyl = A [zl+A=X) gl =" Allzll+0=M)ly]l-

Hierbei bezeichnet Az + (1 — A)y die Konvexkombination der beiden Punkte z,y, d.h.
deren Verbindungsstrecke.
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c)

Die Einheitskugel einer Norm | - || auf einem Vektorraum V ist die Menge
B = {v € V : ||v]|] < 1}. Konvex bedeutet, dass mit zwei Punkte v und w auch
die gesamte Verbindungsstrecke der Punkte in der Menge enthalten ist. Die Verbings-
strecke zwischen v und w ist gegeben durch

A+ (1—Xw fir A €[0,1].
Nach b) gilt hierbei fiir alle A € [0, 1]
[Av + (1 = Mwll < Allo[l + (1 = N[[w].
Wenn v, w € B; sind, so ist ||v|| < 1 und ||w|| < 1, d.h. fiir alle A € [0, 1] ist
A+ (1 = XNw| < Allo] + (1 =N[w|| <A+ (1 -4)=1.

Damit ist jeder Punkt der Verbindungsstrecke von v nach w ebenfalls in der Einheits-
kugel enthalten und diese somit konvex.

N /SR A

) H der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von v := ( (1) ) und

DN | 00| =

Weiterhin ist

(

w = ( (1) ), denn es gilt

N[ =D | —=

1 111 1
Da sowohl ||v|]| = 1 als auch ||w|| = 1 ist, und somit v,w € B sind, aber der Mittel-
punkt nicht in B enthalten ist, ist die ”Einheitskugel” von || - || nicht konvex und || - ||

kann somit keine Norm sein.
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Hausiibung

Aufgabe H4 (Lineare Abbildungen (4 Punkte))
Wir bezeichnen mit D? den Raum der zweimal differenzierbaren Funktionen f : R — R
und mit F := {Funktionen von R nach R} den Raum aller Funktionen von R nach R.
Entscheiden Sie in jedem der nachfolgenden Fille, ob es sich um eine lineare Abbildung
zwischen den jeweiligen R-Vektorrdumen handelt:

i) 61:D? > F, f = 3f"+ f.
i) 6 : D2 F,f > el” + f'.
iii) Fiir ein festes z € R die Abbildung A, : F = R, f+— f(x).
Loésung:
i) Fiir f,g € D? und A\, € R ist

(A +pg) = 3 +pg)" + Af+pg) =3N"+3ug" + Af' +pd
MBS+ 1)+ u(Bg" + ¢') = Xoi(f) + pndi(g).

Damit ist die Abbildung linear. Der lineare Differentialoperator d; beschreibt demnach
eine lineare Differentialgleichung.

ii) Fiir f,g € D? und \,p € R ist
So(Af + pg) = eM T 1 (NF + pg)' = M- et 4 Nf' + g
Dies ist nicht dasselbe wie
Aoa(f) + nda(g) = e + ) + u(e? +g') = Xel" + pe?” + X'+ pg'.

Damit ist die Abbildung d2 nicht linear. Demnach beschreibt die Abbildung d, keine
lineare Differentialgleichung.

iii) Fir f,g € F und A\, p € R gilt

Az(Mf +pg) = (Af + pg)(x) = Af(2) + pg(z) = Mz (f) + pAz(g)-

Damit ist die Abbildung linear.

Aufgabe H5 (Einheitengruppe (4 Punkte))
Gegeben sei eine Menge S mit einer assoziativen Verkniipfung - : § X S — S und einem
neutralen Element e bzgl. -. Wir bezeichnen mit

§*:={s€8 : esgibteins' € Smit s-s' =5 -s=¢}

die Menge der invertierbaren Elemente von S bzgl. -.

a) Bestimmen Sie R* bzgl. der Multiplikation und P(R)* bzgl. der punktweisen Multi-
plikation.
b) Zeigen Sie, dass S* eine Gruppe bildet (die sogenannte Einheitengruppe).

Tipp: Zeigen Sie u.a., dass S* bzgl. der Verkniipfung - abgeschlossen ist, d.h. dass
fiir s,t € S* auch s-t € §* ist.
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Loésung:

a)

Jede reelle Zahl x # 0 besitzt ein multiplikativ Inverses, ndmlich % Damit ist
R* = R\{0}.

Bzgl. der punktweisen Multiplikation ist ein Element p € P(R) genau dann invertier-
bar, wenn es ein Element g € P(R) gibt, sodass pg = gp = ¢; ist, denn das neutrale
Element bzgl. punktweiser Multiplikation ist die konstante Abbildung ¢;(z) = 1.

Damit z" invertierbar ist, muss z" - ¢(z) = 1 fiir alle z € R sein. Dies ist der Fall,
wenn ¢(z) = -5 = z ™ ist. Dies ist aber nur fiir n = 0 ein Polynom, d.h. ein Element
p € P(R) kann nur invertierbar sein, wenn es konstant ist. Damit ist das Problem
auf die Invertierbarkeit der reellen Zahlen zuriickgefithrt. Wir haben soeben gesehen,

dass R* = R\{0} ist, d.h.
PR)* ={pe P[R) :p=cmit ce R*}.

Da das neutrale Element e von S bzgl. - invertierbar ist, ist e € S*. Weiterhin ist
ein Element s € S* in S invertierbar. Das inverse Element s~! ist aber ebenfalls in
S*, denn zu s~ ! gibt es ein Element s’ € S, sodass s ! -s' = s’ - s~! = e ist, nimlich
s' := 5. Somit ist jedes Element in S$* auch in S* invertierbar.

Es bleibt die Abgeschlossenheit zu zeigen. Angenommen es gibt zwei Elemente s,t €
S*, so dass s-t nicht in $* enthalten ist, d.h. s-¢ in S nicht invertierbar ist. Es gibt
also kein Element u € S, sodass (s-t)-u = e ist. Da s,t € S* sind, sind sowohl s als
auch t in S invertierbar, d.h. es gibt die Elemente s~1,t~! € S und somit auch das
Element (t~!-s!) in S. Fiir dieses Element gilt jedoch

(s-t)-(t1-s)=s-t-t . sl=s.5'=e

Damit haben wir einen Widerspruch zur urspriinglichen Annahme, dass s - ¢ nicht
invertierbar ist. Somit ist S$* abgeschlossen und damit eine Gruppe.
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Aufgabe H6 (Tetraederwinkel (4 Punkte))
Gegeben sei der Wiirfel W in R? mit Kantenlinge 2 und Mittelpunkt (0,0,0), d.h. die
Menge
W= {(z1,20,23) €ER® : z; € [-1,1] fir 5 = 1,2,3}.

Verbinden wir nun die Ecken

-1 1 1 -1
A=1| -1 |,B= 11, =1 -1 und D = 1
-1 -1 1 1

miteinander, so erhalten wir ein Tetraeder (s. Skizze).

a) Wir versehen die 4 Eckpunkte A, B, C und D jeweils mit der Masse 1. Bestimmen Sie
den Schwerpunkt dieser 4 Punkte.

b) Wiéhlen Sie sich zwei beliebige, verschiedene Ecken des Tetraeders aus. Betrachten
Sie nun die beiden Geraden, die jeweils durch eine der Ecken und den Mittelpunkt
des Tetraeders gehen. Bestimmen Sie den Winkel, in dem sich die beiden Geraden
schneiden (dieser Winkel heisst Tetraederwinkel).

Zusatzaufgabe: Hangt der Wert des Tetraederwinkels von der Wahl der Ecken ab? Be-
griinden Sie ihre Antwort.

D=(-1,1,1)

A=(-1,-1,-1)

Loésung:

a) Der Schwerpunkt S ist gegeben durch

1 1 1 1

ST VIR T (TN I R
5 1 1 1 1 g
4 0
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-1
b) Wir wihlen die Ecken A = | —1 | und B =
-1

1 ]. Die Geraden sind dann

-1
Mit Hilfe des Skalarproduktes erhalten wir

-1 1
cos | £ -1 1, 1

.
o H -H |

Damit ist der Tetraederwinkel gegeben durch arccos(—z) ~ 109,471°.

-1 1
durch die Parameterdarstellungen g4 = A | —1 ) und gp = p 1 | gegeben.

Zusatzaufgabe: Da das Skalarprodukt von jeweils zwei verschledenen Ortsvektoren der
Ecken des Tetraeders gleich ist und die Ecken auf dem Rand eines Wiirfels liegen, d.h.
die Linge der Ortsvektoren auch gleich ist, hingt der Wert des Tetraederwinkels nicht von
der Wahl der Ecken ab. Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung Tetraederwinkel.



