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Gruppeniibung

Aufgabe G13 (Basen, Erzeugendsysteme und Dimension)
Welcher der folgenden Aussagen ist richtig?

O Jedes Erzeugendensystem ist eine Basis.
O Jede Basis ist ein Erzeugendensystem.

i 1 0 0
O 1 ]1,{ 0 ), ¢« |, O bilden eine Basis von C3.
i 0 0 1
1 2 -1
O lin 2 1,1 -1 1, 8 hat Dimension 3.
3 3 3
3 4
O 3, 3 ist ein Orthonormalsystem in R? bzgl. des Standardskalarproduktes.
5 5

Aufgabe G14 (Injektivitdt und Surjektivitét)
Geben Sie zwei Beispiele von Vektorrdumen V, W und linearen Abbildungen ¢: V — W

an mit:
a)  ist nicht injektiv,
b) ¢ ist nicht surjektiv.

Aufgabe G15 (Lineare Abbildungen und Basen)
Gegeben seien die Vektorriume V := R3 und W := R2. Sei R? mit der Basis

1 0 1
B:= bl = 1 ,bg = 0 ,b3 = -1
0 1 0

und R? mit der Standardbasis ausgestattet. Sei weiterhin ¢ : V' — W eine lineare Abbil-

dung mit
ei= (5 ). w=( 1), woa=( 7).
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a) Betrachten Sie den Vektor v = | 0 in der Darstellung von B. Bestimmen Sie das

LV

Bild von v unter ¢.

b) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung ¢ : V' — W bereits vollstindig durch die
Angabe der Bilder ¢(by), ¢(b2), p(b3) der Basisvektoren by, be, b3 definiert ist. Geben
Sie hierzu das Bild eines beliebigen Vektors v € V an.

c¢) Betrachten Sie nun V' mit der Standardbasis eq, e, 3. Geben Sie die Bilder der Stan-
dardbasisvektoren unter der linearen Abbildung ¢ : V' — W an.

Aufgabe G16 (Untervektorrdume)
Betrachten Sie den reellen Vektorraum R? und den Untervektorraum U, der durch das
Gleichungssystem

T+ T2+ T3+ T4

T1+ T2 —x3— T4 =

bestimmt ist. Sei W der Untervektorraum des R* der durch die Vektoren und

S O N

aufgespannt wird.

a) Bestimmen Sie eine Basis fiir den Untervektorraum U N W.

b

_ = OO~ N

Bestimmen Sie eine Basis fiir den Untervektorraum
U+W ={ut+w: ve U we W}

Beachten Sie, dass U + W £ U U W ist.



Hausiibung

Aufgabe H13 (Skalarprodukte (4 Punkte))
Entscheiden und begriinden Sie, ob die angegebenen Verkniipfungen Skalarprodukte sind:

i) Der Vektorraum der komplexen Folgen V := {x = (z1,22,...) : z; € C, x;} mit der
Verkniipfung
[o¢]
<.1‘, y> = Z xZE
i=1

ii) Der Vektorraum W := {z = (z1,22,...) : &; € C, z; # 0 nur fiir endlich viele i} mit

der Verkniipfung
o0
<‘T7 y> = Z ZiYi
i=1

iii) Sei  P(R) der Vektorraum der reellen Polynome. Fiir zwei Polynome
p1(x) =ap+ a1z + ...+ apz™ und pa(z) = by + b1z + ... + bypz™ in P(R) sei

(p1(), pa(x)) = Z a;b;
=0

definiert, wobei a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir ¢ > m ist.

iv) Der Vektorraum C™ mit der Verkniipfung
(x,y) =14+ 2171+ ... + T0TUn.

v) Der Vektorraum R" = lin(ey, ..., e,) mit der Verkniipfung
n
i=1

Aufgabe H14 (Basen (4 Punkte))
Gegeben sei der Raum P3(R) der Polynome mit Koeffizienten in R vom Hochstgrad 3.

a) Zeigen Sie, dass die Mengen
By :={l,z,2% 2%} und By:={l,z—3,(z—3)2 (z —3)%}

Basen von P3(R) sind.
b) Stellen Sie das Polynom p(z) := x(x — 1)(z — 2) bzgl. beider Basen B; und Bs dar.

Aufgabe H15 (Folgenrdume (4 Punkte))
Gegeben sei der Vektorraum V := {a := (a;)ien : a; € R} der reellen Folgen.
a) Es sei e; € V definiert durch
(ej)ien = dji,
d.h. e; ist der Vektor, der an der j. Stelle eine 1 und sonst 0 hat. Charakterisieren
Sie lin({e; : j € N}). Ist das System (e;);en eine Basis von V7



b) Betrachten Sie nun U := {a € V : a; = a;45 fiir alle i € N}. Was ist die Dimension
von U? Geben Sie eine Basis an.

Aufgabe H16 (Weihnachtsaufgabe (4 Bonuspunkte) Abgabe nach den Ferien)
Gegeben seien die Punkte

A= (-1,-3) B=(-1-2V3,-V3+2) C=(-8-2V3,-8/3+2)
D=(-5-3V3,-5V3+3) E=(-6-3V3,-6V3+3) F=(-3-4V3,-3V3+4)
G=(-4-4V3,-4V3+4) H=(-1-5V3,—V3+5) I=(-2-5V3,-2V/3+5)
J = (—64/3,6) K =(2-5V3,2/3+5) L=(1-5V3,V/34+5)
M = (4 — 43,43+ 4) N = (3—-4v3,3V3 +4) O = (6 —3v3,6V/3+3)
P =(5-3V3,5V3+3) Q= (8—2V3,8/3+2) R=(1-2V3,vV/3+2)

= (17 \/g)
Gibt es eine Basis des R? bzgl. derer die Punkte ganzahlige Koordinaten haben?

Tipp: Tragen Sie die Punkte in ein Koordinatensystem ein und verbinden Sie sie in al-
phabetischer Reihenfolge.

Wir wiinschen Frohe Weihnachten
und ein gutes neues Jahr.



