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Gruppeniibung

Aufgabe G4 (Gruppen II)
Entscheiden Sie, ob es sich bei den nachfolgenden Mengen um Gruppen handelt.

i) Gegeben sei die Menge Fy aller Funktionen von R\{0} nach R\{0}. Wir versehen F
mit der punktweisen Multiplikation , d.h. (f * g)(z) := f(z) - g(z).
ii) Die Menge X :={0,£1,+2,...,£10} C Z mit der Addition von Z.

iii) (C, ®) wobei z ® w := |z + w| ist.
iv) S':={z € C:|z| = 1} mit der Multiplikation auf C.

Aufgabe G5 (Vektorrdume)
Gegeben sei mit P(R) die Menge aller Polynome p: R — R.

a) Entscheiden Sie welche der folgenden Teilmengen von P(R) zusammen mit der Addi-
tion und skalaren Multiplikation von P(R) einen Vektorraum iiber R bilden.

i) Pp(R) :={p € P(R) : Grad p < n}, (n €N)
ii) PO(R) := {p € P(R) : p(0) = 0}
iii) PY(R) := {p € P(R) : p(0) = 1}
b) Entscheiden Sie, ob es sich in den nachfolgenden Fillen um Vektorrdume handelt.
Hierbei sind Q und R mit der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation ausge-

stattet.
i) R als Q-Vektorraum.
ii) Q als R-Vektorraum.



Aufgabe G6 (Normen)
Gegeben seien die folgenden Funktionen || - ||; : R* — [0,00) durch

n

lzll = ) Jail

=1
1
n 2
lzllz = (Z |$z'|2>
=1
|z]|oc = max{|z;|:i=1,...,n}.

a) Skizzieren Sie fiir den Fall n = 2 die Einheitskugeln B; := {z € R? : ||z||; < 1} fiir
die Abbildungen || - ||;-

b) Sei || - || eine beliebige Norm auf dem Vektorraum V iiber R. Zeigen Sie, dass fiir alle
z,y € V und fiir alle X € [0, 1]

Az + (1 = Nyll < Allzll + (1 = A)lyll

gilt. Versuchen Sie dazu, die Konstruktion Az+ (1 —\)y geometrisch zu interpretieren.
c) Zeigen Sie, dass die Einheitskugel einer Norm konvex ist.
d) Ist die Abbildung

117 000 (2 ) o (VT + VD

(1)

eine Norm auf R2?

Tipp: Betrachten Sie im Hinblick auf Aufgabenteil c).
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Hausiibung

Aufgabe H4 (Lineare Abbildungen (4 Punkte))

Wir bezeichnen mit D? den Raum der zweimal differenzierbaren Funktionen f : R — R
und mit F := {Funktionen von R nach R} den Raum aller Funktionen von R nach R.
Entscheiden Sie in jedem der nachfolgenden Fille, ob es sich um eine lineare Abbildung
zwischen den jeweiligen R-Vektorrdumen handelt:

i) 61:D? = F, f=3f"+f.

i) §y: D2 = F,f el + f'.

iii) Fiir ein festes z € R die Abbildung A, : F - R, f — f(z).

Aufgabe H5 (Einheitengruppe (4 Punkte))
Gegeben sei eine Menge S mit einer assoziativen Verkniipfung - : § x S — S und einem
neutralen Element e bzgl. -. Wir bezeichnen mit

S*:={s€8 : esgibteins’ € Smit s-5' =5"-5=r¢}

die Menge der invertierbaren Elemente von S bzgl. -.
a) Bestimmen Sie R* bzgl. der Multiplikation und P(R)* bzgl. der punktweisen Multi-
plikation.
b) Zeigen Sie, dass S* eine Gruppe bildet (die sogenannte Einheitengruppe).

Tipp: Zeigen Sie u.a., dass S* bzgl. der Verkniipfung - abgeschlossen ist, d.h. dass
fur s,t € S* auch s-t € S* ist.



Aufgabe H6 (Tetraederwinkel (4 Punkte))
Gegeben sei der Wiirfel W in R? mit Kantenlinge 2 und Mittelpunkt (0,0,0), d.h. die
Menge
W= {(z1,20,23) €ER® : z; € [-1,1] fir 5 = 1,2,3}.

Verbinden wir nun die Ecken

-1 1 1 -
A=| -1 |,B= 1 ],0=] -1 und D = 1
-1 -1 1 1

miteinander, so erhalten wir ein Tetraeder (s. Skizze).

a) Wir versehen die 4 Eckpunkte A, B, C und D jeweils mit der Masse 1. Bestimmen Sie
den Schwerpunkt dieser 4 Punkte.

b) Wiéhlen Sie sich zwei beliebige, verschiedene Ecken des Tetraeders aus. Betrachten
Sie nun die beiden Geraden, die jeweils durch eine der Ecken und den Mittelpunkt
des Tetraeders gehen. Bestimmen Sie den Winkel, in dem sich die beiden Geraden
schneiden (dieser Winkel heisst Tetraederwinkel).

Zusatzaufgabe: Hingt der Wert des Tetraederwinkels von der Wahl der Ecken ab? Be-
griinden Sie ihre Antwort.

D=(-1,1,1)

- B=(1,1,-1)

A=(-1,-1,-1)



