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8. Übung

Gruppenübungen

Aufgabe G31 (Folgen)

Untersuchen Sie unterstehende Folgen auf Konvergenz oder Divergenz. Bestimmen Sie ge-
gebenenfalls die jeweiligen Grenzwerte.

a)
ak =

√
k2 + k −

√
k2 − k,

b)

bk =
3k3 − k2 + 4k

k2 + 2 − k3
,

c)

ck = (1 +
1

k
)5k.

Aufgabe G32 (Rekursiv definierte Folgen)

Die Folge {an}n∈N ist rekursiv definiert durch

a1 = 1, an+1 =

√

1 +
1

2
a2

n
, n ∈ N.

a) Zeigen Sie für alle n ∈ N die Ungleichung 1 ≤ an ≤
√

2.

b) Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert, und berechnen Sie den Grenzwert.

Aufgabe G33 (Eigenschaften stetiger Funktionen)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr bzw. falsch? Begründen Sie Ihre Antwort.

a) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R → R mit D(f) = [a, b] und B(f) =
(−∞,∞).

b) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R → R mit D(f) = [a, b] und B(f) = (c, d).

c) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R → R mit D(f) = [a, b] und B(f) =
[0, 1] ∪ [3, 4].



Hausübungen

Aufgabe H32 (Folgen) (4+2+2P)

Untersuchen Sie unterstehende Folgen auf Konvergenz oder Divergenz. Bestimmen Sie ge-
gebenenfalls die jeweiligen Grenzwerte.

a)

ak = (1 − 1

k2
)k,

Hinweis: Bestimmen Sie limk→∞(1− 1

k
)k, indem Sie die Funktion (1− 1

k
)k umformen und

die Formel limk→∞(1 + 1

k
)k = e verwenden.

b)

bk =
2k + 3 · 4k

3k + 4k
,

c)
ck =

√
4k2 + 5k + 2 − 2k.

Aufgabe H33 (Zwischenwertsatz) (5P)

Zeigen Sie, dass es für jede stetige Funktion f : [0, 1] → [0, 1] ein x0 ∈ [0, 1] mit f(x0) = x0

gibt.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion φ(x) = f(x) − x.

Aufgabe H34 (Stetigkeit von Funktionen) (3+4P)

Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen stetig sind. Überprüfen Sie jeweils, ob die Funk-
tionen stetig auf ganz R bzw. auf [−1, 1] fortsetzbar sind.

a)

f(x) =
x3 + 4x2 + 5x + 2

x3 + x2 − x − 1
, x ∈ R \ {1,−1},

b)

f(x) =
sin(x)

√

1 − cos(x)
, x ∈ [−1, 1] \ {0}.


