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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Problemstellung

Die Vorlesung behandelt die Theorie und iterative numerische Losung von endlichdimen-
sionalen nichtlinearen stetigen Optimierungsproblemen der Form

(Pz) min f(z) u.d. Nebenbedingung =z € Z.

Hierbei ist Z C R™ der zulissige Bereich, v = (z1,...,%,)" € Z ein Vektor von zu opti-
mierenden Parametern und f : Z — R eine zumindest stetige Zielfunktion. Die Bedingung
x € Z heiBt Nebenbedingung des Optimierungsproblems. Natiirlich kdnnen Maximie-
rungsprobleme durch Verwendung der Zielfunktion — f statt f als Minimierungsproblem
geschrieben werden.

In der Regel wird der zuldssige Bereich durch Gleichungen und Ungleichungen beschrie-
ben, also

(1.1) Z={zeR": h(zx)=0, c(zx) <0}

mit stetigen Funktionen h = (hy,...,h,)T : R" - RPund ¢ = (c1,...,¢,)7 : R" — R™,
Hierbei ist die Ungleichung ¢(x) < 0 komponentenweise zu verstehen, also

() 0= ¢(z) <0, i=1,...,m.

Wir unterscheiden die folgenden Problemklassen:
Ist Z = R™ in (P4), dann liegen keine Nebenbedingungen vor und wir erhalten ein

Unrestringiertes Optimierungsproblem:

(P) min f(z).

reR”
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Ist Z von der Form (1.1), dann ergibt sich ein

Nichtlineares Optimierungsproblem (NLP):

(NLP) min f(xz) u.d. Nebenbedingung h(z) =0, c(z)<0.

xERM o
Bemerkung: Offensichtlich ist wegen
c(x) >0 <= —c(z) <0
die Verwendung von Ungleichungen der Form ¢(x) < 0 keine Einschrinkung. O

Wir konnen (NLP) weiter klassifizieren:

e Treten keine Ungleichungsnebenbedingungen auf, ist also m = 0, dann liegt ein
gleichungsrestringiertes Optimierungsproblem vor.
e Sind alle Funktionen (affin) linear, also
fx) =gz, c(x)=Ax—0b, h(z)=Br—d
mitg € R, A € R™, b € R", B € R, d € RP, dann ist (NLP) ein lineares
Optimierungsproblem (LP).
e I[st die Zielfunktion quadratisch, also

1
flx) =gz + ExTHx

mit ¢ € R", H € R™" symmetrisch, und sind die Nebenbedingungen linear, also
c(x) = Az — b, h(xz) = Bx — d, dann ist (NLP) ein quadratisches Optimierungspro-

blem (QP).
e Sind fund ¢;, 7« = 1,...,m konvex und ist & linear, dann ist (NLP) ein konvexes
Optimierungsproblem.

Wir fiihren zunichst einige Grundbegriffe ein.
Definition 1.1.1  a) Ein Punkt x € R" heif3t zuldssig fiir das Problem (Py), falls v € Z
gilt.

b) Ein Punkt x € R" heifit lokales Minimum oder lokale Losung von (Py), falls & € Z
gilt und es € > 0 gibt mit

flz)> f(z) VzeZnB.(7).

Hierbei bezeichne
B.(z) ={z eR" : |z — 7| <&}
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die e-Kugel um T mit der euklidischen Norm ||z|| := v aTx.

T € R™ heifst isoliertes lokales Minimum von (Py), falls x € Z gilt und es € > 0 gibt
mit

flz) > f(z) Vze(ZnB(x))\ {1}
c) Ein Punkt x € R"™ heifst globales Minimum von (Py), falls x € Z gilt und
flz)> f(z) VzeZ

Z € R™ heifit isoliertes globales Minimum von (Py), falls = ein globales und zudem
ein isoliertes lokales Minimum ist.

d) Zu xg € Z heifst
Ni(zo) :=={z € Z : f(z) < f(x0)}

die Niveaumenge von (Pz) zu x.

Die Existenz eines globalen Minimums 146t sich unter recht allgemeinen Voraussetzungen
sicherstellen.

Satz 1.1.2 Es sei Z C R" nicht leer und f : Z — R stetig. Existiert ein xq € Z, so
dass die zugehorige Niveaumenge Ny(xg) == {x € Z : f(x) < f(zo)} kompakt ist, dann
besitzt (Py) ein globales Minimum z.

Beweis: Natiirlich kommen fiir das globale Minimum von (P) nur Punkte x € Ny(z) in
Betracht. Nach dem Satz von Weierstral nimmt die stetige Funktion f auf dem Kompaktum
Ny (o) ihren Minimalwert in einem Punkt z € N (z) an und Z ist auch globales Minimum
auf 7. O

Im nichtkonvexen Fall kann (P;) viele lokale Minima besitzen. Die Bestimmung des glo-
balen Minimums (dies ist Gegenstand der Globalen Optimierung) kann beliebig aufwendig
sein und ist nur fiir gewisse Problemklassen effizient durchfiihrbar. Wir beschiftigen uns
mit Algorithmen, die lokale Minima von (P~) bestimmen.

1.2 Beispiele

Die Optimierung von Vorgingen ist ein grundlegendes Anliegen der Menschheit, sei es
zur Maximierung von Kapitalertrigen (z.B. Portfoliooptimierung), zur Optimierung von
Produktionsprozessen, zur Verbesserung von medizinischen Therapien, . . .. Dariiberhinaus
fiihrt auch die Simulation physikalischer, biologischer oder chemischer Vorginge hiaufig auf
Optimierungsprobleme, da sich als stabile Zustidnde in der Natur (lokale) Energieminima
einstellen.

Wir geben im Folgenden ein paar Beispiele fiir Optimierungsprobleme an.
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Beispiel 1.2.1 Portfoliooptimierung

Ein Investor mochte einen Betrag B > 0 so in ein Portfolio aus n Aktien investieren, dass
die erwartete Rendite mindestens p und das Risiko minimal ist. Bezeichne r; die Rendite
der ¢-ten Aktie nach einem Jahr (dies ist eine Zufallsvariable) und x € R" mit

n
in =1, x>0,
i=1

die Anteile der Aktien am Portfolio (der Anleger investiert x; B in Aktie ), dann ist die
Rendite des Portfolios
R(z) = rfe, r= (re, ... ,rn)T.

Wir nehmen an, dass der Zufallsvektor r = (ry,...,r,)” den Erwartungswert ;1 € R™ und
die Kovarianzmatrix > € R™™ habe. Dann ist die erwartete Rendite des Portfolios

und seine Varianz
V(R(z)) = 2",

Suchen wir nun das Portfolio mit erwarteter Rendite > p, das minimale Varianz hat, so
fiihrt dies auf das Optimierungsproblem

min z'¥z u. d. Nebenbedingung Zx, =1, >0, plz>np.
i=1

Dies ist ein konvexes quadratisches Optimierungsproblem.

Suchen wir alternativ das Portfolio mit Varianz < v, das die maximale erwartete Rendite
hat, so erhalten wir das Optimierungsproblem

max '« u.d. Nebenbedingung sz =1, >0, 'Yz <w.
i=1

Dies ist ein konvexes Optimierungsproblem mit linearen und quadratischen Nebenbedin-
gungen.

Beispiel 1.2.2 Regression, Parameterschitzung, Data Assimilation

Ein (physikalischer, technischer, wirtschaftlicher, . ..) Vorgang liefere zu Eingangsgroflen
u € R" eine Systemantwort y € R®. Das Systemverhalten soll durch einen parameter-
abhingigen Ansatz u — ¢(u;x) mit Parametern z € Z C R" approximiert werden. An-
hand von Messungen y; zu EingangsgroBen u;, ¢ = 1,..., N, sollen hierzu die Parameter
x € Z so gewihlt werden, dass g(u;; ) moglichst gut mit den Messungen y; iibereinstim-
men. Die Bedeutung von “moglichst gut” kann durch Verwendung einer geeigneten Norm
festgelegt werden.
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Bei der Methode der kleinsten Quadrate verwendet man die euklidische Norm und be-
stimmt x als Losung des Minimierungsproblems

N
min Z llys — g(us; )||>  u. d. Nebenbedingung x € Z.
i=1

Im Fall Z = R" ergibt sich das klassische Problem der Nichtlinearen Regression.

Anwendungsbeispiele: Computertomographie, Seismische Inversion zum Auffinden von
Bodenschatzen, Kalibirierung von Wettermodellen zur Wettervorhersage anhand von me-
teorologischen Messdaten, Bestimmung der Volatilitt von Wertpapieren anhand von Markt-
daten, ...

Beispiel 1.2.3 Data Mining, Support Vector Machine

Die Klassifikation von Daten auf Basis von Lernmustern ist heutzutage von immenser Be-
deutung und der Entwurf guter Klassifikationsmechanismen kann viel Geld einbringen. Ty-
pische Beispiele sind SPAM-Filter (SPAM-email oder nicht), Krebsprognose (Heilung aus-
sichtsreich oder nicht), DNA-Sequencing (Unterscheidung von Promoter-Sequenzen, die
den Beginn von Genen markieren, und Nonpromoter-Sequenzen).

In den letzten Jahren haben sich Support Vector Machines als sehr erfolgreich bei der Klas-
sifizierung von Daten erwiesen. Gegeben seien m . Trainingsdaten a:(j) eR" 1< < my,

der Klasse K, (z.B. SPAM-email) und x@ e R*", 1 < i < m_, der Klasse K_ (keine
SPAM-email). Zu einem Datenpunkt x € R" soll nun entschieden werden, ob er zur Klasse
K oder K_ gehort. Support Vector Machines versuchen hierzu, die Mengen

M+:{m$):1§i§m+}, M_:{m@:lgz'gm_}
durch zwei Hyperbenen
H, wlza=~v+1, H_:w'z=vy-1

mit moglichst groBem Abstand — gegeben durch 2+, ||w|| = vVw?w (warum?) — zu trennen,

flw]]
also

wl'e >~y+1 Vae M,
wagfy—l Vre M_,

|lw| minimal.

Die Klassifikation eines neuen Datenpunktes erfolgt nun danach, auf welcher Seite der
Hyperbene H : w!xz = ~ der Punkt liegt:

K, fallswlz >~

x gehort zu Klasse
K_ fallsw’z <~
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Die Sicherheit der Klassifikation kann aus der GréBe von w? z abgelesen werden.

Da eine vollstindige Trennung von M, und M_ unmoglich sein kann, gestattet man in die-
sem Fall eine unvollstindige Trennung durch einen sogenannten “soft margin”. Dies fiihrt
auf folgende standard support vector machine, ein konvexes quadratisches Optimierungs-
problem:

my+m_

. L 7
min v i+ =W w
(w,y,y)ER™M T4 Hm— ZZ_; YiTy

u. d. Nebenbedingung wT:cgf) +yi>v+1, 1<i<my,

wla® — Yitm, <7—1, 1<i<m_,

y > 0.
Hierbei ist v ein Strafparameter, der den Trennungsfehler y bestraft.

Oft werden die tatséchlichen Datenpunkte 2 € R™ durch eine nichtlineare Abbildung ® :
z — x = ®(z) € R” zunidchst in den sogenannten Feature space transformiert und dann
getrennt.

Beispiel 1.2.4 Optimale Plazierung von Komponenten

Unter anderem bei der Anordnung von Funktionsmodulen auf einem Mikroprozessorchip
sollten Module, die durch Signalleitungen verbunden sind, moglichst nahe beeinander lie-
gen, um die Signallaufzeiten minimal zu halten. Seien die Module der Einfachheit hal-
ber Kreise mit Mittelpunkt (x;,y;) € R? und Radius r;, 1 < i < n. Die Kantenmenge
E c {1,...,n} x {1,...,n} gebe an, welche Module miteinander verbunden sind und
zu jeder Kante e = (i,j) € E existiere ein Gewicht w;; > 0, das die Wichtigkeit der
Verbindung von Modul ¢ mit Modul j angibt (z.B. Zahl der Verbindungen). Eine sinnvolle
Plazierung ergibt sich durch Minimierung der gewichteten Abstinde unter der Nebenbedin-
gung, dass sich die Module nicht iiberlappen:

min Z wij\/(xi — ;)% + (i — y;)?

z,ycR”
(i.j)eE

u. d. Nebenbedingung  (z; — z;)* + (y; — y;)* > (ri +1;)%, 1<i,j<n.

Verwendet man fiir die Module andere Geometrien (z.B. Rechtecke), dann ergeben sich
etwas kompliziertere Nebenbedingungen.

1.3 Notationen

Wir fassen x € R" grundsitzlich als Spaltenvektor auf. Das euklidische Skalarprodukt
zweier Vektoren z,y € R" ist dann gegeben durch z7y. Wir bezeichnen die euklidische
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Norm mit || - ||, also

o] = VaTz =

Fir Matrizen M € R™" verwenden wir die induzierte Norm

|M]| := max ||Mzx||.

[zl <1
Dann gilt | M| < | M][Jz].
Zu £ > (0 bezeichnen wir die e-Kugel um z € R” mit B.(Z).

Ist f : R" — R differenzierbar, dann bezeichnen wir mit

d
o (2)

Vi(x)= : eR”

oo ()

den Gradienten von f in z. Ist f zweimal differenzierbar, dann bezeichnen wir mit

*f 2%f
leazl( ) U 8$18zn( )
viw=| | e
9?2 02
B:Enafxl (l’) T 8zng:pn (ZE)

die Hessematrix von f in z. Ist f zweimal stetig differenzierbar, dann ist V2 f(z) bekannt-
lich symmetrisch.

Ist ¢ : R® — R™ differenzierbar, dann bezeichnet
Ve (z)T
d(z) = : e R™"
Ve (z)T

dir Jacobi-Matrix (oder Funktionalmatrix) von c. Weiter setzen wir

Wir verwenden héufig die Landauschen Symbole O(h*) und o(h*), k € N. Die Schreib-
weisen
g(s) =O(|s|[*) firs—0 bzw. g(s)=o(||s|F) firs— 0

mit einer Funktion g : R” — R™ bedeuten

s—o - [ls]® =0 |[s]|*®



Kapitel 2

Optimierung ohne Nebenbedingungen

Wir betrachten zunichst das unrestringierte Optimierungsproblem

(P) min - f(z)

mit einer Zielfunktion f : R" — R.

2.1 Optimalitatsbedingungen

Ein wichtiges analytisches Werkzeug zur Analyse von lokalen Minima sowie zur Konver-
genzanalyse von Optimierungsalgorithmen ist die Taylorformel. Wir wiederholen kurz die
wesentlichen Aussagen.

Satz 2.1.1 Es sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann gilt fiir beliebige x, s € R"
fla+s) = f(z) + Vf(z+ts)'s = f(x) + Vf()"s+o(]s]])
mit einem t € (0, 1).

Ist f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt

Flats) = F@4V F@) 455"V fwtts)s = (@) 4V (@) st 55TV F()s+o(s])

mit einem t € (0, 1). Zudem gilt

Vix+s)=Vf(x) +/1V2f(x+ts)sdt,

0

wobei das Integral komponentenweise zu berechnen ist.

8
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Beweis: Wir stellen fest, dass die Funktion ¢ : ¢ — f(x + ts) ein bzw. zweimal stetig
differenzierbar ist mit Ableitungen

() = Vi@ +ts)Ts, ¢'(t) = STV f(a +ts)s.

Taylorentwicklung in ¢t = 0 liefert nun z.B.

1
¢(1) = ¢(0) +¢'(0) + 5¢"(?)
mit einem ¢ € (0, 1). Einsetzen ergibt die zweite Taylorformel.

Die letzte Formel ergibt sich aus der Beobachtung, dass gilt

%Vf(m +ts) = V2f(z +1ts)s

und somit

1 1
Vf(x—i—s)—Vf(x):/O %Vf(x+ts)dt:/0 V2 f(x +ts)sdt.

2.1.1 Notwendige Optimalititsbedingungen

Der folgende Satz gibt eine wohlbekannte notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum
an.

Satz 2.1.2 (Notwendige Bedingung erster Ordnung)
Es sei x € R" lokales Minimum von (P) mit Zielfunktion f : R — R und es sei f
differenzierbar in x. Dann gilt

2.1) V£(z) = 0.
Beweis: Fiir ¢ > 0 klein genug gilt f(z) > f(z) fir alle x € B.(Z). Sei nun s € R
beliebig. Dann gilt (mit der Konvention /0 = 00)
f@+ts) = f(2) 20 Vie[0e/]s]])
und mit der Definition der Ableitung

o< 1im L@+ 1) = (@)
t\.0 t

Die Wahl s = —V f(z) liefert
0< -Vf(@)'V @) =—|VI@)* <0,

=Vf(@)’s.

alsoVf(z)=0. O

Dies motiviert folgende
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Definition 2.1.3 Sei © € R" und sei f : U — R stetig differenzierbar in einer offenen
Umgebung U von . Der Punkt T heifst stationdrer Punkt von f, wenn V f(z) = 0 gilt.

Natiirlich muss ein stationirer Punkt nicht notwendigerweise ein lokales Minimum von f
sein, denn z kann auch ein lokales Maximum oder ein Sattelpunkt sein.

Beispiel 2.1.1 Betrachte die Funktion
f(z) = —a% + 3.

Dann ist V f(z) = (*2“) und somit T = (8) der einzige stationdre Punkt. Aber die Funk-

2x9o
tion ¥y — f(x1,0) = —2? hatin z; = 0 ein Maximum, und =5 — f(0,23) = 23 hat in

Zo = 0 ein Minimum. 7 = (8) ist also weder ein Minimum noch ein Maximum von f,

sondern ein sogenannter Sattelpunkt.

Graph der Funktion f(z) = —x? + x3.

Bemerkung: Man nennt einen stationidren Punkt, der weder lokales Minimum noch lokales
Maximum ist, einen Sattelpunkt. O

Offensichtlich ist also neben der Stationaritit das Kriimmungsverhalten von Bedeutung.
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Satz 2.1.4 (Notwendige Bedingung zweiter Ordnung)
Es sei & € R" lokales Minimum von (P) und es sei [ : B.(Z) — R zweimal stetig differen-
zierbar fiir ein € > 0. Dann gilt:

i) Vf(z) =0, dh. z ist stationdir,
ii) V2f(Z) is positiv semidefinit, d.h.
sTV2f(z)s >0 VseR™

Beweis: Fiire > 0klein genugist f : B.(Z) — R zweimal stetig differenzierbar und es gilt
f(x) > f(z) fir alle x € B.(Z). Sei nun s € R" beliebig. Dann liefert Taylorentwicklung

t2
0 < f(@+1s) = f(2) = tVf(2) s+ 55"V f(@)s +0(t?) Ve (=¢/llsll./lsl)-
Nun ist V f(Z) = 0 nach Satz 2.1.2 und daher liefert Division durch ¢2/2

0< Tv2 = O(t2) t—0 Tv2 =

<s f(gv)s—i-t—2 — 5" V7 f(2)s.

O

Auch die notwendige Bedingung zweiter Ordnung ist nicht hinreichend fiir ein lokales Mi-
nimum.

Beispiel 2.1.2 Die Funktion f(z) = 2 hat bei # = 0 einen stationéiren Punkt und die
Hessematrix V2 f(0) = 0 ist positiv semidefinit. Dennoch ist Z = 0 kein lokales Minimum.

2.1.2 Hinreichende Optimalitiatsbedingung

Verschirfen wir die positive Semidefinitheitsbedingung in Satz 2.1.4, so erhalten wir eine
hinreichende Bedingung.

Satz 2.1.5 (Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung)
Es sei f : U — R zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen Menge U C R™. Gilt in
einem Punkt x € U die sogenannte hinreichende Bedingung zweiter Ordnung

i) Vf(z)=0,dh. T ist stationdr,
ii) V2f(z) is positiv definit, d.h.

sTV2f(z)s >0 V0#seR",
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dann ist x ein isoliertes lokales Minimum von (P). Genauer gibt es € > 0 und j1 > 0 mit

f@) = 1@ = Lla = 2> Vo e B.(2).

Beweis: Wegen ii) finden wir ein x> 0 mit
(2.2) sTN2f(z)s > pl|s||” Vs eR”

Zur Erinnerung: mit einer orthogonalen Matrix U € R™" ist V2f(z) = UT'DU, D =
diag (A1, ..., \,) mit den Eigenwerten 0 < A\; < --- < A, von V?f(Z) und daher gilt mit
v=Us

s'V2f(z)s = s"UTDUs = v Dv > Molv = \sTUTUs = A\ys” s,

Fiir ¢ > 0 klein genug ist B.(z) C U. Taylorentwicklung liefert fiir beliebiges s € B.(0)
wegen 1) und (2.2)

f@+s) = f(@)=V[(@)'s+ %STVQf(w)S +o(|ls]*) = gHSII2 +o(ls[I%).
Wir konnen nun € > 0 so verkleinern, dass folgt
f@+s) = f(@) = Llis|® Vs e B.0).
O

Die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung ist keine notwendige Bedingung.

Beispiel 2.1.3 Die Funktion f(z)

= 2% hat fir k € N\ {1} in Z = 0 ihr eindeutiges
globales Minimum, aber V2f(z) = 2k(2k

— 1)z?=2 = 0 ist nicht positiv definit.

2.2 Konvexitait

Konvexitit spielt in der Optimierung eine wichtige Rolle. Konvexe Optimierungsprobleme,
d.h. Probleme (P,) mit konvexer Zielfunktion und konvexem zuldssigen Bereich 7, treten in
vielen Anwendungen auf und haben die wichtige Eigenschaft, dass jedes lokale Minimum
ein globales Minimum ist.

Definition 2.2.1 Eine Menge Z C R"™ heif3t konvex, falls fiir alle x,y € Z gilt
(1-thr+tye Z Vtel0,1].

Anders ausgedriickt: mit zwei Punkten x,y € Z liegt auch ihre Verbindungsstrecke [, y| in
Z.
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Definition 2.2.2 Es sei Z C R" konvex.

a) Eine Funktion f : Z — R heifst konvex, falls fiir alle x,y € Z gilt
f(L=tz+ty) <A =) f(z) +tf(y) Viel01].
b) Eine Funktion f : Z — R heifst streng kKonvex, falls fiir alle x,y € Z mit x # y gilt
f((l=tz+ty) < (1 —=t)f(x)+tf(y) Vite(0,1).
Wir geben einige niitzliche Charakterisierungen von (streng) konvexen Funktionen an.

Satz 2.2.3 Es sei Z C R" eine offene konvexe Menge und | : 7 — R stetig differenzierbar.
Dann gilt:

i) f ist konvex genau dann, wenn gilt
(2.3) fly) = f(2) 2 Vf(@@) (y—z) VaoyeZ
ii) f ist streng konvex genau dann, wenn gilt

(2.4) fy) = fx) > V@) (y—2) YVe,yeZ z#y.

Beweis: zui)undii): "=-": Sei f : Z — R konvex. Dann gilt fiir beliebige x,y € Z
undalle 0 <t <1

flet+tly—2) = fle) _ tfy) + (@ =8 f() - f(z)
t - t

= f(y) = f(@).
Ubergang zum Limes ¢ \, 0 liefert nun die Behauptung in i), denn

Vf(m)T(y _ Zl?) — lim f(SL' +t(y _ :IZ')) — f('r)

t—0+ t

Zum Nachweis dieser Richtung in ii) sei f streng konvex. Dann gilt fiir alle z,y € Z,
r#y,und 0 <t <1:

A=tz +ty) — fla) 2tV ()" (y — @),

und wegen der strengen Konvexitit von f

F((L =tz +ty) — flx) < (1 =) f(x) +1f(y) — f(z) = t(f(y) — f(2)).

’Hintereinanderschalten’ beider Ungleichungen und Teilen durch ¢ > 0 gibt

fy) = f@) > V@) (y - ).
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7<=": Es gelte (2.3). Fiir beliebige x,y € Zund 0 < ¢t < 1 setzen wir z = (1 — t)x + ty.
Fiir 1) miissen wir zeigen, dass gilt

(L —=t)f(x)+tf(y) — f(z) = 0.

Um dies nachzuweisen, berechnen wir unter Benutzung von (2.3)

A=) f(x) +tf(y) = f(z) = A =1)(f(x) = [(2)) + ([ (y) = [(2))
(%) > (1=t)Vf(2)" (x = 2) +tVf(2)" (y — 2)
=V (1 -tz +ty—2z)=0.

Der Nachweis dieser Richtung in ii) folgt direkt durch Verwenden der strikten Ungleichung
24 firx #yund 0 <t < lin (). O

SchlieBlich untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Kriimmungsverhalten und Kon-
vexitit.

Satz 2.2.4 Es sei Z/ C R" eine offene konvexe Menge und f : Z — R sei zweimal stetig
differenzierbar. Dann gilt:

i) f:Z — R ist konvex genau dann, wenn die Hessematrix V2 f auf Z positiv semide-
finit ist.

ii) Ist V2 f auf Z positiv definit, dann ist f : Z — R streng konvex (die Umkehrung gilt
im allgemeinen nicht!).

Beweis: zui): ’=—>": Sei f konvex und z € Z beliebig. Zu jedem s € R" gilt fiir alle
t > Oklein genug v +ts € Z, da Z offen ist, und Satz 2.2.3, 1) ergibt mit Taylorentwicklung

t2
tVf(x)'s < f(x+1ts) — f(z) =tV f(x)"s+ ESTV2f(x + 75)s.
mit einem 7 € [0, ¢]. Dies liefert
0<s'V%f(x+7s)s A sTV2 f(x)s.

“«=": Sei V2f positiv semidefinit auf Z. Fiir alle z,y € Z istdann (1 — t)z + ty € Z
fiir alle ¢ € [0, 1] und Taylorentwicklung ergibt mit s = y — x

F) = J(@) = VI@)Ts + 55TV (0 + 15 = V()Ts = V()" (y — )

mit einem ¢ € [0, 1]. Nach Satz 2.2.3, i) folgt die Konvexitit von f.

zu ii): Ist V2 f positiv definit auf Z, dann ergibt sich fiir z,y € Z, x # y wie eben

1
f(y) = f(2) = VI(@)"s + 58"V f (@ + ts)s > Vf(2)' (y — )
mit einem ¢ € [0, 1]. Nach Satz 2.2.3, ii) folgt die strenge Konvexitit von f. O

Aus ii) ergibt sich die folgende niitzliche Verschirfung von strenger Konvexitit.
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Definition 2.2.5 Es sei f : Z — R zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen kon-
vexen Menge Z C R™. Dann heifit f gleichmiBig konvex, wenn V2f auf Z gleichmdifig
positiv definit ist, es also p > 0 gibt mit

sTV2f(x)s > pl|s||° VseR", Vze Z
Bemerkung: Nach Satz 2.2.4 ist eine gleichméBig konvexe Funktion streng konvex. Die
Umkehrung gilt nicht, denn f(z) = 2 ist streng konvex, aber nicht gleichmiBig konvex. O
Konvexe Funktionen spielen in der Optimierung eine wichtige Rolle, da jedes lokale Mini-
mum zugleich globales Minimum ist.

Satz 2.2.6 Es sei Z C R" konvex und f : Z — R eine konvexe Funktion. Dann gilt:

i) Jedes lokale Minimum von f auf Z (also von (Pz)) ist auch globales Minimum. Die
Losungsmenge des Problems (Pz) ist konvex.

ii) Ist [ streng konvex, dann hat f auf Z hochstens ein lokales Minimum und dieses ist
dann zugleich das einzige globale Minimum.

Beweis: Siehe Ubung. O

2.3 Grundkonzept von Abstiegsverfahren

Wir betrachten das

Unrestringierte Optimierungsproblem:

(P) min f(z)

Tz€R™
mit einer zumindest stetig differenzierbaren Zielfunktion f : R® — R. In den letzten 30
Jahren wurden sehr leistungsfahige Algorithmen zur Losung von (P) entwickelt.

Optimierungsverfahren sind in der Regel Abstiegsverfahren: Ausgehend von einem Start-
punkt xq € R" generieren sie Punkte z, € R", k£ > 0, mit

f(zria) < flag)

und terminieren, wenn ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt ist (in der Regel, falls xj
stationdr ist).

Bemerkung: Es gibt auch nichtmonotone Abstiegsverfahren, die zumindest f(zjim,) <
f(zy,) sicherstellen mit gewissen my, > 1. O

Es haben sich zwei wichtige Klassen von Abstiegsverfahren etabliert: Linesearch-Verfahren
und Trust-Region-Verfahren. Wir gehen in den folgenden Abschnitten zunéchst ausgiebig
auf Linesearch-Verfahren ein. Linesearch-Verfahren haben die folgende Struktur:
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Algorithmus 1 Modellalgorithmus fiir ein Linesearch-Abstiegsverfahren
Wiihle einen Startpunkt xy € R".
Fiirk=0,1,...:

1. Falls xy, stationdir, d.h. V f(x)) = 0: STOP mit Ergebnis x.
2. Berechne eine Abstiegsrichtung s, € R™, d.h. ein s, € R™ mit V f(23,) s, < 0.
3. Bestimme eine Schrittweite oy, > 0, so dass gilt
flz + ogsg) < flag)
und zudem die Abnahme f(xy) — f(xy + oxsk) ausreichend grofs ist.

4. Setze Tkt1 = Tk + OkSk.

Sei f : R® — R stetig differenzierbar. Wir wollen erreichen, dass Algorithmus 1 folgende
globale Konvergenzeigenschaften hat: entweder Algorithmus 1 terminiert endlich oder er
erzeugt eine Folge (x)) mit

o f(wry1) < f(an)

e Jeder Haufungspunkt Z von (zy) ist stationdr, also V f(Z) = 0.
Dazu miissen wir zwei Dinge sicherstellen:

e Die Abstiegsrichtungen s, miissen hinreichend gut sein.

e Die Schrittweite o;, muss einen ausreichenden Anteil des entlang ) + os, o > 0,
moglichen Abstiegs liefern.

Beispiele fiir Abstiegsrichtungen:

e Die vielleicht naheliegendste Wahl der Abstiegsrichtung ist der negative Gradient
s = —V f(xy). Dies fiihrt auf das Gradientenverfahren. Obwohl sich das Gradien-
tenverfahren als nicht sehr effizient erweisen wird, lohnt es sich, seine Eigenschaften
zu studieren.

e Die Basis sehr leistungsfiahiger Verfahren ist der Newton-Schritt si.. Sei f : U — R
zweimal stetig differenzierbar mit positiv definiter Hesse-Matrix auf einer offenen
Menge U C R", und sei z; € U. Zur Definition des Newton-Schritts approximieren
wir f durch das Taylor-Polynom zweiter Ordnung in x,

Flan +5) o) + VA @)Ts + 55TV (@)s = ails).
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Da V2 f(x}) positiv definit ist, ist g streng konvex und hat ein eindeutiges globales
Minimum s; gegeben durch

qu<8k) = VZf(a:k)sk -+ Vf(l‘k> =

damit ergibt sich der Newton-Schritt als Losung des Gleichungssystems

V2f($k)8k == —Vf(xk)

Der Newton-Schritt ist im Fall V f(x;,) # 0 und V?f(z;) positiv definit eine Ab-
stiegsrichtung, da
siVf(xn) = —sp V2 f(xr)si < 0.

Ist die Hessematrix V2 f(x;) nicht positiv definit, dann muss sie modifiziert werden.

e Allgemein berechnen fast alle verbreiteten Abstiegsverfahren Suchrichtungen nach
der Vorschrift
Bys, = =V f(x)

mit Bj, € R™" symmetrisch positiv definit.

2.4 Das Gradientenverfahren

Wir betrachten zunéchst das Abstiegsverfahren aus Algorithmus 1 mit der Wahl s, =
—V f(x)). Wir beginnen mit dem Nachweis, dass dann s; in Richtung des steilsten Ab-
stiegs zeigt.

2.4.1 Richtung des steilsten Abstiegs

Definition 2.4.1 Sei f : U — R differenzierbar auf einer offenen Menge U C R"™ und sei
x € U beliebig mit V f(x) # 0. Dann heifst die eindeutige Losung d € R™ des Problems

: T
(2.5) ”ghlill Vi(z)d

normierte Richtung des steilsten Abstiegs von f in x und jeder Vektor s = \d mit A\ > 0
heifit Richtung des steilsten Abstiegs von f in x.

Tatsédchlich ist —% die normierte Richtung des steilsten Abstiegs.

Satz 2.4.2 Sei f : U — R differenzierbar auf einer offenen Menge U C R"™ und sei x € U
beliebig mit V f(x) # 0. Dann hat (2.5) die eindeutige Losung

Vi)

=Nl
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Insbesondere gilt

s ist Richtung des steilsten Abstiegs von finxz <= s= —AV f(x) mit einem X\ > 0.

Beweis: Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist
o] < Jlullllo] Vu,v € R
und Gleichheit tritt genau dann auf, wenn w, v linear abhédngig sind. Dies ergibt
Vi@)d> —[IVi@)lllld] = —Vf(=)] VdeR", |dl,=1

mit Gleichheit genau dann, wenn d = —V f(x)/||V f(x)]|. Somitistd = =V f(z)/||V f(z)||
die eindeutige Losung von (2.5) und s = —AV f(x), A > 0, liefert genau alle Abstiegsrich-
tungen. O

Bemerkung: Verwendet man auf R™ anstelle der euklidischen Norm eine andere Norm
|| - ||, dann sind die Richtungen des steilsten Abstiegs in (R, || - ||,) gegeben durch Ad,
mit A > 0 und d aus der (nun nicht mehr notwendigerweise einpunktigen) Losungsmenge
von minyqy =1 V f(z)"d.

Ist speziell ||z||, = ||z|,, := # Mz mit M € R™" symmetrisch und positiv definit, dann
sind die Richtungen des steilsten Abstiegs in (R™, || - ||,,;) gegeben durch s = =AM 'V f(z),
A > 0 (einfache Ubungsaufgabe!). O

2.4.2 Die Schrittweitenregel von Armijo

Es wire naheliegend, die Schrittweite o, zu wéhlen durch

Exakte Schrittweitensuche:

(2.6) oy, = argmin, ¢, 1 f(% +08y).

mit einem 0,,,, € (0, 00]. Diese Schrittweitenbestimmung ist jedoch — auch in einer inex-
akten Variante — zu aufwendig.

Wir beschreiben nun eine einfach zu implementierende Schrittweitenregel, die sogenannte
Armijo-Regel. Sie bildet die Basis der meisten heute verwendeten Schrittweitenregeln und
kann fiir eine beliebig Abstiegsrichtung s; verwendet werden.

Schrittweitenregel von Armijo:

Es seien 3 € (0,1) (hiufig 5 = 1/2) und v € (0,1) (oft v € [1073,1072%]) fest gewihlte
Konstanten.

Bestimme die groBte Schrittweite o, € {1, 3, 52, ...} mit

(27) f(.iEk) — f(l’k + 0k3k> > —’}/O'ka(l’k)TSk.
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Interpretation: (2.7) ist dquivalent zu
.7y flee+ owse) < faw) + 706V f (2r) " s

Setzen wir ¢y(0) = f(zy + o), dann gilt ¢} (o) = V f(zx + 0s;)T s, und wir kdnnen
(2.7) schreiben als

O(or) < D1(0) + o185 (0).
Die rechte Seite ensteht aus der Taylorapproximation erster Ordnung von ¢ in ¢ = 0,
durch Reduktion der Steigung auf das y-fache. Siehe Abb. 2.1. O

Abb. 2.1: Illustration der Armijo-Regel.

Bemerkung: Man kann auch bei einer Schrittweite o,,,, > 0 starten, also das groBte o, €
{Jmaxa O-maacﬁy O-maxﬁZa .. } suchen. O

Wir zeigen zunichst, dass die Armijo-Regel wohldefiniert ist.

Lemma 2.4.3 Es sei f : U — R differenzierbar auf einer offenen Menge U C R™. Sei
weiter v € (0, 1) beliebig fest. Dann gibt es zu jedem x € U mit V f(x) # 0 und zu jeder
Abstiegsrichtung s von f in x ein ¢ > () mit

f(x) = f(x+0s) > —yoVf(x)'s Voel0,d]

Beweis: Esist —V f(x)?s > 0. Fiir 0 > 0 klein genug ist x + os € U und wir erhalten

fx) = flz+05) oo

—Vf(x)'s > —yVf(x)s.

Dabher finden wir ¢ > 0 mit

fla) =~ flatas)

o

AV f(x)'s Yoelo,a].
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2.4.3 Globale Konvergenz des Gradientenverfahrens

Wir betrachten Algorithmus 1 mit s, = —V f(z) und Armijo-Schrittweitenregel:

Algorithmus 2 Gradientenverfahren, Methode des steilsten Abstiegs
Weihle Parameter (3,~ € (0, 1) und einen Startpunkt xo € R™.
Fiirk=0,1,...:

1. Falls xy, stationdr, d.h. V f(x)) = 0: STOP mit Ergebnis x.

2. Setze s, = —V f(xy).

3. Bestimme die Schrittweite oy, > 0 nach der Armijo-Regel (2.7).

4. Setze 11 = T + TSk
Bemerkung: In der Praxis wird das Abbruchkriterium V f(x;) = 0 in Schritt 1 ersetzt
durch |V f(z1)|| < e mit einer vorab festgelegten Schranke € > 0 (z.B. e = 1078). O
Es gilt folgender Konvergenzsatz.

Satz 2.4.4 Essei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann terminiert Algorithmus 2 entwe-
der endlich oder er erzeugt eine Folge () mit

i) fzer) < flag)
ii) Jeder Hiufungspunkt T von (xy,) ist stationdr, also V f(z) = 0.
Beweis: Wir miissen nur den Fall diskutieren, dass der Algorithmus nicht endlich termi-

niert. Fiir alle % ist dann V f(xx) # 0 und somit ist s, = —V f(x) eine Abstiegsrichtung
wegen V f () s, = — ||V f(z1)]|* < 0.

zu 1): Nach Lemma 2.4.3 liefert die Armijo-Regel daher Schrittweiten o, > 0 und es gilt

Fxx) = f(ann) = =0V (@) sk = 70u]|V f (@) I* > 0.

Dies zeigt 1).

zu ii): Sei T ein Haufungspunkt von (xj) und (xg)rex (kurz (xp)x) eine Teilfolge mit
(xx)xk — Z. Da f(x)) monoton fallt, ist limy_, f(zx) = f* mit f* € RU {—o0}. Aus
Stetigkeitsgriinden gilt aber auch

fr=dim f(zy) = f(7).

keK—oo
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Es folgt limy .o, f(zx) = f(Z). Die Armijo-Bedingung (2.7) ergibt
0 < youl|VF(@i)||* < flzn) — f(@he1) — 0,
also 0|V f(z1)]|* — 0 und insbesondere

lim oy[|Vf(xe)||” = [|Vf(@)||” liminf o =0.

ke K—o0

Annahme, es ist V f(Z) # 0. Dann folgt

lim o,=0
ke K—oo

und wir werden dies auf einen Widerspruch fiihren. Fiir alle £ € K grof3 genug ist dann
o < [ und daher die Armijo-Bedingung (2.7) mit 5, = o}/ 3 anstelle o4, noch nicht erfiillt,
also

(2.8) f(xp) = flag + on/Bsik) < yor/B|IV f(zp)||>  fiir alle k € K grof genug.

Nach Division durch &y, ergibt sich nach dem Mittelwertsatz mit geeigneten 75, € [0, 7]

f(xr) — f(op + Grsy)

. o . o T _ —_\ 12
kElll(%oo &k _kelllfrgoo Vf(l'k‘i‘TkSk) %k HVf(l')H
(2.8) ) 9 9
< Aim AVE@l" =V @)

eK—o0

Aber ||V £(Z)|* < ~||Vf(Z)|? ist wegen v € (0,1) ein Widerspruch zu V f(Z) # 0. O
Bemerkung: Dieselbe Konvergenzaussage gilt bei Verwendung der

Exakten lokalen Schrittweitensuche:

2.9) {kleinstes lokales Minimum von 0 < o — f(x + osy), falls es existiert,
. O —

Omaz SONSt

mit festem 0,4, > 0. Diese ist jedoch bei nichtlinearer Zielfunktion in der Praxis zu auf-
wendig. O

2.4.4 Konvergenzgeschwindigkeit fiir quadratische Zielfunktion

Praktische Tests mit dem Gradientenverfahren zeigen schnell, dass die Konvergenzgeschwin-
digkeit sehr langsam sein kann. Wir untersuchen im folgenden die Konvergenzgeschwin-
digkeit des Gradientenverfahrens fiir den Fall einer streng konvexen quadratischen Ziel-
funktion

f(z)=0b"z + %:L‘TQQC,
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b € R, @ € R™" symmetrisch positiv definit.

Wir betrachten das Gradientenverfahren aus Algorithmus 2, allerdings der Einfachheit hal-
ber mit der exakten Schrittweitenregel (2.9) anstelle der Armijo-Regel.

Sei xj, nicht stationdr. Dann ist die Suchrichtung gegeben durch

Da f eine streng konvexe quadratische Funktion ist, konnen wir die exakte Schrittweite oy,
explizit berechnen: Die Funktion

o(o) == f(xr + osi)
ist eine Parabel mit
(o) =V f(zp +osp) sk, ¢"(0) =5 Qsp >0,

ist also insbesondere streng konvex. Die exakte Schrittweite o nach (2.9) ergibt sich somit
aus

(2.10) 0= (o) = Vf(xr + orse) sp = (b+ Qui) s + opst Qs

also

(b+Qz)"se _ Vf(an)se _ V() V()
sTQsk si Qsk V()" QV f (k)

Da o}, das einzige Minimum ist, liefert die exakte lokale Schrittweitensuche (2.9) dasselbe
wie die exakte Schrittweitensuche (2.6) mit 0,,,, = 0.

2.11) o = — > 0.

Bemerkung: (2.10) zeigt, dass bei exakter Schrittweite gilt
Vf(zpe1) sk = Vf(xg +osp)' s, = 0.

Die neue Suchrichtung sy, = —V f(zx41) steht also senkrecht auf der alten.

Im zweidimensionalen Fall n = 2 ergibt sich also ein rechtwinkliger Zickzack-Pfad und
langsame Konvergenz ist offensichtlich, wenn —V f () nicht nahezu in Richtung der L6-
sung x zeigt. Siehe Abb. 2.2. O
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Abb. 2.2: Rechtwinkliger Zickzack-Pfad bei Anwendung des Gradientenverfahrens mit ex-
akter Schrittweite fiir f(&1, &) = (&7 + 10£2) mit Startpunkt zo = ().

Wir erhalten die folgende worst-case-Abschidtzung der Konvergenzrate.
Satz 2.4.5 Sei f(z) = bTilj'—l-%:CTQ:L' eine quadratische Funktion mit () € R™" symmetrisch

positiv definit. Es bezeichne (xy) und (o) die vom Gradientenverfahren (Algorithmus re-
falg:grad) mit lokal exakter lokaler Schrittweitensuche (2.9) erzeugten Folgen (falls es nicht

endlich konvergiert). Dann gilt mit dem eindeutigen globalen Minimum & = —Q~'b von f
)‘ma;r - )\min 2 —
Q1) flow) - 1) < (DD () — i)
_ )\mam(Q) 1/2 Amam(@) - /\mm(Q) g —
219 b < (205) (2@raa@) 1

wobei \pin (Q) und \q.(Q) den kleinsten bzw. grofiten Eigenwert von () bezeichnen.

Bemerkung: Der garantierte Konvergenzfaktor strebt fiir grofe Konditionszahl x(Q)) =

imf””((gg gegen 1, die garantierte Konvergenzgeschwindigkeit kann also je nach Kondition

beliebig langsam sein. O

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Abschitzung (2.12) fiir f(£1,&) = 1(&F + k&3),
x > 1, und den Startpunkt zo = (1}5) scharf ist (Nachweis durch Nachrechnen). Siehe
Abb. 2.2 fiir den Fall k = 10. O
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Beweis: Wir setzen g, := V f(zx) = b+ Q. Terminiert der Algorithmus nicht endlich,

dann ist g # 0 und die exakte Schrittweite nach (2.11) gegeben durch

91{ 9k
g,f Qg

(2.14) o =
Nun liefert Taylorentwicklung in =
f(@+s) = £(@) + 557Qs
(das Restglied verschwindet, da V2 f = () konstant ist) und somit
f@r) = F(2) = for) — flon) + flen) = f(2)
= Jlw) — J(@) + gl s+ éazsf@sk
= f(x) = f(Z) — ongi gr + ngk; r Q-

Einsetzen von (2.14) ergibt

1
@15 o) = 5@) = o) - 5@) ~ 5 %0
Weiter ist wegen g, = Qg + b = Q(z), — T)

1

—(r — )" Qzx — 7) = _gk L Q  gn

f(xk)—f(f)ZQ

und wir erhalten mit (2.15)

_F(7) = _ (91?%)2 ) — f(7
Fanin) = 10 = (1= gt ) (fan) ~ )

Die nachfolgende Kantorovich-Ungleichung ergibt nun (2.12).
SchlieBlich ist

1 > mm(Q ch ”2

flx) = f(z) = §(x - 3_7>TQ($ —T) {; /\maz(Q |z — i,H?

Zur Erinnerung: mit einer orthogonalen Matrix U € R*"ist Q = UT DU, D = diag (\y, . ..

mit den Eigenwerten 0 < \; < --- < A\, von () und daher gilt mitv = Us

> MvTv = \sTUTUs = \sts,

T2 T7rT _
Vif(z)s=s U 'DUs=v DU{S/\HUTU:)\WSTS.

Daher folgt (2.13) unmittelbar aus (2.12). O

, An)
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Lemma 2.4.6 (Kontorovich-Ungleichung)
Sei () € R™"™ symmetrisch positiv definit. Dann gilt

4>‘mam(@>)\ﬂun(Q)
()\mam (Q) + )\mm(Q))Q

(d"d)?

QUG AR

v

Beweis: Siehe zum Beispiel [Be99, Lem. 3.1] oder [GK99, S. 71]. O

Bemerkung: Ist f eine beliebige zweimal stetig differenzierbare Zielfunktion und erfiillt =
die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung, dann gilt im Falle z;, — Z die Abschitzung
(2.12) zumindest asymptotisch mit Q = V?f(z), da f(z) = f(z) + 3(z — 2)"Q(z — ) +
o« —z|*). O

2.5 Konvergenztheorie allgemeiner Abstiegsverfahren

Wegen der moglicherweise langsamen Konvergenz des Gradientenverfahrens liegt es nahe,
im Abstiegsverfahren Algorithmus 1 Abstiegsrichtungen s; zu verwenden, die schnellere
Konvergenz liefern. Wir betrachten in diesem Abschnitt das allgemeine Abstiegsverfahren
aus Algorithmus 1, das wir zur Erinnerung nochmals kompakt notieren:

Algorithmus 3 Allgemeines Abstiegsverfahren

Wiihle einen Startpunkt xy € R™.
Fiirk =0,1,...:

1. Falls V f(x)) = 0: STOP mit Ergebnis x.
2. Berechne eine Abstiegsrichtung s, € R™, d.h. ein s;, € R" mit V f (z)T s, < 0.

3. Bestimme eine Schrittweite o), > 0, so dass gilt f(xy + ogsk) < f(xg)-

4. Setze 1 = T + Ok Sk-

Wir wollen zunédchst Minimalanforderungen an die verwendeten Suchrichtungen s; und
Schrittweiten oy, herleiten, welche die globale Konvergenz des allgemeinen Abstiegsverfah-
ren aus Algorithmus 3 in folgendem Sinne sicherstellen: entweder Algorithmus 3 terminiert
endlich oder er erzeugt eine Folge () mit

o f(wry1) < f(an)

e Jeder Héaufungspunkt Z von (zy) ist stationdr, also V f(z) = 0.
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Bemerkung: Natiirlich stellt diese Konvergenzaussage nicht notwendigerweise sicher, dass
jeder Hiaufungspunkt Z von (zy) ein lokales Minimum ist. Wir werden spiter illustrieren,
wie man zusitzlich erreichen kann, dass jeder Hiufungspunkt z die notwendige Bedingung
2. Ordnung aus Satz 2.1.4 erfiillt, falls f zweimal stetig differenzierbar ist. O

Wir hatten bereits bemerkt, dass wir fiir die Konvergenz von Algorithmus 3 zwei Dinge
garantieren miissen:

e die Abstiegsrichtungen s; miissen hinreichend gut sein,

e die Schrittweiten o, miissen ausreichend Abstieg realisieren.

2.5.1 Zuléassige Suchrichtungen

Um hinreichend gute Abstiegsrichtungen s, zu garantieren, diirfen wir cos(Z(—V f(z), sx)) —
0 nur im Fall V f(x;) — 0 zulassen. Diese Anforderung ist tatsichlich sachgerecht und
kann durch folgende Bedingung sichergestellt werden:

Definition 2.5.1 (Zuldssige Suchrichtungen)
Die Folge der von Algorithmus 3 erzeugten Suchrichtungen (sy,) heifit zuldssig, falls gilt

(2.16) Vf(xk)Tsk < 0, d.h.die sj sind Abstiegsrichtungen
V T —00 —00
2.17) VI@) 5k ke g 20,

ienl

Die Bedingung (2.17) kann als abstrakte Winkelbedingung interpretiert werden: es gilt

—V f(xr)" sk _ =V f(xy)" s,
sl IV f (x) ||k

Offensichtlich ist (s;) insbesondere zulédssig, wenn mit einer Konstante ¢q > 0 die Winkel-
bedingung gilt

cos(L(=V f(xg),sx)) > co Yk >0,

oder dquivalent

| IV f ()l = cos(Z(=V f(x), si)) [V f (i)

(2.18)
> ||V f(zg)]] VEk>0, (gleichmiBige Winkelbedingung)

Allgemeiner ist (s;) zulédssig, wenn die folgende verallgemeinerte Winkelbedingung gilt:
Mit einer stetigen, streng monoton wachsenden Funktion

¢+ [0, 00[— [0, 00[, (0) = 0 gilt

—Vf T TSk
TS 5 (9l VE 20

Genauer gilt der folgende

(2.19)
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Satz 2.5.2 Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Bezeichne (sy) die von Algorithmus 3
erzeugte Folge von Suchrichtungen. Dann gilt:

(si) erfiillt (2.18) = (sy,) erfiillt (2.19) = (sy,) ist zuldissig.

Beweis: Natiirlich folgt (2.19) aus (2.18) mit der Wahl p(t) = cot.
Es gelte nun (2.19). Wegen ¢(0) = 0 folgt ¢(¢) > 0 fiir ¢ > 0 und daher folgt aus (2.19)

=V (@) sk > skl V£ (@)ll) > 0.
Somit gilt (2.16).

Zum Nachweis von (2.17) zeigen wir

Im Fall V f(z) /4 0 gibt es € > 0 und eine Teilfolge () mit ||V f(xy)|| > e fiir alle
k € K und wir erhalten mit (2.19)

T
Vi@l 2 Yhek — —% > (VI @) 2 9(e) >0 Vke K
Vf(l’k)TSk
el

4 0.
O
Beispiele fiir zulissige Suchrichtungen:

1. Die Wahl s, = —V f(x) (Gradientenverfahren) liefert zuldssige Suchrichtungen.
Tatsédchlich gilt dann die gleichmiBige Winkelbedingung (2.18) mit ¢y = 1, da

V) s V@)V @) o
sl IV f ()] IV f ()]l

2. Wie bereits erwihnt, wihlt man bei Newton-artigen Verfahren s als Losung von
BkSk = —Vf(l’k),

mit geeigneten symmetrischen, positiv definiten Matrizen B, € R™". Gilt nun mit
Konstanten 0 < p <7

)\mzn<Bk) > [, )\max(Bk) <n Vk2>0,
dann ist (s;) zuldssig. Denn zunéchst gilt

IV (i)l = 1 Brsill < nllsll
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und somit

~Vf(xe) s stBisi _ pllsil)? 1
= & > = pllsell = =V f(z)]].
[EAl [EA [EAl 7

Also ist (2.18) mit ¢y = u/n erfiillt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass globale Konvergenz zerstort werden kann, falls cos(Z(V f(z), sk))
hinreichend schnell gegen 0 konvergiert.

Beispiel 2.5.1 Siehe Ubung.

2.5.2 Zulassige Schrittweiten

Eine geeignete Schrittweitenwahl muss sicherstellen, dass f(x) — f(zx + oxsk) — 0 nur
auftreten kann, falls V f(z;) — 0 (wie gewiinscht) oder falls cos(Z(—V f(zx), sx)) — 0
(Abstiegsrichtungen werden unbrauchbar). Dies motiviert folgende Definition:

Definition 2.5.3 (Zulissige Schrittweiten)
Die Folge der von Algorithmus 3 erzeugten Schrittweiten (oy) heifst zuldssig, falls gilt

(2.20) flrg +opse) < f(zg) YE>0
T
(2.21) Flag) — Flon+ons) =50 = YL@ Sk

skl

Dieser Zuldssigkeitsbegriff ist moglichst allgemein gehalten, damit die Bedingungen leicht
tiberpriifbar sind.

Zulidssige Schrittweiten werden insbesondere von sogenannten effizienten Schrittweitenre-
geln erzeugt. Obwohl wir ohne diesen Begriff auskommen werden, fiihren wir ihn ein, da
er in der Literatur verbreitet ist.

Definition 2.5.4 (Effiziente Schrittweitenregel)
Sei f : R™ — R stetig differenzierbar und sei xo € R"™.
a) Eine Schrittweitenregel S ist ein Algorithmus, der zu jedem Punkt x € Ny(xg) =
{z : f(x) < f(xo)} mit Vf(x) # 0 und jeder Abstiegsrichtung s € R™ von f in x,
also V f(z)Ts < 0, eine Schrittweite 0 = S(x,s) > 0 liefert.

b) Eine Schrittweitenregel S heifit effizient, wenn es eine Konstante 6 > 0 gibt, so dass
zu jedem x € Ny(zo) mit V f(x) # 0 und jedem s € R" mit V f(z)"'s < 0 fiir die
geliefert Schrittweite 0 = S(x, s) gilt

fl@)— fla+os)>0 <%“‘|’|)TS)2 .
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¢) Dievon Algorithmus 3 erzeugte Schrittweitenfolge (oy,) heifst effizient, wenn mit einer
effizienten Schrittweitenregel S gilt o, = S(xy, Sk)-

Wir erhalten unmittelbar folgendes Resultat.

Lemma 2.5.5 Sei f : R” — R stetig differenzierbar. Verwendet Algorithmus 3 eine effizi-
ente Schrittweitenregel S, gilt also o, = S(xy, i), und terminiert er nicht endlich, dann ist
(ok) eine zuldssige Folge von Schrittweiten.

Beweis: Da die s; Abstiegsrichtungen sind, ergibt sich

Vf(xk)TSk)Q -0

sl

flan) = f(@pi1) =2 0 (

und folglich z11 € Ny (zo) zunéchst fiir £ = 0 und nun induktiv fiir alle £ > 0. Dies ergibt
f(zr) — f(xg + orsk) > 0, also (2.20). Zudem gilt auch (2.21) wegen

Vf(xk)TSk

5]

Floe) — ot ows) — 0 = o<e( ) < J(ee) = i) — 0

V f(zr) sk 0
skl .

O

Wir ziehen es vor, lediglich die Zuléssigkeit von Schrittweiten (o},) zu zeigen, da dies ein-
facher ist, als die Effizienz nachzuweisen.

Bemerkung: Die Armijo-Regel ist effizient, wenn mit einer Konstante v > 0 fiir die er-
zeugten Schrittweiten gilt

_Vf(xk)Tsk'

(2.22) o > U 5
skl

Tatsédchlich liefert dann die Armijo-Bedingung

Vf(ka)TSk)Q .

f(xg) = flog + onse) > —yorV f(w) s, > ( || skl

Der Nachweis von (2.22) erfordert stirkere Voraussetzungen (V f Lipschitz-stetig,

skl >
T
% mit einer Konstante ¢ > 0) als der Nachweis, dass die Armijo-Regel zulédssige

Schrittweiten erzeugt (sieche Satz 2.6.1 ). O
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2.5.3 Ein globaler Konvergenzsatz

Wir zeigen nun die globale Konvergenz von Algorithmus 3 fiir zuldssige Suchrichtungen
und Schrittweiten:

Satz 2.5.6 Essei f : R" — R stetig differenzierbar. Algorithmus 3 terminiere nicht endlich
und erzeuge zuldssige Suchrichtungen (sy) und zulissige Schrittweiten (o). Dann gilt:

ii) Jeder Hiufungspunkt T von (xy) ist stationdr, also V f(z) = 0.
iii) Besitzt (xy,) einen Hdufungspunkt T, dann gilt klim V f(zx) = 0.
iv) Ist T ein isolierter Hdufungspunkt von (xy) und gilt fiir jede Teilfolge (xy)rerx mit
(k) ke — T zudem (x41 — Tk)rex — 0, dann konvergiert (xy.) gegen .
Beweis: zu i): Da die Folge f(x)) nach (2.20) streng monoton fillt, erhalten wir 1).

zu ii): Es sei z ein Haufungspunkt von () und (z)  eine Teilfolge mit (z) x — . Da die
Folge f(z) nach (2.20) streng monoton fillt, gilt limy,_, f(zg) = f* mit f* € RU{—o00}.
Aus Stetigkeitsgriinden gilt aber auch

fr=1m flzp) = lim f(z) = f(2).

ke K—oo

Es folgt limy o f(zx) = f(Z) und insbesondere ((f(z)) ist eine Cauchy-Folge)

flaw) = f(@r + owsi) = fax) = f(@p41) — 0
Dies ergibt

flxr) = flzn + oxse) — 0 () zuldssig =V f ()" sy
sk

(50) zuldssie &0 v o,

Wegen der Stetigkeit von V f folgt V f(Z) = limgex—oo Vf(2x) = 0. Damit ist auch ii)
gezeigt.

zu iii): Besitzt () einen Haufungspunkt z, dann zeigt der Beweis zu ii), dass V f (x) — 0.

zu iv): Sei T ein isolierter Haufungspunkt. Angenommen, x; -/ . Da T ein isolierter
Hiaufungspunkt ist, aber z;, /4 Z finden wir dann £ > 0, so dass Z der einzige Haufungs-
punkt in der abgeschlossen Kugel B.(z) ist und x, ¢ B.(Z) fiir unendlich viele k. Es
existiert also eine Teilfolge (2 )rex C B.(Z) mit 2441 ¢ B.(z) fur alle £ € K. Nun hat

(k)ker einen Haufungspunkt im Kompaktum B.(Z). Dies kann nur Z sein, da dies der
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einzige Haufungspunkt in B.(Z) ist. Daher gilt (x)rex — Z (sonst géibe es einen weiteren

Hiufungspunkt im Kompaktum B, (%)) und somit nach Voraussetzung (xy — 41 )kex — 0.
Es folgt (zy41)kerx — & im Widerspruch zu z4,; ¢ B.(7) firalle k € K. O

Ist die Niveaumenge N (z) fiir den verwendeten Startpunkt =, kompakt, dann konnen wir
folgende Konvergenzeigenschaften ableiten.

Satz 2.5.7 Ist in Satz 2.5.6 zudem die Niveaumenge N¢(xy) fiir den Startpunkt xy € R"
kompakt, dann gelten i)—iv) und iii) kann verschdrft werden zu

i) lim V f(zy) = 0.

Beweis: Einfache Ubung.

O

2.6 Schrittweitenregeln

2.6.1 Die Armijo-Regel

Wir haben die Armijo-Regel (2.7) bereits in Abschnitt 2.7 kennengelernt. Wir haben gese-
hen, dass sie wohldefiniert ist und die globale Konvergenz des Gradientenverfahrens sicher-
stellt.

Wir wollen nun die Armijo-Regel im allgemeinen Abstiegsverfahren aus Algorithmus 3 ein-
setzen. Wir werden zeigen, dass die Armijo-Regel zuldssige Schrittweiten erzeugt, solange
die verwendeten Abstiegsrichtungen s; nicht ”zu kurz” im Vergleich zu V f(z) werden.
AnschlieBend werden wir die Powell-Wolfe-Regel behandeln, die mit beliebigen Abstiegs-
richtungen auskommt und bei Variable-Metrik-Verfahren eine wichtige Rolle spielen wird.

Das folgende Resultat zeigt, dass die Armijo-Regel unter schwachen Voraussetzungen zul&ssi-
ge Schrittweiten erzeugt.

Satz 2.6.1 Es sei f : R" — R stetig differenzierbar. Sei o € R" ein beliebiger Start-
punkt, so dass die Niveaumenge Ny(x) kompakt ist. Verwendet man im Abstiegsverfahren
Algorithmus 3 die Armijo-Regel, terminiert das Verfahren nicht endlich und gilt fiir die
Suchrichtungen

—Vf(xk)TSk

(2.23) lsill = ¢ (
el

) Vk>0

mit einer streng monoton wachsenden Funktion ¢ : [0,00) — [0, 00), dann ist die von der
Armijo-Regel erzeugte Schrittweitenfolge (oy,) zuldissig.
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Beweis: Da der Algorithmus nicht endlich terminiert, gilt V f(z;) # 0 fiir alle £ > 0.
Nach Lemma 2.4.3 liefert die Armijo-Regel also Schrittweiten o, > 0, die (2.7) erfiillen,
also

f(zr) — fzp + orse) > —youV f(z) s > 0.

Damit ist (2.20) bereits gezeigt. Zum Nachweis von (2.21) zeigen wir

%7@0 = f(zr) — f(@x + oxsk) # 0.

Im Fall Lk)”” 4 0 gibt es £ > 0 und eine Teilfolge (z;)x mit —VLEE s > 2 fijr alle

[N [l

k € K (beachte, dass —V f(x3)7s; > 0). Dann gilt wegen (2.23)

—V f(xz)" sk

(2.24) sl = o (
Tsel

) > p(e) =10 > ¢(0) > 0.

Wir zeigen zunéchst, dass die Armijo-Bedingung fiir alle £ € K erfiillt ist, sobald oy || sx|| <
p mit geeignetem p > 0 ist. Tatsdchlich liefert Taylorentwicklung mit geeigneten 75, €
0, 0] fiiralle k € K

f(xe) = flzy + oxse) +vouV f (xr) " sk
= —Vf(xx + misk)" (orsk) +yoxV f (21)" sp

(2.25) V f(zk)T sy,

= (Vf(zx) = V(@ + 7is0) " (onsi) + (1 —7)owl|sell — Tl

2 okllskll (=IVf(2x) = VI (@r + Tesi)l]) + (1= 7))

Da Ny (z() kompakt ist, finden wir ein konvexes Kompaktum N O N(z¢) (z.B. Bgr(zo), R
grof} genug). Wegen der gleichmifigen Stetigkeit von V f auf dem Kompaktum NV finden
wir p > 0 mit

V() =Vl <=7 Vz,yeN, [z -yl <p.

Also ist die rechte Seite in (2.25) nichtnegativ, sobald gilt oy ||sx|| < p (beachte 7, € [0, o]).
Wegen (2.24) erhalten wir also

okl|sk]] > min{Bp,d} =" >0

(entweder maximales 3°||s;|| < poder oy, = 1). Nun erhalten wir mit der Armijo-Bedingung
2.7)

—V f(x)"s

(226) f(l’k) — f(l’k + O'kSk) Z ’}/O'kHSkH HSkH k 2 ryg’g \V/k' - K

Damit ist f(zx) — f(xg + orsk) 7~ 0 gezeigt. O
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2.6.2 Die Powell-Wolfe-Regel

Um unabhiingig von der Linge der Suchrichtungen zuldssige Schrittweiten zu garantieren,
fordert man bei der Powell-Wolfe-Regel neben der Armijo-Bedingung

(2.27) fxr) = fan + orsi) = =0V f(2x) s
zudem die Bedingung
(2.28) V f(zg + aksk)Tsk > OVf(:z:k)Tsk

mit Konstanten 0 < v < 6 < 1. Offensichtlich ist (2.28) wegen V f(x;,)T's;, < 0 nicht mehr
erfiillt, wenn oy ||sx|| zu klein ist. Dies fiihrt auf die

Schrittweitenregel von Powell-Wolfe:

Esseien 0 < v < 6 < 1 (oft vy € [1072,107%], § = 0.9) fest gewihlte Konstanten.
Bestimme o, > 0, so dass (2.27) und (2.28) gilt.

Interpretation: Setzen wir ¢ (o) = f(z; + osi), dann ist (2.28) dquivalent zu

Pr(on) = 09),(0).

Die Schrittweite muss also so grof3 sein, dass die Steigung von ¢ in o} mindestens das 6-
fache der negativen Anfangs-Steigung ¢, (0) ist. Dies legt mit der Armijo-Bedingung (2.27)
den erlaubten Schrittweitenbereich fest. Siehe Abb. 2.3. O

hier gilt ¢} (0) > v ¢5.(0) > 6¢/.(0)
——

f () <0

k(o) = flag + osg)

Steigung 0¢}.(0) = ¢}.(7)

0 o\
61(0) + 7}, (0)

Abb. 2.3: Illustration der Powell-Wolfe-Regel.

Wir zeigen zunichst, dass die Powell-Wolfe-Regel wohldefiniert ist.
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Lemma 2.6.2 Es sei f : R® — R stetig differenzierbar. Seien weiter 0 < v < 6 < 1
beliebig fest. Dann gibt es zu jedem x € R™ mit V f(x) # 0 und zu jeder Abstiegsrichtung
svon f in x, entlang der f nach unten beschrdnkt ist, also

(17r>1f(’]f(x +0s) > —00

eine offene nichtleere Menge >(x, s) C (0, c0) mit

(2.29) f(x) — f(x +0s) > —yoVf(z)'s
(2.30) Vi +os)s>0Vf(r)s

fiir alle o0 € X(x, s).

Beweis: Betrachte die Funktion
p(0) = f(z +0os) = f(a) =10V f(z)"s.
Dann ist (2.29) dquivalent zu p(o) < 0. @ ist stetig differenzierbar mit
p(0) =0, ¢'(0)=(1=7)Vf(2)'s <0, lim p(0) = +oo.
Also existieren 0 < 0,5 < Tmaz Mit
p(o) <0 Vo€ (0,0mm], ©)>0 Yo > omu-

Daher hat ¢ auf [0, Omas] €ine kleinste Nullstelle o*, denn die Menge der Nullstellen
auf [0yin, Omaz] it nichtleer, abgeschlossen und beschrinkt. Fiir o* gilt nun

e(c*) =0, ¢o)<0 VYoe(0,0%).
Also gilt (2.29) fiir alle o € [0, 0*] und zudem

Vi(x+o*s)'s =1V f(z)'s = ¢'(0*) = lim plo”) = wlo

> 0.
t\0 t -

Dies ergibt
Vi(x+o*s)'s >Vf(x)'s >0V f(x)s.

Somit gilt auch (2.30) fiir 0 = ¢* und aus Stetigkeitsgriinden fiir alle 0 € [0* — £, 0*| mit
€ > (0 klein genug. O

Wir geben nun einen Algorithmus zur Bestimmung einer Schrittweite o an, welche die
Powell-Wolfe-Bedingungen (2.27), (2.28) erfiillt. Der Algorithmus beruht auf folgender
Voriiberlegung:

Lemma 2.6.3 Sind (0} ) und (o) Folgen mit o5/ 0* > 0,0, \, 0%, so dass die Armijo-
Bedingung (2.27) fiir alle o, = o; erfiillt und fiir alle o}, = 0;_ verletzt ist, dann erfiillt
o = o, die Powell-Wolfe-Bedingungen (2.27), (2.28) fiir alle j grof$ genug.
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Beweis: Setze ¢(0) = f(x 4 0s) — f(x) — oV f(x)"s. Wir haben p(0; ) <0 < ¢(0}),
also mit dem Mittelwertsatz ¢'(5;) > 0 fiir ein 6; € [0}, 0] Grenziibergang liefert
0 < ¢'(0%) = V(g +0"sp) s — g s < Vf(ap +0"sp)" s, — g s

Also gilt (2.28) fiir alle oy, in einer offenen Umgebung von ¢*. O

Wir kénnen Folgen () und (0}") mit den Eigenschaften aus Lemma 2.6.3 ausgehend von
einem o~ > 0, das die Armijo-Bedingung erfiillt, und einem ot > ¢, das die Armijo-
Bedingung verletzt, durch Bisektion gewinnen:

Algorithmus 4 Berechnung einer Powell-Wolfe-Schrittweite:

1. Wihle das maximale 0~ € {1,27! ...}, so dass 0, = 0~ die Armijo-Bedingung
(2.27) erfiillt. Setze o* := 20~

Falls 0~ < 1, gehe zu 3.

2. Wiihle das minimale o™ € {2',2% ...}, so dass 0, = o' die Armijo-Bedingung
(2.27) verletzt. Setze 0~ := ot /2.

3. Solange 0, = o~ Bedingung (2.28) verletzt:

Berechne o := (o +07)/2.
Falls 0, = o Bedingung (2.27) erfiillt, setze o~ := o, sonst setze o+ := 0.

4. STOP mit Ergebnis o, := o~
Es ist nicht iiberraschend, dass der Algorithmus zum Ziel fiihrt.

Satz 2.6.4 Es sei f : R" — R stetig differenzierbar. Seien weiter 0 < v < 6 < 1 beliebig
fest. Dann liefert Algorithmus 4 zu jedem x), € R™ mit V f(x),) # 0 und zu jeder Abstiegs-
richtung s von f in xy, entlang der f nach unten beschrdnkt ist, eine Schrittweite oy, die
die Powell-Wolfe-Bedingungen (2.27), (2.28) erfiillt.

Beweis: Ubung. O

Wir zeigen abschlieBend, dass die Powell-Wolfe-Regel zulédssige Schrittweiten erzeugt.

Satz 2.6.5 Es sei f : R" — R stetig differenzierbar und nach unten beschrinkt. Sei xq €
R™ ein beliebiger Startpunkt, so dass V f gleichmdfig stetig auf der Niveaumenge Ny(x)
ist (z.B. erfiillt, falls N;(x) kompakt). Verwendet man im Abstiegsverfahren Algorithmus
3 die Powell-Wolfe-Regel und terminiert das Verfahren nicht endlich, dann ist die von der
Powell-Wolfe-Regel erzeugte Schrittweitenfolge (o) wohldefiniert und zuldissig.



S. Ulbrich: Nichtlineare Optimierung 36

Beweis: Ubung. O

Bemerkung: Die zweite Powell-Wolfe-Bedingung (2.28) stellt sicher, dass gilt

(2.31) (Vf(zps1) — Vfxp)) se > 0.

Denn (2.28) liefert
(Vf(l’k_H) — Vf(xk))Tsk > (9 — I)Vf(l’k)TSk > 0.

Die Ungleichung (2.31) wird sich im Zusammenhang mit Quasi-Newton-Verfahren als
wichtig erweisen. O

2.7 Das Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist eines der wichtigsten Verfahren der Numerik, da es die Basis
von schnell lokal konvergenten Verfahren bildet. Das Newton-Verfahren kann sowohl zur
Losung linearer Gleichungssysteme als auch zur Minimierung nichtlinearer Funktionen ver-
wendet werden.

Wir betrachten zunichst das Newton-Verfahren zur Losung eines nichtlinearen Gleichungs-
systems

(2.32) F(z) =0

mit F' : R" — R" stetig differenzierbar. Danach gehen wir auf das Newton-Verfahren zur
Minimierung einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : R™ — R ein. Es beruht
auf den in §2.3 kurz angesprochenen Newton-Schritten, und erweist sich als dasselbe wie
das Newton-Verfahren zur Losung von

Vf(xz)=0.

2.7.1 Das Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme

Zur Motivation des Newton-Verfahrens fiir (2.32) sei z;, € R” ein gegebener Punkt. Dann
ist 7 eine Losung von (2.32) genau dann, wenn T = xj, + si gilt mit einer Losung s = sy,
von

(2.33) F(zy, +5s) = 0.

Die Idee des Newton-Verfahrens besteht darin, F'(z; + s) durch die Taylorentwicklung
erster Ordnung zu ersetzen: Es gilt

F(x +s) = F(xy) + F'(xg)s + o(||s]|)
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mit der Jacobi-Matrix F’(z) von F in xj, und das Restglied wird fiir kurze s klein.

Bei der k-ten Iteration des Newton-Verfahrens ersetzt man daher (2.33) durch die lineari-

sierte Gleichung
F(:L‘k) + F’(ZL‘k)S =0.

Dies ergibt

Algorithmus 5 Lokales Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme
Wiihle einen Startpunkt xy € R™.

Fiirk =0,1,...:

1. Falls F(xy) = 0: STOP mit Ergebnis xy.

2. Berechne den Newton-Schritt s, € R™ durch Losen der Newton-Gleichung
F'(wk)sk = —F((L'k)

3. Setze xy11 = Tk + Sk

2.7.2 Superlineare und quadratische lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens

Wir werden unter geeigneten Voraussetzungen die schnelle lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens zeigen. Hierzu miissen wir zunéchst einige Begriffe zur Charakterisierung von
Konvergenzgeschwindigkeiten einfiihren:

Definition 2.7.1 (Konvergenzraten)

a) Eine Folge (x;) C R™ konvergiert Q-linear mit Rate x € (0,1) gegen T, wenn mit
einem | > 0 gilt
2ot — 2l < kllew — | VE =L
b) Eine Folge (x;) C R™ konvergiert Q-superlinear gegen T, wenn x, — T gilt und
Zudem

ks — &l = oflles — &) fiir k — oo.

Nach Definition bedeutet dies, dass gilt lesn—zl _,

llzx—2|

¢) Eine Folge (x;) C R™ konvergiert Q-quadratisch gegen &, wenn x;, — I gilt und
Zudem
ki1 = 2| = O(l|lax — 2[|*)  fiir k — oo.

Nach Definition bedeutet dies, dass es C' > 0 und | > 0 gibt mit

|21 = 2| < Cllag — 2| VE>1L
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Zur Analyse des Newton-Verfahrens benotigen wir das folgende Resultat:

Lemma 2.7.2 Die Menge I C R™" der invertierbaren Matrizen ist offen und die Abbil-
dung A € T — A~ ist stetig, sogar unendlich oft stetig differenzierbar. Ist A € I,
dann gilt auch A + B € T fiir alle B € R™" mit |A~'B|| < 1 (also insbesondere, falls
1Bl < 1/[IA7H]).

Beweis: Bekanntlich gilt A € 7 genau dann, wenn det(A) # 0. Da det(A) ein Polynom
in den Koeffizienten von A ist, ist die Abbildung A € R™" — det(A) unendlich oft stetig
differenzierbar. Ist also det(A) # 0, dann gibt es ¢ > 0 mit det(A + B) # 0 fiir alle
B € R™™ mit || B|| < . Dies zeigt, dass Z offen ist.

Aus der Cramerschen Regel folgt, dass zu A = (a;;) € Z die Inverse A~* gegeben ist durch

L1

= e @) mit ah = () det(4y.),

v v

wobei A;; die Matrix ist, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Die rechte Seite ist offensichtlich eine glatte Funktion auf Z.

Ist A € Z und B € R™" beliebig mit ||[A'B|| < 1, dann ist A + B € Z, da gilt
IA™ (A + B)ull = lu+ A7 Bul| > [lull — A~ Bu
> (1= [[A7B)]ul >0 YueR"\{0}.

O
Wir beweisen nun die superlineare lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens.
Satz 2.7.3 (Schnelle lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens)
Sei F' : R™ — R" stetig differenzierbar und sei & € R" ein Punkt mit F/(z) = 0 und F'(x)
nichtsinguldr. Dann gibt es § > 0, so dass gilt:

i) F'(z) ist nichtsinguldir mit ||F'(z) Y| < 2||F'(z)~!|| fiir alle * € Bs(Z).

ii) T ist die einzige Nullstelle von F auf Bs(Z) und es gilt

1

WHJJ — || < ||[F(2)]| < 2[F'(2)l[] — 2

iii) Fiir alle vq € Bs(Z) terminiert Algorithmus 5 entweder mit xy, = T oder erzeugt eine
Folge (x) C Bs(Z), die Q-superlinear gegen T konvergiert.

iv) Ist F' Lipschitz-stetig auf Bs(T) mit Konstante L, dann konvergiert (xy) Q-quadratisch
gegen T, wobei

ks =2l < |F'(@) 7 Lllx —2)* VR 20.
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Beweis: zu i): Da nach Lemma 2.7.2 die Menge 7 der invertierbaren Matrizen offen und
die Abbildung A € 7 — A~ stetig ist, ist z — F’(z)~! wohldefiniert und stetig in einer
Umgebung von z. Daher finden wir aus Stetigkeitsgriinden > 0, so dass i) gilt.

zu ii): Wir konnen aus Stetigkeitsgriinden ¢ > 0 so verkleinern, dass neben 1) gilt
[F (@) <2 F' (@)l Ve Bs().

Zunichst erinnern wir daran, dass mit ¢(t) := F(Z + t(x — 7)) fiir beliebiges x € Bs(T)
gilt

1 1
(2.34) F(x)— F(z) = ¢(1) — ¢(0) = / o' (t)dt = / F'(Z+t(x — 7))(x — T) dt.
0 0
Nun gilt fiir jede stetige Abbildung ¢ € [0,1] — v(t) € R™

/Olv(t) dtH < /01 lo(t)]] dt

(Beweis z.B. durch Approximation mit Riemann-Summen und Anwendung der Dreiecks-
ungleichung). Dies liefert mit (2.34)

(2.35) ‘

[1F(z) = F@)] < /0 [F' (@ 4tz —2))|| |z — 2| dt <2|F'(@)||[lz— 2| Ve Bs(z)

<2[|[F" (@)l

Weiter konnen wir aus Stetigkeitsgriinden 6 > 0 so klein wihlen, dass zudem gilt

(2.36) 11— F'(2) ' F'(y)|| < 5 Va,y € Bs().

1
2

Insbesondere ist dann fiir alle z, y € B;(Z)

Isl* = s"F'(2) " F'(y)s < |1 = F'(2) " F'()lllIsl* < SllsllI* Vs € R,

N | —

also sTF'(x) "' F'(y)s > 1||s||*. Skalarmultiplikation von (2.34) mit F'(z)~ 7 (z — &) ergibt
nun

(2=2)" F'(2)"(F(2)-F(7)) = /0 (=2)" F'(2)" F'(z+t(z—7))(x—7) dt > %Hw -1,

also .
Sl = z|* < ||IF' (@) Y||x — z||| F(z) — F(@)|.-

Division durch || F'(Z)7||||z — Z|| liefert die zweite Ungleichung.
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zu iii): Wir zeigen induktiv

1
[ / 1T = F'(2) " F'(Z + t(xx — 7)) dt |}, — 2|
0
(2.37) B
{s L — 2],

=o(||lxx — Z||) firk — oo.
Sei 2, € Bs(z) (fiir k = 0 ist das erfiillt). Dann gilt wegen F'(z) = 0 und (2.34)
Tppr — T =xp — T — F'(2) " Fay) = o — T — F'(a) 7 (F(y) — F(T))

=2, — 7 — F'(x,)" /0 F'(Z + t(xy — 7)) (x, — T) dt

_ /O (I — F'(2) " F'(& + t{zs — 7)) (s — 7) dt.

Zusammen mir (2.35), (2.36) ergibt sich
! 1
241 — 2| < / [ = F'(ax) " F' (7 + (o — 7)) di [|loe — 2| < 5llwe — 2],
0

also die erste und zweite Ungleichung in (2.37). Insbesondere folgt induktiv (z) C Bs(Z)
und z;, — Z. Der mittlere Term in (2.37) ist offensichtlich o( ||z, — Z||) fiir £ — oo, da aus
Stetigkeitsgriinden

1
/ 11 — F'(2) ' F'(z + t(xp — 7)) dt — 0 fiir 2, — 7.
0

(2.36) zeigt nun neben der Q-linearen die Q-superlineare Konvergenz.

zu iv): Die Q-quadratische Konvergenz folgt nun aus

17 = F'() 7 F'(Z + tap — 2))|| < NF(0n) T IEF (20) = F'(2 + t(an — 7)),
< 2| F' (@) L(L = )|l — 2],

also

/0 I — F(2) Pz + (o — 2))) (s — D] dt < 2|F' (@) Ly — 2 / (1 tydt

= [|E"(@) Y| Ll — z]”
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2.7.3 Das Newton-Verfahren fiir Minimierungsprobleme

Wie bereits erwihnt, kann das Newton-Verfahren auch zur Bestimmung eines lokalen Mi-
nimums des Problems

(P) min f(z).

wGR"
mit einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : R” — R verwendet werden.

Das Verfahren kann auf zwei Arten motiviert werden: Jedes lokale Minimum Z von (P) ist
nach Satz 2.1.2 ein stationérer Punkt, also Losung der Gleichung

Vf(x)=0.

Ist f : R® — R zweimal stetig differenzierbar, dann ist ' = V f stetig differenzierbar
mit /' = V?f. Anwendung des Newton-Verfahrens fiir Gleichungssysteme liefert also
Tki1 = T + Sk, wobei s als Losung der Newton-Gleichung

V2 fxy)sy = =V f ()

gegeben ist. Dies ergibt folgendes Verfahren:

Algorithmus 6 Lokales Newton-Verfahren fiir Optimierungsprobleme
Wiihle einen Startpunkt o € R™.
Fiirk=0,1,...:

1. Falls V f(x)) = 0: STOP mit Ergebnis x.

2. Berechne den Newton-Schritt s, € R"™ durch Losen der Newton-Gleichung

(2.38) V2f(xn)se = =V f(zp).

3. Setze xy11 = ) + Sk

Alternativ konnen wir das Newton-Verfahren fiir (P) auch wie folgt motivieren: Sei z € R”"
ein Punkt, in dem die hinreichende Bedinung zweiter Ordnung aus Satz 2.1.5 gilt, also
Vf(z) = 0, V2f(z) positiv definit. Dann ist V?f(z) positiv definit auf einer Umgebung
B.(Z) von z. Sei nun x, € B.(Z) eine gegebene Iterierte. Wir approximieren f in z;, durch
das Taylor-Polynom zweiter Ordnung

flan+s) & flan) + Vfa)'s + %STV2f(Ik)S +o(||sill)-

(.

-~

=:qx(s)
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Da V2 f(z;) positiv definit ist, ist g; streng konvex und hat ein eindeutiges globales Mini-
mum s, gegeben durch

Var(sk) = V2f(33k)5k + Vf(zr) = 0.

Dies ist genau die Newton-Gleichung (2.38).

Spezialisieren wir den Konvergenzsatz 2.7.3 auf den Fall F' = V f, dann erhalten wir

Satz 2.7.4 Es sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Erfiillt T die hinreichende
Bedinung zweiter Ordnung aus Satz 2.1.5 fiir ein lokales Minimum, dann gibt es § > 0, so
dass gilt:

i) V2f(x) ist positiv definit mit

2

I35 @) < 20927 @) 7 = a7y

fiir alle x € Bs().

ii) T ist der einzige stationdre Punkt von [ auf Bs(Z) und es gilt

Amin(V2f(Z))

5 lz = Z[| < V(@) € 2Xm0e(V2f(@))ll2 — 2| V2 € Bs(T).

iii) Fiir alle vo € Bs(Z) terminiert Algorithmus 6 entweder mit xj, = T oder erzeugt eine
Folge (xy) C Bs(Z), die Q-superlinear gegen T konvergiert.

iv) Ist V? [ Lipschitz-stetig auf Bs(T) mit Konstante L, dann konvergiert (x,) Q-quadratisch

gegen T, wobei

[zx41 = 2] <

L
Amin(V2f(T))
Beweis: Der Beweis folgt direkt aus Satz 2.7.3 zusammen mit den folgenden Hilfsresulta-
ten. O
Lemma 2.7.5 Fiir eine symmetrische, positiv definite Matrix () € R™"™ gilt

L

wobei \pin(Q) den kleinsten und X, (Q) den grifiten Eigenwert von () bezeichnet.

101 = Maa(@), 11Q7] =
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Beweis: Mit einer orthogonalen Matrix U € R™" gilt Q = UT DU, D = diag (A, ..., \)
mit den Eigenwerten 0 < \; < --- < )\, von () und daher mit v = Us

1Qsll = |U"DUs||_|U" Dl = [ Dol = | D~ A0} < Amaa(Q)Il] = Amaa( Q)]
=1

Gleichheit ergibt sich, wenn man s = u,, mit einem Eigenvektor Uy, VON Q ZU Appar (Q)
withlt. Wegen Q! = U7 D~1U folgt analog |Q~!|| = (Q). O

Lemma 2.7.6 Es sei () € R™" symmetrisch positiv definit. Dann ist () + B positiv definit
fiir alle B € R™" mit || B|| < Anin(Q). Zudem gilt

A N
TQ+B)s> 357Qs = Dy err vp e gy < 2@

Beweis: Wir haben wie am Ende des Beweises von Satz 2.4.5 s7Qs > Apin(Q)||s||” fiir
alle s € R"™. Nun gilt fiir alle B € R™" mit || B|| < Anin(Q)

sT(Q+ B)s = s"Qs — 5" Bs| 2 Anin(@)ls|” = IB[Is]* > 0 Vs € R*\ {0}.
Ist || B < "””( ), dann erhalten wir analog

>‘mm( )

>\min
TQB)s > Qs Bl 3] = 57 Qs D g2 >

sTQs > Is|> Vs e R

1
2
a

2.7.4 Globalisierung des Newton-Verfahrens

Selbst fiir streng konvexe Funktionen ist das lokale Newton-Verfahren aus Algorithmus 6
nicht fiir jeden Startpunkt x(y konvergent.

Beispiel 2.7.1 Betrachte f(z) = || —arctan(|z|). f ist zweimal stetig differenzierbar und
streng konvex. Man kann zeigen, dass das Newton-Verfahren divergiert, falls |z¢| zu groB
ist, siehe Ubung.

Um die globale Konvergenz des Newton-Verfahrens zu garantieren und die schnelle lokale
Konvergenz zu erhalten, verwenden wir den Newton-Schritt als Basis der Schrittberechnung
im allgemeinen Abstiegsverfahren, wobei wir folgendes sicherstellen:

e Die Folgen (s;) und (o) sind zulidssig.
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e Sobald x;, nahe genug bei einem Punkt Z liegt, der die hinreichende Bedingung zwei-
ter Ordnung erfiillt, dann ist s, der Newton-Schritt und o}, = 1.

Der folgende Algorithmus eroffnet vielseitige Moglichkeiten, dies zu erreichen.

Algorithmus 7 Globalisiertes Newton-Verfahren

Wiihle Konstanten v € (0,1/2), ¢; € (0,1), ¢a > 0 und p > 0. Wiihle einen Startpunkt
Xo € R™,

Fiirk=0,1,...:

1. Falls V f(xy) = 0: STOP mit Ergebnis x.

2. Berechne—falls moglich-den Newton-Schritt st als Losung von
V2 f(xx)sy = =V f(xr).
Ist dies moglich und gilt

=V f(xn)" st = min {er, of|[Vf (@) |73 IV f () |y

dann setze sy, = sb.

Sonst wiihle eine symmetrische, positiv definite Matrix By, € R™", so dass \yin(By) >
Uy Amaz(By) < m mit von k unabhdingigen Konstanten 0 < p < 1 gilt, und bestimme
Sk als Losung von

BkSk = —Vf<1’]€)
3. Bestimme eine Schrittweite o, > 0 nach der Armijo-Regel.

4. Setze 11 = T + OpSk.

Bemerkung: Es ist zu beachten, dass der Parameter v in der Armijo-Bedingung nun im
Intervall (0, 1/2) gewihlt wird! Dies wird sicherstellen, dass der Newton-Schritt schlieSlich
mit Schrittweite o, = 1 verwendet wird. O

Bemerkung: Eine einfache Wahl ist B, = I. Hiufig verwendet man
Bk = VQf(l’]g) + (:uk: + maX(O, _/\mm(VQf(x/ﬂ))))]

mit 0 < & < pg < 7 und Konstanten 0 < g < 7). Diese Wahl erfiillt die Voraussetzungen,
wenn die Hessematrizen V2 f(x;,) gleichmiBig beschrinkt bleiben. Dies ist zum Beispiel
gegeben, wenn Ny (zo) kompakt ist. O

Es gilt der folgende globale Konvergenzsatz.
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Satz 2.7.7 Es sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Ist N¢(xo) kompakt und
terminiert Algorithmus 7 nicht endlich, dann sind die erzeugten Folgen (sy) von Suchrich-

tungen und (o) von Schrittweiten zuldissig. Insbesondere gelten die Konvergenzaussagen
von Satz 2.5.6 und Satz 2.5.7.

Beweis: Der Algorithmus terminiere nicht endlich. Wir zeigen zunichst die Zuldssigkeit
der Suchrichtungen, indem wir die verallgemeinerte Winkelbedingung (2.19) nachweisen:
Es gilt entweder s;, = s und

- s TS
% > min {e1, 2|V f () I”} [V £ () |

oder es ist Bysy = —V f(x1). Im zweiten Fall ist

IV f(@i)ll = [|Beskll < nllskll
und somit

—Vf(xe)"sk  si Brsk - 1| sk

sell - llsell = lisll

0
= pllsell = ZIV Fzll

Insgesamt ergibt sich

T
Sk .
> min {p/1, 1, &V (@) [PV f ()]
Mit der stetigen, streng monoton wachsenden Funktion ¢ : [0, 00) — [0, 00),

p(t) = min{p/n, c1, 21"} t
gilt also (2.19) und die Zuléssigkeit von (s) folgt aus Satz 2.5.2.

Da die Armijo-Regel verwendet wird und Ny(z,) kompakt ist, folgt nach Satz 2.6.1 die
Zuldssigkeit der Schrittweiten, wenn mit einer streng monoton wachsenden Funktion ¢ :
0,00) — [0, 00) gilt

—Vf(xk)TSk) _

(2.23) [sell = ¢ (
skl

Zum Nachweis stellen wir zunichst fest, dass | V2 f(z;)|| < C fiir alle k¥ mit einem C' > 0
gilt, da Ny(x() kompakt ist. Nun ist entweder s;, = S;{V , also

IVl o V()
V2 fanll — C

skl = |

oder Bysy = —V f(zy), also

1970l o IVl

Skl =
= g =
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In beiden Fillen ergibt sich

=V f(xy)" s,

wobei wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung im letzten Schritt verwendet haben. Somit
gilt (2.23) mit p(t) = min(1/C, 1/n) t und die Zuldssigkeit der Schrittweiten folgt aus Satz
2.6.1.

Wegen der Zuldssigkeit von (s;) und (o) gilt Satz 2.5.6 und zudem Satz 2.5.7, da Ny (zo)
kompakt ist. O

2.7.5 Ubergang zu schneller lokaler Konvergenz

Wir zeigen nun, dass das globalisierte Newton-Verfahren aus Algorithmus 7 in das lokale
Newton-Verfahren iibergeht, wenn () einen Hiufungspunkt 7 hat, in dem die Hessematrix
positiv definit ist.

Satz 2.7.8 Es sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und Ny(x,) sei kompakt fiir
den Startpunkt xo € R". Terminiert Algorithmus 7 nicht endlich und hat die erzeugte Folge
(x) einen Hiiufungspunkt z, in dem die Hessematrix positiv definit ist, dann gilt:

i) limy_ zr = T und T ist ein isoliertes lokales Minimum, in dem die hinreichende
Bedinung zweiter Ordnung erfiillt ist.

i) Es gibt | > 0 mit s;, = sy und o, = 1 (beachte v € (0,1/2)!) fiir alle k > 1, das
Verfahren geht also in das lokale Newton-Verfahren iiber. Inbesondere konvergiert
(71) Q-superlinear gegen T und sogar Q-quadratisch, wenn N? f Lipschitz-stetig in
einer Umgebung von T ist.

Beweis: Nach Satz 2.7.7 gelten die Konvergenzaussagen von Satz 2.5.6. Daher ist der
Hiufungspunkt Z stationdr, es gilt also V f(z) = 0.

Wir zeigen zunichst, dass fiir ¢ > 0 klein genug gilt

(2.39) s = sy Vkmitz, € B.(T).
Setze \ (sz(,))
~ min X ~ _
=2 L = 20 (P (2)).
Zunichst finden wir nach Lemma 2.7.6 ¢ > 0 mit
/\min 2 T
(2.40) T2 f(x)s > MHSH2 = fi|s|®? Ve B.(%), VseR"

2
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Insbesondere gilt dann \,,;,,(V?f(x)) > ji und

1 1
(2.41) Vif(z) | = ———— < = Vz € B.(2).
IV 7@ = ey < g @)
Zudem konnen wir € > 0 so verkleinern, dass
(2.42) IV (@)l <2|V2f(@)l =7 Vo € B(z).

Dabher ist fiir alle k¥ mit z;, € B.(Z) die Hessematrix V2f(z;) positiv definit und der

Newton-Schritt erfiillt
19/ @l - 195l
(V2 f(xx)]| — 7

(e |
Dies ergibt mit (2.40)
. 2 [
(2.43) =V f(x)'sy = () VA (@n)st = allsy " > EHVf(ka)HHSiVH-
Wegen V f(z) = 0 kdnnen wir € > 0 so verkleinern, dass gilt

ollf@P <f vaeB.(a).

S =

Dann ergibt sich zusammen mit (2.43)
=V f(a)"sy > min (e, e f @) [7) IV @) lsi | ¥k mit 2y € Bo(z)

und somit s = s im Falle z;, € B.(7).

zu i): Wie bereits zu Beginn festgestellt, gelten nach Satz 2.7.7 die Konvergenzaussagen von
Satz 2.5.6. Daher ist der Hiufungspunkt Z stationir. Da nach Voraussetzung V2 f(Z) positiv
definit ist, erfiillt z also die hinreichende Bedinung zweiter Ordnung. Nach Satz 2.7.4 ist &
daher ein isolierter stationdrer Punkt. Insbesondere ist Z ein isolierter Haufungspunkt von
(xy), da nach Satz 2.7.7 jeder Haufungspunkt stationir ist.

Nach Satz 2.5.6 iv) gilt nun z;, — Z, falls fiir jede Teilfolge (x)rex C (xx) mit (x)gex —
z zudem gilt (zy41 —2k)rex — 0. Dies ist hier der Fall: Sei (1) e i eine beliebige Teilfolge
mit (xy)rex — . Dann finden wir [ > 0 mit 2, € B.(z) fir alle k € K, k > [ und somit
gilt wegen (2.39) und (2.41)

_ 1
sp= s llsel < VA () IV @l < 21V @l Ve Ko k=1
Dies zeigt wegen o, < 1

1
lzer = 2ell < llsell < 2V F(@i)ll = 0 fir K5 % = oo
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Also ist Satz 2.5.6, iii) anwendbar und es folgt z, — .

zu ii): Nach i) gilt 7, — Z. Daher existiert ein I’ > 0 mit z, € B.(Z) und somit s, = si
wegen (2.39) fiir alle £ > [’. Es bleibt zu zeigen, dass die Armijo-Regel die Schrittweite
o, = 1 fiir alle k£ > [ mit einem [ > [’ liefert.

Die Armijo-Bedingung (2.7) ist fiir 0, = 1 genau dann erfiillt, wenn gilt f(zy) — f(zx +
sk) + YV f(xi)Tsp > 0. Taylorentwicklung liefert fiir alle z, € B.(Z) wegen (2.40) und
V2 f(xg)sr, = —V f(x),) mit einem 74 € [0, 1]

fl@y) = f(ze+ sk) + 7V f (@) sk = (v = D)V f () s, — %ng2f($k + ThSk) Sk

= (1 o %) sp V2 f(r)sn + %Sf(vzf(l’k) — V2 [ + Trsk)) sk

>0, day€(0,1/2)
1\ . 1
> (1 —7- 5) fllsell* = SIS (o 7esi) — 2 ()| sl

Wegen 2 — Z und [[si]| < [[V2f(2) IV (@)l < 3IIVF(@p)l| — 0 fiir b — oo
finden wir [ > !’ mit

1 1\ _
IV ot 7o)~ Vsl < (17— 5 )i Yhz 1

(beachte 0 < v < 1/2). Dann folgt

f(xk) — f(SCk + 8k> + ’)/Vf(l’k)TSk Z 0 Vk Z [

und somit erfiillt o, = 1 die Armijo-Bedingung fiir alle £ > [. Daher haben wir x;,; =

xy + sp fiir alle k& > [ und die Q-superlineare bzw. Q-quadratische Konvergenz folgt aus
Satz2.7.4. O

2.8 Newton-artige Verfahren

Wir betrachten nun allgemein Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen F'(x) = 0,
bei denen der Schritt durch eine Newton-artige Gleichung

My.sp = —F(xy)
mit geeignet gewdhlten nichtsinguldren Matrizen M, € R™" berechnet wird. Dies fiihrt auf
folgendes Verfahren.
Algorithmus 8 Lokales Newton-artiges Verfahren fiir Gleichungssysteme
Wiihle einen Startpunkt xy, € R".
Firk=0,1,...:
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1. Falls F(xy) = 0: STOP mit Ergebnis xy.
2. Wihle eine nichtsinguldre Matrix M, € R™".

3. Berechne sy, € R" durch Losen der Newton-artigen Gleichung

MkSk = —F(Ik)
4. Setze xj11 = ) + Sp.

Bei einem Newton-artigen Verfahren fiir das Minimierungsproblem (P) setzen wir /' = V f
und wihlen M}, symmetrisch (iiblicherweise positiv definit):

Algorithmus 9 Lokales Newton-artiges Verfahren fiir Minimierungsprobleme

Algorithmus 8 mit F'(xy,) = V f(x1) und My, symmetrisch, nichtsinguldr.

Die Verwendung von Newton-artigen Verfahren ist in mehrerlei Hinsicht interessant:

e In vielen praxisrelevanten Anwendungen ist die Berechnung von F'(x) (bzw. V f(z))
bereits sehr aufwendig, und die Berechnung von F’(z) (bzw. V2 f(z)) nicht prakti-
kabel. Es liegt dann nahe, F”(x)) durch eine leichter zu berechnende Matrix M}, zu
approximieren.

e Bei groflen Problemen ist eine exakte Losung der Newton-Gleichung zu aufwen-
dig, eine inexakte Losung mit Hilfe iterativer Loser (vorkonditionierte CG-Verfahren,
Mehrgitterloser, . . .) ist aber moglich. Tatsdchlich ist dann s; Losung einer Newton-
artigen Gleichung Mjs, = —V f(zy), wobei My, eine Niherung von F'(zy) ist.

2.8.1 Superlineare Konvergenz und Dennis-Moré-Bedingung

Wir wollen charakterisieren, unter welchen Voraussetzungen Algorithmus 8 superlinear
konvergiert. Wir haben zunichst das folgende allgemeine Resultat:

Satz 2.8.1 Es sei F' : R" — R" stetig differenzierbar. Weiter sei * € R" ein Punkt mit
F(z) = 0 und F'(x) invertierbar. Ist (vy) eine Folge, die gegen T konvergiert, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

i) (xy) konvergiert Q-superlinear gegen I.

i) imy_oo v, = T und es gilt |F(xg) + F'(Z)(2k01 — x1)|| = o(||zks1r — zil]) —
0 fiir k — oo.
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i) limy oo v = T und es gilt ||F(zx) + F'(vg)(Tp1 — 2x)|| = o(||zpr1 — zkl]) —
0 fiir k — oo.

Beweis: i) = ii): Dannist |24+ — Z|| = o(||zx — Z||). Wegen F(Z) = 0 ergibt sich

1 (x) + F'(2) (@h1 — )| = [[F(ex) = F(2) = F'(2)(2r — T) + F'(2) (@60 — 2)]|
oflzx — 2[) + 1 F'(Z) (zps1 — 2)]

= o([lzr — z[) + o(llzx — 2[) = ol[lzx — z[]).

o — a2l = 4= k1 = @l + [lees — 2l = llorea — zll + o(l[xr — z[]),
2 ey — el = ok — 2l = [leern — zall + o[l — 2]))-
Somit gilt fiir & groB genug 1/2||zx.1 — zx|| < ||zx — Z|| < 2||xkr1 — x| und es folgt
1 (k) + F'(2) (zh1 — )| = o[|zx — Z]|) = o[|zrsr — zi]])-
ii) = 1): Es gilt wie eben

1 (x) + F'(2) (@h1 — )| = [[F(ex) = F(2) = F'(2)(2r — T) + F'(2) (@60 — 2)]|
= o(llzx — Z||) + | F(Z)(ze1 — )|

und daher wegen 1ii)
IF(Z)(@re1 — D) = ol — Z]1) + o(l|wn1 — l])-
Es folgt
k1 = 2l < I1F' @) (@) (20 = 2) = olllzw — ) + ollwkr — ze])-
Also gibt es eine Nullfolge (v) mit
[ekrr — 2| < vi(llan — 2l + o — 2ell) < vz — 2l + loe = 2]).
Somit folgt insbesondere fiir geniigend grofe &

e = 2| < 4wz — 2| = ol[lax — []).

ii) <= iii): Die Aquivalenz folgt aus
F (k) + F'(2)(@pq1 — 22)|] = [[F(zr) + F'(22) (0ps1 — 22)|[|
< [(F'(z) = F'(2x)(@rg1 — 21)|| = o(||zrsr — 2l]).

O

Wenden wir den Satz auf die von Algorithmus 8 erzeugte Folge an, dann erhalten wir die
wichtige Dennis-Moré-Bedingung:
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Korollar 2.8.2 (Dennis-Moré-Bedingung)

F : R" — R" sei stetig differenzierbar. Die von Algorithmus 8 erzeugte Folge (xy) kon-
vergiere gegen einen Punkt T mit F(Z) = 0 und F'(x) invertierbar. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) (xy) konvergiert Q-superlinear gegen Z.
it) Es gilt ||( My — F'(Z))sk|| = o(||skl|) — O fiir k — oo (Dennis-Moré-Bedingung).

iii) Es gilt ||(My — F'(xy))sk|| = o(||sk]|) — 0 fiir k — oo.

Bemerkung: Bedinung iii) kommt ohne Z aus. Ist s; der klassische Newtonschritt, dan gilt
M, = F'(zy) und die linke Seite in iii) verschwindet. Der klassische Newton-Schritt erfiillt
also iii) trivialerweise. O

Beweis: Wir haben xy 1 — z = Sg, Mgsy = —F(xy) und daher

1F (@) + F' (@) (w1 — x| = [[(= My + F'(2)) i
1E () + F'(wn) (@r1 — @)l = [[(=Mi + F'(ax))sel|-

Daher stimmt ii) und iii) mit ii) und iii) in Satz 2.8.1 iiberein. O

Die Charakterisierung ii) der Q-superlinearen Konvergenz wurde erstmals von Dennis und
Moré in [DM74] gezeigt. Die Bedingung zeigt, dass es ausreicht, wenn My sy auf o(||s||)
mit F’(z)s, (oder nach iii) mit F’(xy)sy) libereinstimmt. Fiir Vektoren v, die senkrecht
auf s; stehen, konnen sich aber M;v und F'(Z)v beliebig stark unterscheiden, ohne die
Q-superlineare Konvergenz zu zerstoren! Die Dennis-Moré-Bedingung zur Charakterisie-
rung superlinearer Konvergenz wird sich als niitzlich bei der lokalen Konvergenzanalyse
von inexakten Newton-Verfahren und Quasi-Newton-Verfahren erweisen, die wir in Kiirze
behandeln.

Beispiel 2.8.1 Gilt fiir die von Algorithmus 8 erzeugten Folgen (z) und (M}), dass x5, —
Zund M; — F'(z), dann gilt die Dennis-Moré-Bedingung, da

|(Mi = F'(2)) (@1 — zi)l| < [|Me = F'(2)[| 2541 — ]
= o(||zk41 — x]]) — 0 fiir k — oo.
2.8.2 Globalisierung Newton-artiger Verfahren

Die Globalisierung Newton-artiger Verfahren kann genauso erfolgen wie die Globalisierung
des Newton-Verfahrens in Algorithmus 7.
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Algorithmus 10 Globalisiertes Newton-artiges Verfahren

Wiihle Konstanten v € (0,1/2), ¢; € (0,1), ¢a > 0 und p > 0. Wiihle einen Startpunkt
xo € R™

Fiirk=0,1,...:

1. Falls V f(x)) = 0: STOP mit Ergebnis x.
2. Wiihle eine symmetrische, invertierbare Matrix M; € R™".

3. Berechne si'* € R™ durch Lisen der Newton-artigen Gleichung
Mysy® = =V f(x1).

Falls
=V () sy > min{er, 2|V (@) P IV f @) |52 2

dann setze sj, = sh.

Sonst wihle eine symmetrische, invertierbare Matrix By, € R™", so dass \pin(By) >
s Amaz(By) < 1 mit von k unabhdngigen Konstanten 0 < p < n gilt (z.B. By = I),
und bestimme sy, als Losung von

BkSk = —Vf<l’k)

4. Bestimme eine Schrittweite o, > 0 nach der Armijo-Regel.

5. Setze xy11 = Xk + Ok Sk

Der Beweis von Satz 2.7.7 kann ohne Anderung auf Algorithmus 10 angewendet wer-
den, wenn die Folge (|| My||) beschrinkt ist. Superlineare Konvergenz erhélt man, wenn
die Dennis-Moré-Bedingung erfiillt ist. Genauer gilt:

Satz 2.8.3 Es sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. N¢(x) sei kompakt und Al-
gorithmus 10 terminiere nicht endlich. Ist die Folge (|| My||) beschrinkt, dann gilt:

i) Die erzeugten Folgen (sy) von Suchrichtungen und (o) von Schrittweiten sind zuldissig.
Insbesondere gelten die Konvergenzaussagen von Satz 2.5.6 und Satz 2.5.7.

ii) Hat (x},) einen Hiufungspunkt T mit V2 f(Z) positiv definit und erfiillt M, mit sy
die Dennis-Moré-Bedingung aus Satz 2.8.1 ii) oder dquivalent iii) fiir jede gegen
T konvergente Teilfolge (ry)rex, dann gilt limy .. x;, = T und es gibt | > 0 mit
sk = s und o), = 1 fiir alle k > 1. Insbesondere konvergiert (1) Q-superlinear

gegen .
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Beweis: zu i): Der Beweis von Satz 2.7.7 ist mit M, anstelle V2 f(x;,) anwendbar.
zu ii): Nach i) gilt V f(z) = 0. Wir zeigen, dass es ¢ > 0 gibt mit
(2.44) sp = sy Vikmitz, € B.(%).

Andernfalls gibt es eine Teilfolge (2 )rex mit (v))rex — Z und s5 # sh A fiiralle k € K.
Dann gibtes I’ > 0, so dass mit 0 < p < n gilt

/\min(v2f(xk)) > p>0, Amam<v2f(xk)) <n VkekK, k= !

Fiir k > [ exitiert also der klassische Newton-Schritt s) und die Dennis-Moré-Bedingung
liefert

I(M = V2 f () sp ANl = | = V() = V2f (i) sy

= V2 fae) (st — syl = ollstll) = 0 fiirk € K — oo.

Nach i) gilt (V f(zx))rex — 0. Daher liefert der zweite Term

: I P =
(2.45) e s *l =0
und der dritte |[sY4 — s¥|| = of||s¥4]|), also
IV f ()]
Ise 1l = NIl + o(llsi™1I) = B +o([lsz )

Zudem zeigt der zweite Term, dass
(2.46) =V f(zp) N = (sNNTV2F(2)sM + o(||sNVA°)  fiirk € K — oo.
Wir finden also [” > I’ mit

a5 V70

[E 5
I 772 I Ve K, kE>1"
—V () syt > 5!\8%\ > —nllvf(:ck)l\l\SQAH

Genau wie im Beweis von Satz 2.7.7 folgt nun, dass fiir [ > {” gro} genug die Winkel-
bedingung in Schritt 3 von Algorithmus 10 fiir alle £ € K mit k& > [" erfiillt ist, also
sp = sy fiir k > " gilt. Dies ist ein Widerspruch zu s;, # s fiir alle k € K, es gilt also
(2.44) mit geeignetem € > 0.

Fiir den Nachweis von lim,_,., x = 7 haben wir wie im Beweis von Satz 2.7.7 nur zu
zeigen, dass fiir jede Teilfolge (zx)gex mit (zx)rex — T zudem gilt (xg 1 — 2 )kex — 0.
Sei (71)rex eine solche Teilfolge. Dann gilt s, = s4% fiir alle k& € K groB genug und es
ergibt sich wie eben (2.45), also

lzrir — xe|| < |[si| — 0 fiirk € K — oo.
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Dies zeigt v, — 7.

Wegen (2.44) gilt s, = s fiir k > 1, | groB genug. Weiter gilt (2.46) fiir die Gesamtfolge
und beim Nachweis, dass o, = 1 fiir & > [, [ gro} genug die Armijo-Bedingung erfiillt,
erhilt man nun analog zum Beweis von Satz 2.7.7 mit s;, = s 4

flae) = flae+ s) + 7V f (@) sk

1 1
> (1 -7 = 5) ullsill* = §|!V2f(ka + i) = VEF ()| sel® + o(llsell”)-

Die rechte Seite ist wegen s, — 0 positiv fiir alle £ > [, [ grof3 genug. O

2.8.3 Dennis-Moré-artige Bedingung fiir quadratische Konvergenz

Ist F’ Lipschitz-stetig in einer Umgebung von z, dann liefert eine natiirliche Verschirfung
der Dennis-Moré-Bedingung quadratische Konvergenz.

Satz 2.8.4 Es sei ' : R" — R" stetig differenzierbar. Weiter sei * € R" ein Punkt mit
F(z) = 0 und F'(Z) invertierbar. Ist F' Lipschitz-stetig in einer Umgebung von T und ist
(xy) eine Folge, die gegen T konvergiert, dann sind folgende Aussagen diquivalent:

i) () konvergiert Q-quadratisch gegen .

ii) Es gilt |F(xy) + F'(Z)(zep1 — 22)|| = O(|zpsr — z1l|?) — 0 fiir k — .

iii) Es gilt ||F(xy) + F'(zx) (2k1 — 21)|| = O(||xpsr — xk|]2) — 0 fiir k — .

Beweis: i) <= ii): Da F” lokal Lipschitz-stetig ist, gilt
1F(ze) + F'(2) (wen — ze) | = | F(2x) — F(2) = F'(2)(2p — 2) + F'(2) (2541 — 2|
= O(llzx = 2|1*) + | F'(@) (2141 — ).
Der Beweis kann nun genau wie bei Satz 2.8.1 gefiihrt werden mit O(||z; — Z||*) und
O(||zks1 — x]|?) anstelle o( ||z — Z||) und o(||zjr1 — x]])-
ii) <= iii): Die Lipschitz-Stetigkeit von F” liefert
F (k) + F'(2) (re1 — ze)l| = [1F (x) + F(20) (wr1 — 2l
< F(2) = F'(w)) (@ern — ze) | = Ollzx — 2| |21 — el])-

Nach Satz 2.8.1 impliziert i1) Q-superlineare Konvergenz und ebenso iii). Also ist fiir grofle
k1/2||zkr — xkl| < ||lzx — Z|| < 2||zks1 — x| und somit gilt

Ollzx — 2l lzxsr — @ell) = Ollzrss — zall”).

O

Wieder erhalten wir als unmittelbare Folge
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Korollar 2.8.5 F' : R" — R" sei stetig differenzierbar. Die von Algorithmus 8 erzeugte
Folge (xy) konvergiere gegen einen Punkt T mit F(Z) = 0 und F'(Z) invertierbar. Ist F'
Lipschitz-stetig in einer Umgebung von x, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) (xy) konvergiert Q-quadratisch gegen .
ii) Es gilt ||( M, — F'(z))s|| = O(||sk||?) — 0 fiirk — oo (Dennis-Moré-Bedingung).

iii) Es gilt ||(My — F'(z1))sx]| = O(||sk||*) — 0 fiir k — oc.

2.9 Inexakte Newton-Verfahren

Bei groflen Problemen (Richtwert n > 10000) ist die exakte Losung der Newton-Gleichung
F'(xk)sk = —F([Bk)

oft zu aufwendig. Selbst wenn die Jacobi-Matrix F’(x)) diinn besetzt ist, ist eine direk-

te Losung der Newton-Gleichung oft nicht praktikabel, da die LR-Faktorisierung auf viel
dichter besetzte Matrizen fiihrt. Als Ausweg verwendet man in der Praxis iterative Loser,
um die Newton-Gleichung niherungsweise zu l6sen. Dies fiihrt auf inexakte Newton-Verfahren,
bei denen man lediglich eine Nidherungslosung sz mit

F’(xk)sk = —F(SCk) —+ 1

bestimmt, wobei r;, € R™ das verbleibende Residuum ist. Es stellt sich die Frage, wie klein
das Residuum 7, sein muss, damit lineare oder superlineare Konvergenz sichergestellt ist.
Es zeigt sich, dass lokale Konvergenz bereits garantiert ist, wenn gilt

(2.47) | F () + F'(zr)sell < villF ()],

wobei v, € (0, v] mit einer Konstante v > 0.

Algorithmus 11 Lokales inexaktes Newton-Verfahren
Wiihle einen Startpunkt xy € R™ und v € (0, 1).
Fiirk=0,1,...:

1. Falls F(xy) = 0: STOP mit Ergebnis xy.

2. Wihle eine Toleranz vy, € (0, v] und berechne eine inexakte Losung sj der Newton-
Gleichung, so dass (2.47) gilt.

3. Setze xy11 = Xk + Sk-
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Beim inexakten Newton-Verfahren fiir das Minimierungsproblem (P) wendet manAlgorith-
mus 11 mit /' = V f an.

Beispiel 2.9.1 Betrachte das Newton-Verfahren fiir (P) nahe eines Punktes, der die hinrei-
chende Bedingung zweiter Ordnung erfiillt. Dann ist F'(z;) = V?2f(z;) positiv definit
fiir x;, nahe genug bei . Wir betrachten ein inexaktes Newton-Verfahren, das zur inexak-
ten Losung der Newton-Gleichung das CG-Verfahren verwendet. Bekanntlich liefert das
CG-Verfahren bei exakter Rechnung nach maximal n Schritten die exakte Losung s» . Bei
grof3en Problemen ist jedoch die Konvergenzrate viel interessanter. Man kann zeigen, sieche

B. [Da67], [Br92], dass fiir die vom CG-Verfahren erzeugten Iterierten s(] ) mit Startpunkt

s\ gilt

: VE=1\ | o
i - SkN”Wf(xk) =2 (\/E+1 i - SkN”VQf(xk)

Amaz (sz(ﬁk))

o — s <207 (LY 0 o

mit der Konditionszahl x = . Hieraus folgt leicht

Wegen
IV F (i) + V2 (a)s || = IV2F (i) (s = sl = IV2F ()2 (s = 5t gy
und st — st 1 o) = V2 f (2)2(s% — )| erhalten wir zudem

o
VE+1

Das CG-Verfahren konvergiert also schnell gegen den Newton-Schritt, wenn x ~ 1. Aber
auch bei moderaten Konditionszahlen ist die maximale Zahl der bendtigten Iterationen viel
kleiner als n:

IV f(zx) + V2f (2)sY H<2\F( ) IV f () + V2f ()|

K relativer Fehler v
10" [102] 1073
10 7 10 14
100 27 38 50
1000 || 102 | 139 | 175

Maximale Zahl von CG-Iterationen, um bei Konditionszahl ~ mit Startpunkt sg)) =0
einen vorgegebenen relativen Fehler einzuhalten.

Ist die Kondition von V2 f(z;) groB, kann man vorkonditionierte CG-Verfahren anwenden.
Hier verwendet man einen Vorkonditionierer v — Puv, mit P symmetrisch positiv definit,
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so dass die Konditionszahl x(PV?f(x;)) moderat ist. Sei P'/? die symmetrische positiv
definite Wurzel von P. Dann gilt x(PV2f(x;)) = w(PY2V2f(x;,)P?), da die beiden
Matrizen dhnlich sind, Anwendung des CG-Verfahrens auf

PV f () P25, = — PPV f ()

konvergiert also recht schnell. Schreibt man das resultierende CG-Verfahren wieder in
den Originalvariablen s;, = P'/23,., dann erhilt man das vorkonditionierte CG-Verfahren.
Man stellt fest, dass man zu dessen Implementierung nur den Vorkonditionierer v +— Pv
benotigt. Vorkonditionierer w = Pv lassen sich durch ndherungsweise Loser des Systems
V2f(zx)v = w gewinnen, z.B. basierend auf einer unvollstandigen Cholesky-Zerlegung,
einigen Iterationen des Jacobi- oder symmetrischen Gau3-Seidel-Verfahrens, Mehrgitter-
verfahren, etc.. Die Entwicklung von guten Vorkonditionierern fiir verschiedene Anwen-
dungsfelder ist ein aktives Forschungsfeld.

Die Globalisierung inexakter Newton-Verfahren kann wie bei Newton-artigen Verfahren
erfolgen. Eine elegante Variante eines inexakten Verfahrens fiir (P) ist das CG-Newton-
Verfahren, das in der Ubung behandelt wird.

2.9.1 Ein lokaler Konvergenzsatz

Es gilt der folgende Satz.

Satz 2.9.1 Es sei F' : R" — R" stetig differenzierbar und & sei ein Punkt mit F'(z) = 0,
F'(z) invertierbar. Dann gibt es § > 0, so dass gilt:

i) Fiir jeden Startpunkt xo € Bs(Z) terminiert Algorithmus 11 entweder endlich, oder
er erzeugt eine Folge (xy) mit F(xy) — 0 Q-linear und x, — & mindestens R-linear.
Genauer gibt es zu jedem o € (v, 1) ein 6 > 0, so dass gilt

[F (el < @l E i)l fiir alle k

und
oy, — 2| < 20| F'(z) Y[I|F (zp)ll - fiir alle k.

ii) Gilt zudem vy, — 0, so konvergieren (F(xy)) und (xy) Q-superlinear.

¢) Gilt sogar v, = O(||F(xy)]|), dann konvergieren (F(xy)) und (xy) Q-quadratisch,
falls F' Lipschitz-stetig in einer Umgebung von T ist.

Beweis: zu ii): Nach i) gilt x;, — Z. Wir erhalten ii) bequem durch Priifen der Dennis-
Moré-Bedingung in der Version aus Satz 2.8.1, iii): Nach i) gilt z, — Z. (2.47)und v, — 0
liefern

(2.48) 1F (k) + F'(ze)sell < vl F ()| = o(|1F (zi)]]) — 0.
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Insbesondere erhalten wir
IE ()l = 1" (zx)sell + o(| F'(z))
und folglich o(|| F'(zx)||) = o(]|sk||). Einsetzen in (2.48) ergibt
1 (k) + F' ()]l = o([lskl]) — 0.

Dies ist genau Satz 2.8.1, iii) und impliziert Q-superlineare Konvergenz.

zu iii): Nach i) gilt x;, — Z. Wir priifen die Dennis-Moré-artige Bedingung aus Satz 2.8.4,
iii): (2.47) und v, = O(||F ()] ) liefern

1E (i) + F'(zi)sill < vl F(xa)ll = O F (z)][*) — 0.
Wie beim Beweis von ii) erhalten wir O(|| F(z;)||*) = O(||s|%), also
1F (i) + F'(zi)sill < v F(ze)ll = OUIF (z)lI”) = O(llse ) — 0

und Satz 2.8.4, iii) liefert Q-quadratische Konvergenz.
zu 1) (fiir Interessierte): Wir setzen
1 .
M= W; n=|[[F(z)].

Nach Satz 2.7.3 finden wir dann ¢ > 0 mit

2
|F'(x)|| <2, |[[F'(x)7"] < p V1 € Bas()
und
(2.49) %Hx —z|| <||F(z)]] <2n||lx — Z|| V2 € Bas(T).

Betrachte ein beliebiges =, € Bs(z). Wir haben dhnlich wie bei der Konvergenzanalyse des
exakten Newton-Verfahrens

1 1
F(xp1) = F(xg) + / F'(zp + 7sg) drsg = —F'(xg) s + ry + / F'(xy, + 75%) dTsy,
0 0
1
. / (F'(ax + 75) — F'(x2)) drse.
0
Dies liefert

1
(2.50) [E (zra) | < wal[F () | +/ 1F" (2 + 7s) = F () || |||
0
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Weiter gilt
(2.51)
- _ 2(1+v)
skl < " (r) M = Fae) 4+ rilly < NF (k) Q40| F ()| < =—=[1F ()|

Sei a €]v, 1] beliebig. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von F’(x) auf Kompakta konnen
wir 0 > 0 so verkleinern, dass gilt

(2.52) nﬁu»—ﬁwms<a—wﬂ535>w)v@yeBway

Nun sei z € Us(Z) beliebig mit der offenen Umgebung

N . H
%@%—{xEwa-HFWM<5iT;5}

von z. Dann gilt wegen (2.51) und der Definition von Us(Z)
skl <9,
also xy, xy, + 75, € Bas(Z) fiir 7 € [0, 1]. Dies liefert mit (2.50), (2.51), (2.52)

o 2(1+v)
20+v) p
= (a=v+u)|[Fz)l < af Fz)]-

IE (@rg) | < wel[F ()| + (e = v)

1E () |

Insbesondere haben wir wegen x1 € Bos(Z), (2.49) und der Definition von Uy ()

2 2 2 u
-zl < —||F < —||F <—0——-<9
I = 7 < 1P )| < 2P0y < =d5ahis <

Also gilt wieder x,1 € Us(Z). Mit Induktion ergibt sich also die Behauptung fiir jeden
Startpunkt z € Us(z). O

2.9.2 Zusammenhang von Newton-artigen Verfahren und inexakten
Newton-Verfahren

Jedes Newton-artige Verfahren kann als inexaktes Newton-Verfahren interpretiert werden
und umgekehrt.

Sei ein Newton-artigen Verfahren mit
M, kSk — —F (l'k)
gegeben. Dann gilt

F/(.CEk)Sk = —F(.Ik) + Tk mit T = (F’(l‘k) — Mk)Sk
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Also ist s;, inexakte Losung der Newton-Gleichung mit Residuum 7y, = (F"(xy) — Mj) s
Fiir ein konkretes Verfahren kann man hiufig das Residuum

Irell = [1(F" () — M) s
abschitzen. Die Dennis-Moré-Bedingung ist erfiillt, wenn gilt ||7x|| = o(||sk||)-

Betrachte umgekehrt ein inexkates Newton-Verfahren. Dann gilt
F'(zy)sy = —F(xr) + 1

mit einem Residuenvektor 1. Wahlen wir M, so, dass gilt

MkSk = —F(Ik),
was zum Beispiel mit der Wahl
T
My = F'(a) — 2%
[l

gilt, dann konnen wir das Verfahren als Newton-artiges Verfahren interpretieren. Da M,
von s;, und 7 abhéngt, ist dieser Zusammenhang nur von theoretischem Interesse.

Wichtig ist die Beobachtung, dass die inexakte Losung der Newton-Gleichung immer als
exakte Losung einer Newton-artigen Gleichung interpretiert werden kann und umgekehrt.

2.10 Quasi-Newton-Verfahren

Wir betrachten weiterhin das unrestringierte Minimierungsproblem

(P) min - f(z).

mit [ : R” — R zweimal stetig differenzierbar. Liegt die Hessematrix nicht vor oder
ist sie aufwendig zu berechnen, dann legen die allgemeinen Resultate iiber Newton-artige
Verfahren nahe, einfach zu berechnende Approximationen H; = Mj, fiir die Hessematrix zu
verwenden (wir ziehen hier die Bezeichnung H, statt M}, vor, da wir uns nun ausschlieBlich
mit dem Minimierungsproblem (P) befassen) und die Suchrichtung als Losung der Newton-
artigen Gleichung

zu berechnen.

Bei Quasi-Newton-Verfahren erzeugt man ausgehend von einer symmetrischen, invertier-
baren Matrix Hy, € R™" durch Updates Approximationen Hj von V2 f(x}), so dass die
folgende Quasi-Newton-Gleichung gilt:
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Quasi-Newton-Gleichung:

(2.54) Hy1 (w1 — 1) = Vf(@pp1) — V(21)

oder kurz

(2.54) Hypdy =y mit dy, = xp1 — 2, Yk = Vf(@p1) — V(@)

Hierbei beschrinkt man sich bei Quasi-Newton-Verfahren auf Aufdatierungsformeln der

Form
Hyy1 = O(Hy, di, i)

Motivation der Quasi-Newton-Gleichung: Die Quasi-Newton-Gleichung (2.54) kann wie
folgt motiviert werden: Die rechte Seite kann geschrieben werden als (siehe Satz 2.1.1)

Vf(@rs) = V(zg) = /0 V2 f(x + t(zppr — 2n)) dt(ze — i)
=V f (@) (@ — 2x) + ol[|pr — @)

Insbesondere erfiillt also die gemittelte Hessematrix

1
Hk = / sz(l'k + t(l‘k+1 - l'k)) dt
0

die Quasi-Newton-Gleichung (2.54). Wiirde man nun (2.54) fiir H;, anstelle Hj ., fordern,
also

(2.55) H(@is1 — o) = V f(@ri1) — Vf (),
dann wire fiir z;, — & die Dennis-Moré-Bedingung erfiillt, da mit (2.55)
I(Hy = V2 f (@) (@rer = )| = IV f(@rs1) = V(@) = V2 (@r) (@01 — )|
= o([[zpr1 — mp])-

Man wiirde sogar Konvergenz in einem Schritt erhalten, denn wegen x; 1 = xx+ 5 ergeben
(2.53) und (2.55)

~Vf(xr) = Hpsp = Hy(zpr — 21) = Vf(2p41) — Vf(2g), also Vf(zp1) = 0.

Da xy1 = xx + si jedoch iiber (2.53) von Hj, abhingt, ist die Forderung (2.55) an Hj, nicht
praktikabel. Es liegt daher nahe, die Anforderung (2.55) an Hy,, anstelle Hj zu stellen,
was auf die Quasi-Newton-Gleichung (2.54) fiihrt.

Wir betrachten allgemein folgende Klasse von Quasi-Newton-Verfahren:
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Algorithmus 12 Lokales Quasi-Newton-Verfahren

Wiihle einen Startpunkt x( € R" und eine eine symmetrische, nichtsinguldre Matrix Hy €
R™n

Fiirk=0,1,...:

1. Falls V f(xy) = 0: STOP mit Ergebnis x.

2. Berechne sy, € R" durch Losen der Newton-artigen Gleichung

HkSk = —Vf(a:k)

3. Setze xy11 = T) + Sk
4. Berechne mit einer Aufdatierungsformel eine symmetrische, nichtsinguldre Matrix

Hyy1 = ©(Hy, di, yr), welche die Quasi-Newton-Gleichung (2.54) erfiillt.

Tatsdchlich gilt dann unter gewissen Vorausseztungen die Dennis-Moré-Bedingung:

Lemma 2.10.1 7 erfiille die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung. Erzeugt Algorith-
mus 12 eine gegen T konvergente Folge (xy) und gilt zudem

khjgo | Hiy1 — Hi|l =0,
dann erfiillen Hy, die Dennis-Moré-Bedinung und (xy) konvergiert Q-superlinear gegen Z.

Beweis: Taylorentwicklung und (2.54) ergeben

[(Hi — V2 f(@)sl| < |(Hp = Hega)sill + | (Hisr — V2 f () st
= o([[skll) + IV f(zps1) = V() = V2 f(2p)sell = ol sel])-

O

Zusatz: Anstelle von limy,_,« || Hr+1 — H|| = 0 kann man auch fordern, dass (|| H||) eine
beschrinkte Folge invertierbarer Matrizen ist mit

Jim ([ H L = H =0
Denn dann gilt

[ Hr = Hyll = [ Hir (H ' = Hi ) Hell < 1 Hell | Hea |l H ' = Higyll — 0.
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2.10.1 Updates minimaler Anderung als Grundprinzip bei der Kon-
struktion von Quasi-Newton-Updates

Das letzte Lemma motiviert, unter allen Matrizen Hj., die (2.54) erfiillen, diejenige zu
wihlen, die beziiglich einer gegebenen Norm || - ||, minimalen Abstand von H) besitzt,
also

(2.56)  Hj,, = argmin ||[H — H||, u.d.Nebenbedingung H = H', Hdj = yj.
H

ERnm

Ist || - ||, eine Hilbertraum-Norm auf R™" (also induziert durch ein Skalarprodukt), dann ist
(2.56) ein konvexes Optimierungsproblem und besisitzt eine eindeutige Losung (einfache
Ubung).

Updates minimaler Anderung gemiB (2.56) sind im allgemeinen nicht invariant unter linea-
ren Variablentransformationen. Diese wiinschenswerte — vom klassischen Newton-Verfah-
ren erfiillte — Eigenschaft kann man sicherstellen, wenn man in (2.56) variable gewichtete
(Hilbertraum-) Normen der Form

1 1
(2.57) ||H - HkH* = ||Wk;2 (H - Hk)Wk;2||F

wihlt mit einer beliebigen symmetrisch positiv definiten Matrix W, so dass gilt Wiy, =
dj, und der Frobenius-Norm

n 1/2
M| = (Z Imz'jl2> = /Spur(MMT).

ij=1
Die Existenz von Wy, ist gesichert, falls gilt
(2.58) yidy > 0.

Das resultierende Problem ist

(2.59)  Hpyi = argmin |[W2(H — Hy)W?||» u.d. Nebenbed. H = HT Hd, =y,
H

eRn,n

wobei Wy, = di. Man kann zeigen, dass (2.59) im Fall (2.58) die eindeutige Losung

dyl\" deyi Yk
(2.60) HPEP — (I — H,I- +
e yldy,) " yldy) " yldy

besitzt. Dies ist der bekannte DFP-Update von Davidon, Fletcher und Powell, den wir in
Kiirze genauer kennenlernen werden.

Zum Nachweis der Skalierungsinvarianz betrachte die lineare Variablentransformation z =
AZ + c. Wir zeigen hierzu: liefert Algorithmus 12 angewendet auf (P) die Folge (x}) und
angewendet auf

(P) min f(Z) := f(AZ + ¢)

TER™
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mit g = AZy + ¢, Hy = ATHyA die Folge (i), dann gilt z;, = A%y, + c.
Schreiben wir Algorithmus 12 fiir (P) in den z-Variablen, dann erhalten wir
Hysi = Hi(xps1 — ox) = HeA(Zpr — Tx) = HpASp = =V f(xr),

also nach Multiplikation mit AT

ATH A5, = —ATV f(xy) = =V f(8), Tper = Tp + 5
Betrachte nun Algorithmus 12 fiir (]5) mit xg = A%y + ¢, ﬁo = ATHyA. Dann gilt

Hys, = =V (i), Ten = T+ S

Wir miissen also nur zeigen, dass immer H w = ATH A gilt. Fiir K = 0 haben wir f{() o)
gewdhlt. Fiir den Induktionsschritt miissen wir nun zeigen, dass

() Hepo=ATHep A, also ®PFP(ATHLA, di, i) = ATOPTP (Hy, di, yi) A.
Aber nach Induktionsvoraussetzung gilt
dk = Tg41 — T = A(flﬁ_l — fk) = Adk, also Cik = A_ldk

und
gk = V(@) = V(@) = ANV f(2p11) = V(i) = ATy
Einsetzen in (2.60) zeigt, dass (x) tatsdchlich erfiillt ist.

2.10.2 Wichtige Quasi-Newton-Updates
Wir geben nun wichtige Quasi-Newton-Aufdatierungsformeln

Hyi1 = O(Hy, di, yi),  die = T — Ty, Yo = Vf(Tr41) — Vf(x1)

an. Ein ”guter” Update sollte die folgenden Eigenschaften haben:

Hy., 1 ist wieder symmetrisch,

Hj. 14 ist nach Moglichkeit positiv definit, falls [}, positiv definit ist,

die Quasi-Newton-Gleichung (2.54) ist erfiillt,

die Aufdatierung erfordert geringen Rechenaufwand, und ist nach Moglichkeit inva-
riant unter linearen Variablentransformationen,

die lokalen Konvergenzeigenschaften sind gut.
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Der SR1-Update

Der einfachste denkbare Update besteht in einem Rang-1-Update der Form
Hipy = Hi + akvkvg, o € {:l:l}.
Wir erhalten fiir (y;, — Hydy)"dy # 0 die eindeutige Losung (sieche Ubung)

SR1-Update (Symmetrischer Rang-1-Update):

(?Jk - dek)(yk - dek)T

2.61 H =H
(26 b e T T )T,

Der SR1-Update hat einige offensichtliche Nachteile: Im Falle (y, — H, kdk)Tdk = (0 1st der
Update nicht definiert und im Fall (y, — Hydy)?d), < 0 ist unter Umstiinden Hy,; nicht
positiv definit, auch wenn H), positiv definit ist. In diesem Fall ist 5,1 = —H,_ jlv f(zrs1)
nicht notwendigerweise eine Abstiegsrichtung.

Trotz dieser Nachteile hat der SR1-Update in letzter Zeit in Verbindung mit Trust-Region-
Verfahren Bedeutung erlangt. Um Schwierigkeiten im Fall (yy, — Hydy )T dy ~ 0 zu vermei-
den, hat sich die einfache Strategie bewihrt, den Update nur durchzufiihren, falls

|(ye = Hidp)" di| > €|y — Hydy||]| |

gilt mit einer kleinen Konstante ¢ > 0, z.B. ¢ = 1078.

DFP-, BFGS- und PSB-Update

Da der SR1-Update der einzige symmetrische Rang-1-Update ist, der (2.53) erfiillt, liegt es
nahe, nach Rang-2-Updates der Form

Hyr = Hy + apopvl + Brwgw) + i (vpwp +wivd),  ag, B, 7 € R

zu suchen. Unter den vielen moglichen Rang-2-Updates haben sich die folgenden als be-
sonders geeignet erwiesen:

DFP-Update-Formel (Davidon-Fletcher-Powell-Update):

(2.62)
— Hidp)yl + ye(ye — Hiodi)”  (yr — Hid) " dy,
H _ gPFP ._ gt (yk QK )Y; B T
k+1 k41 kT y,fdk (ygdk)g Ykl
diT T dunT T
:(1_ f}yk) H, ([_ ;yk)+y§yk
Yi dy, Yi. dy, Yy, dy,

=: O (Hy, di, yi).-
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Diese Aufdatierungsformel wurde 1959 von Davidon vorgeschlagen (erst verdffentlicht in
[Dav91]) und anschlieBend von Fletcher und Powell untersucht und populir gemacht. Of-
fensichtlich ist 2" wohldefiniert fiir y d; # 0, symmetrisch und man priift leicht, dass
die Quasi-Newton-Gleichung (2.54) erfiillt ist. Wir haben bereits festgestellt, dass (2.62)
invariant beziiglich linearen Variablentransformationen ist.

BFGS-Update-Formel (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno-Update):

I Hyd(Hydy)™
2.63)  Hypy = HPEGS = Hy + 2 kK —. BICS
( ) k+1 k+1 k + ygdk dngdk

Dieser im Jahre 1970 von Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno ([Bro70], [F170], [Go70],
[Sh70]) vorgeschlagene Update ist der populérste und numerisch effizienteste Quasi-Newton-
Update. Wir werden ihn noch genauer behandeln. H /¢ ist wohldefiniert, falls y; dj, # 0
und d;‘fdek # 0, ist symmetrisch und erfiillt die Quasi-Newton-Gleichung (2.54). Man

priift leicht, dass (2.62) invariant beziiglich linearen Variablentransformationen ist.

(Hp, di, )

Die Broyden-Klasse:
Hy= H2 = (1= NHERS + NHPEE = HEECS + \(d] Hydy )vgof, N ER,

Ye  _ _Hpdg

mit vy =

HP +’A1 ist wohldefiniert, falls y! d, # 0 und d! Hydy # 0, ist symmetrisch und erfiillt mit

HPECS und HPEP die Quasi-Newton-Gleichung (2.54).
Die konvexe Broyden-Klasse:
Heno=HZY, Aeo,1].

PSB-Formel (Powell’s symmetrischer Broyden-Update):

(2.64)
yr — Hpdp)dE + di(yp — Hpdg)™ yp — Hpdy)'d
Hk+1:H]f_ElB:Hk+(k kk) dedk(k kk) _(k dTC/; kQ) kdkdg'

HF le ist wohldefiniert fiir d;, # 0, ist symmetrisch und erfiillt die Quasi-Newton-Gleichung
(2.54).

Anstelle von Updates fiir Hj, kann man auch direkt Updates der Inversen By := H, ' an-
geben. Es zeigt sich, dass der inverse Update zur BEGS-Formel durch die DFP-Formel mit
H, L Yk, di anstelle Hy, dy., y, gegeben ist und umgekehrt:

Lemma 2.10.2 Es sei Hy, symmetrisch und invertierbar.
i) Gilt yldy # 0, df Hydy # 0, yF Hy 'y, # 0, dann sind HPEP sowie HPECS inver-
tierbar und es gilt
(Hlf)—i-}ip)_l = (I)BFGS(Hk_lﬁ Yk, dk)a
(HZETS) ™ = PTP(HLY, g, dy,).
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ii) Ist Hy, symmetrisch positiv definit und y{ dy, > 0, dann sind H25Y, HEECS und H kB ﬁ,
A € |0, 1], wieder positiv definit.
Beweis: Siehe Ubung. O
Wir halten fest, dass die Update-Formeln fiir (H25%%)~! gegeben ist durch
Inverser BFGS-Update: Fiir B;, = (HPF%) 1 gilt
By = (HZL) ™ = @P7P (B, yi, dy.)

(2.65) (dy, — Bryr)di + di(dy — Bryr)T  (dx — Bryr)™

Yk T
— B, + — did
: Yi di (v dy)? e

Inverser DFP-Update: Fiir B, = (HPT")~! gilt

T T
(2.66) By = (HPED) ™ = @5 (By, yp, di) = Bi + didy._ Biyi(Brye)

A Yk vl Bry

2.10.3 Eigenschaften von DFP-, BFGS- und PSB-Update

Wir stellen zunichst fest, dass der PSB-Update eine Aufdatierungen minimaler Anderung
beziiglich der Frobenius-Norm ist:

Satz 2.10.3 (Minimaleigenschaft des PSB-Update)

Es sei Hj, € R™" eine symmetrische Matrix. Weiter seien dy, y, € R™ mit dj, # 0. Dann ist

HF le die eindeutige Losung der Minimierungsaufgabe

(2.67) H, =argmin||H — Hy||, u. d Nebenbed. H = H", Hdj, = y,.

HeRnn

Beweis: Wir konnen ebenso 3| H — H, x||% als Zielfunktion verwenden. Mit C' := H — Hj,
d = dj und v = y, — Hjdy erhalten wir dann das Problem

. 1 = 2 T
min 5 Z ¢;; u.d.Nebenbed. ¢'=C", Cd=w.

1,j=1

Die Lagrange-Funktion lautet

L(C, A\ p) = Zczﬂrzkw cij — ¢ji) +Zuz<v@ ch )

1]1 7,7=1

Die notwendigen (und wegen der Konvexitit hinreichenden) Optimalitdtsbedingungen lau-
ten

L(C,\pu) =0, C=C' Cd=v.

dCZ'j
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Die erste Gleichung ergibt
Cij + >\'L’j — )\ji — /*L’Ldj =0.

Wegen c;; = cj; ergibt Addition der Gleichungen fiir 7, j und j, ¢

2¢i5 = pdj + pyd;,

also
C B NdT + d,uT
S —
Nun muss gelten
o O — pd*d+ dptd
— s
Alsoist p = ad + % und Einsetzen ergibt
T
v, vd
ad” d+ % =0,
also a = —%. Damit haben wir
o vd" +dv”  w'd 2
d’d (d"d)?

und dies ist wegen C' := H — Hy, d = dj, und v = y; — Hd) genau der PSB-Update. O

Wir zeigen nun, dass DFP- und BFGS-Update Aufdatierungen minimaler Anderung im
folgenden Sinne sind:

Satz 2.10.4 (Minimaleigenschaft von DFP- und BFGS-Update)
Es sei Hy € R™" eine symmetrische positiv definite Matrix und dy,, y, € R™ mit y{ d;, > 0.
Weiter sei Wy, eine beliebige symmetrisch positiv definite Matrix mit Wiy, = dy. Dann gilt:

i) H ,Bﬂp ist die eindeutige Losung der Minimierungsaufgabe

H, = argmin |W2(H — H,)W2 ||, u.d. Nebenbed. H=H", Hdj, = yj.
HERnm

ii) (HPECS)™ ist die eindeutige Losung der Minimierungsaufgabe

_1 -1
H' = argmin |[W,*(B — H )W, || w.d. Nebenbed. B =B", By = dj.

BeR™n

Beweis: Wegen (HZ2599)™! = ®PFP(H, -y, dy) ergibt sich ii) aus i) mit H, ', yk, dy,
anstelle Hy, dg, yx.
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zu 1): Mit der Transformation
. 1 1 ~ _1 1
H=W:HWE, dy=W, dy, 5i=W2y
erhalten wir ein Optimierungsproblem der Form (2.67) mit Losung
- 1 1 -
H, =WZH W} = ®"5B(Hy, dy, Gr).
Durch Vergleich von (2.64) und (2.62) folgt H, = HPEP, da wegen Wiy, = di. gilt
o~ _1 - _1
didy = W, tdy = yidy, Wy (x — Hidy) = ye — Hidy, - Wy 201 = g,y
(G — Hyd)"die = (y, — Hyd)" di.
O

Bemerkung: Die angegebene Minimaleigenschaft sichert automatisch die Invarianz des
DFP- und BFGS-Verfahrens unter linearen Variablentransformationen. O

2.10.4 Globale Konvergenz des BFGS-Verfahrens

Wir verwenden nun das BFGS-Verfahren mit positiv definiter Hessematrix zusammen mit
der Powell-Wolfe Schrittweitenregel.

Algorithmus 13  Globalisiertes BFGS-Verfahren

Wiihle Konstanten v € (0,1/2) und 0 € (v, 1). Wiihle einen Startpunkt xy € R™ und eine
symmetrische, positiv definite Matrix By = H, Le R

Fiirk=0,1,...:
1. Falls V f(x)) = 0: STOP mit Ergebnis x.
Berechne s, = — BV f(xy,).

Bestimme eine Schrittweite o, > 0 nach der Powell-Wolfe-Regel.

N WD

Setze xy11 = T + Ok Sk-
5. Berechne By = H,;:l nach dem inversen BFGS-Update (2.65).

Bemerkung:

e Man kann auch Hj, aufdatieren und sy, als Losung von Hys, = —V f(zy) bestimmen.
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e Wir werden sehen, dass Algorithmus 13 global konvergiert, wenn f auf der Niveau-
menge Ny(x¢) gleichmiBig konvex ist. Fiir allgemeine nichtlineare Zielfunktionen f
ist die globale Konvergenz von Algorithmus 13 ein offenes Problem.

Um immer Konvergenz zu sichern, kann man das BFGS-Verfahren innerhalb des
globalisierten Newton-artigen Verfahrens in Algorithmus 10 einsetzen: anstelle der

Armijo-Regel verwendet man dann die Powell-Wolfe-Regel und berechnet durch

sN4 = — B,V f(xy,) einen BFGS-Schritt, der noch einem verallgemeinerten Winkel-

Test unterworfen wird.

e In der Praxis macht man gelegentlich Restarts, setzt also By = By, falls £ € mZ mit
festem m € N, z.B. m = 100.

e In der Ubung wurde gezeigt, dass
Byw = bfgsrek(k, w)

rekursiv berechnet werden kann, man muss nur By_,,u = bfgsrek(k — m,u) fiir
irgendein m < k explizit berechnen kénnen (in der Ubung: m = k). Dies macht
man sich beim Limited Memory BFGS-Verfahren (LBFGS-Verfahren) zunutze: Zur
Berechnung einer Niherung v ~ Bjw verwendet man folgende Limited-Memory-
Variante:

v = Ibfgsrek(k, w, m),

wobei Ibfgsrek(k, w, m) durch folgende Modifikationen der Schritte 1 und 3 von Al-
gorithmus bfgsrek(k, w) entsteht:

1. Falls £ = 0 oder m = 0: Stop mit Ergebnis v = Byw.

3. Berechne wy = Ibfgsrek(k — 1, wy,m — 1).

Man erlaubt also ein "Gedichtnis” von m BFGS-Updates und ersetzt die unbekannte
Matrix Bj_,, durch By. So kann man sehr grofle Optimierungsprobleme behandeln.

O

Wir beginnen mit der folgenden Beobachtung:

Proposition 2.10.5 Die von Algorithmus 13 erzeugten Matrizen Hy, = B, U sind symme-
trisch positiv definit, es gilt y! d,, > 0 und alle sy, sind Abstiegsrichtungen.
Beweis: Wir zeigen die Behauptung induktiv.

k = 0: Hy istfiir k = 0 nach Voraussetzung symmetrisch positiv definit. s, = —H,~ 'V f(xr)
wird nur im Fall V f(x) # 0 berechnet und ist dann eine Abstiegsrichtung. Die zweite
Powell-Wolfe-Bedingung

(2.28) Vf(zg + aksk)Tsk > OV f(xi) s,
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liefert

i di = (Vf(2r11) = Vf(ax)" (orsr) > or(0 = 1)V f (k)" s, > 0.

Also ist Hy1 nach Lemma 2.10.2, i1) wieder positiv definit und die Behauptung folgt durch
Induktion. O

Wir zeigen nun den folgenden globalen Konvergenzsatz.

Satz 2.10.6 (Globale Konvergenz des BFGS-Verfahrens)
Essei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Weiter sei Ny(zo) = {x : f(z) < f(xo)}
konvex und f sei gleichmifig konvex auf N¢(x() mit beschrinkter Hessematrix, also

ullsll* < sV f(a)s <nllsll. Vo € Ny(zo), Vs eR"

mit Konstanten 0 < p < 7. Dann terminiert Algorithmus 13 entweder endlich oder erzeugt
eine Folge (xy), die gegen das eindeutige Minimum T von f konvergiert.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass f ein eindeutiges Minimum Z besitzt. Hierzu geniigt der
Nachweis, dass Ny (zo) kompakt ist. Denn f besitzt dann ein Minimum z auf Ny(x,) und
ist streng konvex auf N (zo) nach Satz 2.2.4. Somit ist z nach Satz 2.2.6, ii) das eindeutige
globale Minimum von f auf N¢(x,) und dann auch auf ganz R".

Nun zur Kompaktheit von Ny (zg): N¢(zo) ist jedenfalls abgeschlossen. Wire Ny (z) nicht
beschrinkt, dann gébe es eine unbeschrinkte Folge (z;) C Ny(zo). Nun gilt mit geeigneten
t; €10,1]

flxo) > f(z5) = fzo) + V fzo)" (27 — w0) + %(Zj — 20)"V? f (o + t;(2; — 20)) (2 — 20)

[ =0
2 f(zo) = IV f(zo)[l25 = zoll + S ll2 — ol =" o0,

Dies ist ein Widerspruch.

Wir wissen bereits, dass Ny(x,) kompakt ist und f ein eindeutiges Minimum Z besitzt.
Wegen der strengen Konvexitit von f ist Z der einzige stationdre Punkt von f auf Ny(x).

Algorithmus 13 terminiere nicht endlich. Wir zeigen, dass die Folgen (s;) und (o) zuldssig
sind.

Zulidssigkeit von (oy): Nach Proposition 2.10.5 erzeugt Algorithmus 13 eine Folge von
Abstiegsrichtungen (s;). Da N (z() kompakt ist, liefert also die Powell-Wolfe-Regel nach
Satz 2.6.5 eine zulédssige Schrittweitenfolge (oy).

Zulidssigkeit von (si): Wir zeigen

=V f(xy)" s,

(2.68) e = cos(ZL(=V f(zr),s1)) = Iskll|IV f(zx)]|

4 0.
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Daraus folgt dann die Zuldssigkeit: Zunichst gilt wegen der gleichméBigen Konvexitét nach
Aufgabe H9, Blatt 3

(2.69) IVf o)l = pllae =2, fla) = £(@) = 5llaw— 2]

Wir haben

-V T
_;%%ﬂaOmM%%O::<ﬂWWM%OMd%ﬁO

=  (Vf(x))rex — 0 fiir eine Teilfolge.

Nun liefert (2.69) zunichst (z)rex — = und die Monotonie von (f(zy)) ergibt

lim f(zy) = f(z) = lim f(z) — f(z) = 0.

k—oo ke K—oo

Wieder mit (2.69) folgt ;. — Z und schlieBlich ||V f(zy)|| — O.
Es bleibt also, (2.68) zu zeigen. Zunichst haben wir wegen Hys, = —V f ()

ngksk dngdk

= L(— - B
Sl I P R PA Tz

wobei dy = op.8 = Tpr1 — T, Yo = V.f (Tk11) — V f(x). Wir setzen

. yi d, - Yr Yk = dj, Hy.dy,
Nun gilt
- - 1
0
Dies ergibt
(2.71) e 2 s 1k <1,

da wegen der gleichméBigen Konvexitit gilt

o~ W
k Ty~

und

T
1
e = Yi Yk <

- b < =.
y,sz l?Jk 1/77
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Spur und Determinante der BFGS-Approximation (2.63) berechnen sich zu

(Al N sl

(2.72) Spur(Hjy1) = Spur(Hy) — = Spur(Hy) — % + Mk,

(2.73) det(Hysr) = det(H,) Yedi  _ qonnr e
. k+1 k a7 Hyd, k .

Nun betrachte fiir symmetrisch positiv definite Matrizen H die Funktion

n

(H) = Spur(H) — In(det(H)) = > (A — In();)) > 0

=1

mit den Eigenwerten \; von H. Einsetzen von (2.72) und (2.73) ergibt

0 < Y(Hpq1) = »(Hi) +m — Z—’; — In(py) + In(qx)
i

= (Hp) + (mr — In(ue) — 1) + (1 — q—’; +In (q—’;)) +In(c}).

Ck Ck

Nunist 1 —t+1Int <0 fiir alle ¢ > 0 und zudem 7, — In(ug) — 1 < n — In(px) — 1 wegen
(2.71). Wir erhalten mit £ = max(n — In(u) — 1,0)

0 < (Hi1) < U(Hy) + £+ In(c})

und somit

k
0 < ¢(Hy) < O(Hi) + ke + > In(c).

j=1

Annahme, es gilt ¢; — 0. Dann finden wir [ > 0 mit In(c}) < —x — 1 fiir alle £ > [ und
dies ergibt den Widerspruch

I
0 < (Hpy1) <Y(Hy) + ks + Zln(c?) —(k=0)(k+1) = —oc0 fiirk — 0.

j=1
Somit ist ¢, / 0 gezeigt und wie oben begriindet folgt die Zuldssigkeit von (sy).

Nach Satz 2.5.6 ist also jeder Haufungspunkt von (x) C Ny(z) stationdr. Da aber = der
einzige stationdre Punkt im Kompaktum N (x) ist, folgt 2, — z. O

2.10.5 Lokale Konvergenzaussagen

Ubergang zu schneller lokaler Konvergenz kann fiir Updates minimaler Anderungen (z.B.
PSB-Update, DFP-Update) oder Updates minimaler Inversen-Anderung (BFGS-Update)
mit Hilfe von Lemma 2.10.1 gezeigt werden, wenn bereits bekannt ist, dass (z;) gegen
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einen Punkt z konvergiert, der die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung erfiillt, und
zudem gilt

(2.74) > lwker — 2| < oo,
k=0

Bemerkung: (2.74) ist offensichtlich erfiillt, falls x;, — x Q-linear oder R-linear. O

Satz 2.10.7 f : R" — R sei zweimal stetig differenzierbar. Algorithmus 12 verwende
Updates minimaler Anderung gemdif3 (2.56) mit einer Hilbertraum-Norm | - ||, (z.B. PSB-
Updates).

Die erzeugte Folge (xy) konvergiere gegen einen Punkt T, der die hinreichende Bedin-
gung zweiter Ordnung erfiillt und nahe dem V* f lokal Lipschitz-stetig ist. Zudem sei (2.74)
erfiillt (z.B. falls x;, — & Q-linear oder R-linear). Dann gilt

i |[Hyps = Hyl) = 0

und somit x, — T Q-superlinear nach Lemma 2.10.1.

Beweis: Fiir Interessierte: Siehe z.B. Kosmol [K0o93], 10.3. O

Zusatz: Dieselbe Aussage gilt, wenn Algorithmus 12 Updates minimaler Inversen-Ande-
rung verwendet und die Folge (Hj},) beschriinkt bleibt. Denn dann folgt || H; |, — H; '|| — 0
und wegen der Beschriinktheit von (H) auch || Hy1 — Hi|| — 0 nach dem Zusatz zu Lem-
ma 2.10.1. O

Eine #hnliche Aussage gilt fiir Updates minimaler Anderung beziiglich der gewichteten
Norm (2.57).

Satz 2.10.8 f : R" — R sei zweimal stetig differenzierbar. Algorithmus 12 verwende den
i) DFP-Update (2.62)

oder den
ii) BFGS-Update (2.63), wobei (Hy,) beschrdinkt bleibe.

Die erzeugte Folge (1) konvergiere gegen einen Punkt T, der die hinreichende Bedingung
zweiter Ordnung erfiillt, und V? f sei lokal Lipschitz-stetig bei T. Zudem sei (2.74) erfiillt
(z.B. falls x;, — x Q-linear oder R-linear). Dann gilt

Jim | Hypr — Hyel| — 0

und somit x;, — T Q-superlinear nach Lemma 2.10.1.
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Beweis: Der Beweis ist dhnlich wie bei Satz 2.10.7. Nach Satz 2.10.4 ist der DFP-Update
ein Update minimaler Anderung beziiglich der variablen Hilbertraum-Norm
ICl), == W CWe I

in (2.57). Da wie oben gilt
- B 1
0

und H, fiir K > I, | groB genug, gleichmiBig positiv definit ist, kann man W), = H,'
fir £ > [ wihlen und man erhélt fiir geeignete Konstanten 0 < x < 7 und 7 > 0 mit
ag := || Hgs1 — Hyl| (siehe [Ko93], 10.7)

(2.75) plCl < NCllgr < A+ an)lICll, <nllCll VE =1

und wegen der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von V2 f folgt aus (2.74)
(2.76) D g < o
k=1

Eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 2.10.7 liefert nun || Hy,1 — Hg|| — 0.

Der BFGS-Update ist nach Satz 2.10.4 ein Update minimaler Inversen-Anderung beziiglich
der variablen Hilbertraum-Norm

_1 _1
IC1 = W 2 CW 2l

Da diese Norm wiederum die Eigenschaft (2.75), (2.76) hat, folgt analog || H, !, — H; || —
0. O

2.11 Richtungen negativer Kriimmung

Die bisherige globale Konvergenztheorie stellt nur sicher, dass jeder Hiufungspunkt = sta-
tiondr ist. Es kann jedoch auftreten (was aber selten passiert, da Sattelpunkte oder Maxi-
malpunkte meist keine Anziehungspunkte fiir Abstiegsverfahren sind), dass die notwendige
Bedingung 2. Ordnung nicht gilt, also V2 f(Z) nicht positiv semidefinit ist.

Konvergenz gegen stationire Punkte, welche die notwendige Bedingung 2. Ordnung erfiillen,
1aBt sich erreichen, indem man in einer Umgebung von stationdren Punkten eine Richtung
negativer Kriimmung als Suchrichtung wihlt und in diesem Fall die Schrittweitenwahl ge-
eignet anpasst:

Modifizierte Suchrichtungswahl mit gegebenenfalls negativer Kriimmung:
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Mit Konstanten 3 > 0,7 € (0, 1) setze

{wie bisher, falls A (V2f(21)) > =BV f(zr) ]l
S =

S, sonst,
wobei s, eine normierte Richtung negativer Kriimmung ist, genauer

lsgl =1, sy V2 F(an)sy < iV F (), V(@) sy <0,

Modifizierte Schrittweitenwahl: Mit einer Konstanten v € (0, 1/2) setze

wie bisher, falls \,.;, (V2 f(z1)) > =B||V f(zr)],
sonst z.B. nach der Armijo-artigen Regel:

Wiihle maximales oy, € {1,1/2,1/4, ...} mit
f(.’Kk) — f(%k + O'ksk) 2 —%ais%VQf(mk)sk

O —

Ist dann f zweimal stetig differenzierbar, dann gilt in den globalen Konvergenzsitzen zu-
dem

In jedem Hiufungspunkt Z von x;, gilt die notwendige Bedingung 2. Ordnung.

Der Beweis gelingt durch eine kleinere Modifikation des globalen Konvergenzbeweises fiir
Abstiegsverfahren.

2.12 Trust-Region-Verfahren

Wir gehen noch kurz auf Trust-Region-Verfahren fiir das Problem

P i )
(P) min f (z)
ein, die eine interessante Alternative zu Linesearch-Verfahren darstellen. Eine ausfiihrliche
Referenz fiir Trust-Region-Verfahren ist [CGTO00].

2.12.1 Motivation von Trust-Region-Verfahren

Trust-Region-Verfahren bestimmen Suchrichtung und Schrittlinge simultan. Wir gehen zu-
néchst von einer zweimal stetig differenzierbaren Zielfunktion f : R” — R aus, obwohl wir
sehen werden, dass Trust-Region-Verfahren bereits fiir stetig differenzierbare Funktionen
geeignet sind.
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Sei x;, € R™ der aktuelle Punkt. Die Funktion f(x; + s) wird durch ein quadratisches
Modell der Form

() = J@) + V()5 + 3" His

approximiert, wobei Hy, € R™", H, = H]', eine Approximation der Hessematrix V2 f(x},)
ist. Das quadratische Modell ist lokal eine gute Approximation von f(x; + s). Tatsdchlich
liefert Taylorentwicklung

o(|[s|?), falls Hy = V2f(x),
O(||s||*), sonst.

fzr + ) = qi(s) +{

Daher konnen wir dem Modell g (s) zumindest in einem Vertrauensbereich (Trust-Region)
{seR" : |s|| < Ay}
“trauen”, wenn der Trust-Region-Radius Ay nicht zu grofl gewihlt wird.

Es liegt daher nahe, als neuen Punkt
Tpy1 = Tk + Sk

zu wihlen, wobei s; als (unter Umstdnden approximative) Losung des folgenden Trust-
Region-Problems gewihlt wird:

Trust-Region-Problem
(TR) min ¢x(s) unter der Nebenbedingung ||s|| < Ag.

Bemerkung: Wir verwenden der Einfachheit halber die euklidische Norm fiir die Definition
der Trust-Region, das muss aber nicht sein. O

Solange xj, nicht stationdr ist, gilt dann fiir eine Losung von s; (und fiir jede sinnvolle
Néherungslosung)

qr(sx) < qx(0),
das Modell verspricht also eine Reduktion der Zielfunktion.
NA
k

Bemerkung: Ist /};, positiv definit, so ist das globale Minimum s, “* von g;, gegeben durch

Vae(sh?) = Vf(g) + Hesh* =0, also Hypsh* = =V f(x).

Das globale Minimum s 4 ist also ein Newton-artiger Schritt und im Fall H;, = V2 f(x})
der klassische Newton-Schritt s&. Ist ||sY4|| < Ay, dann ist s, = sY4 die eindeutige
Losung von (TR). O

Bewertung des Schrittes und Anpassung des Trust-Region-Radius: Zur Beurteilung des
Schrittes s, vergleichen wir die Abnahme der Zielfunktion (actual reduction)

aredk(sk) = f(l‘k) — f(l’k + Sk)
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mit der vom quadratischen Modell vorhergesagten Abnahme (predicted reduction)

predk(sk) = Qk(o) - Qk(sk)'
Wir betrachten hierzu das Abnahmeverhiltnis

aredy(sy)

(277) pk(sk) = predk(sk)'

Fiir V f () # 0 ist pred,.(s;) > 0 und somit das Abnahmeverhiltnis wohldefiniert.
Wir wihlen nun einen Parameter 7; € (0, 1) und gehen wie folgt vor:
Ist das Abnahmeverhiltnis klein, genauer

pr(sk) <M,

dann verwerfen wir den Schritt und verkleinern die Trust-Region:

Ty =Tk, Apgr < Ap,

Ist die tatsdchliche Abnahme ausreichend im Vergleich zur Modellabnahme, genauer
pr(sk) = m,  m €0, 1],
dann akzeptieren wir den Schritt und wéhlen
Thp1 = T+ Sk, Dpr > min(Ag, Apin).

Hierbei ist A,,;, > 0 eine Unterschranke fiir den Trust-Region-Radius nach einem erfolg-
reichen Schritt.

Insgesamt ergibt sich folgendes Verfahren:

Algorithmus 14 Trust-Region-Verfahren

Wihle Konstanten A, > 0,0 <1 <1y < 1,0 < By < 1 < [y (etwa n; = 0.001,
ne = 0.9, By = 1/2, By = 2). Wiihle einen Startpunkt vo € R" und einen Trust-Region-
Radius Ao > 0 mit Ag > A in.

Fiirk=0,1,...:
1. Falls V f(x)) = 0: STOP mit stationdirem Punkt xy.
2. Wiihle eine symmetrische Approximation H;, € R™"™ der Hessematrix.

3. Berechne eine ausreichend gute Ndherungslosung sy des Trust-Region-Problems (TR).

4. Berechne das Abstiegsverhdiltnis py(sy.) gemdfs (2.77).
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5. Wiihle den neuen Trust-Region-Radius gemdf3

81k, falls Pk(sk) <M
Apr1 = § max{Ain, A}, falls m, < pr(sg) < n2
max{Ain, SoAx 1}, falls pr(sk) > no.

6. Falls py(si) > 1y setze Tp11 = T) + Sk. Sonst setze Ty1 := Ty.

Notation: Wir nennen einen Schritt s, erfolgreich, falls xj, := z; + s; und definieren

S :={k € Ny : Schritt s, ist erfolgreich} .

2.12.2 Globale Konvergenz

Wir untersuchen nun die globalen Konvergenzeigenschaften des Trust-Region-Verfahrens
14. Wir machen hierzu folgende Annahmen.

Voraussetzung 2.12.1
(TR1) Die Zielfunktion f : R™ — R ist stetig differenzierbar und nach unten beschrinkt.

(TR2) Mit einer von k unabhingigen Konstanten My > 0 gilt

| Hell < My

Cauchy-Abstiegsbedingung

Die volle Flexibilitit der Trust-Region-Methodik ergibt sich daraus, dass das Trust-Region-
Problem nur "hinreichend gut” geldst werden muss. Dies erdffnet reichhaltige Moglich-
keiten bei der Schrittberechnung. Wir wollen zunédchst Mindestanforderungen an geeignete
Niaherungslosungen charakterisieren.

Die einfachste denkbare Niherungslosung des Trust-Region-Problems (TR) erhidlt man
durch Restriktion des Trust-Region-Problems auf den Strahl in Richtung des steilsten Ab-
stiegs —V f(zy):

Bestimme den sogenannten Cauchy-Punkt s, als Losung des eindimensionalen Minimie-
rungsproblems

\Y
(2.78) min g¢g(s) unter der Nebenbedingung s = —tM t €0, Ag].

IV £ ()l
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Es ist nun naheliegend, von einer Niherungslosung s, des Trust-Region-Problems zu for-
dern, dass sie zumindest einen Teil des Modellabstiegs liefert, den der Cauchy-Punkt ga-
rantiert:

Cauchy-Abstiegsbedingung (Fraction of Cauchy Decrease (FCD)):
Mit Konstanten p €]0, 1[und v > 1 gilt

(2.79) pred, (sx) > ppred,(sy.), ||sk]| < vAg.

Lemma 2.12.2 Es gelte Voraussetzung 2.12.1. Ist V f(zy,) # 0 und erfiillt s;, die Cauchy-
Abstiegsbedingung (2.79), dann gilt

@80)  pred(si) > ppred(s5) > SV (o) min {1V £ )/ M}

Fiir unsere Konvergenzanalyse ist lediglich eine Unterschranke fiir pred, (s;) wie auf der
rechten Seite von (2.80) von Bedeutung. Wir fordern daher nur die

Verallgemeinerte Cauchy-Abstiegsbedingung (Generalized FCD):

Mit Konstanten v > 1 und p > 0 gilt

@81 pred,(s) = 5V min A, IV F@l/Ma} . lsell <90

Konvergenzanalyse

Wir zeigen zunichst, dass der Trust-Region-Algorithmus unendlich viele erfolgreiche Schrit-
te sk, also xp 1 = xp + sg, generiert, wenn er nicht endlich terminiert.

Lemma 2.12.3 Es gelte Voraussetzung 2.12.1. Dann gibt es zu jedem Punkt * € R" mit
Vf(z) # 0 und zu jedem ny € (0,1) Konstanten 6 > 0 und A > 0, so dass fiir alle
xy € Bs(Z), alle Ay, € [0, A] und alle sy, die (2.81) erfiillen, gilt

Pr(Sk) = 1o

Insbesondere produziert Algorithmus 14 unendlich viele erfolgreiche Schritte, falls er nicht
endlich terminiert.

Beweis: Sei |V f(Z)|| =: 2¢ > 0. Aus Stetigkeitsgriinden finden wir 6 > 0 mit
Mit A := ¢/My gilt daher wegen (2.81)

pred, (sx) > gsAk Vx, € Bs(z), Ay, €]0,A].
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Somit gilt fiir 7;, € B;s(z), Ay €]0, A

laredy(s) — pred, (si)] < |laredy,(sy) — pred, (si)|
pred, (si) - pelg/2

Daher ist pi(sx) > 12 sichergestellt, falls

lpr(sk) — 1] =

(2.82) laredy.(s) — pred, (si)| < (1 — n2) ey /2.
Taylorentwicklung liefert mit einem 7 € [0, 1].

|aredy (sr,) — predy(si)| = |ar(sk) — f(xx + si)|

= |(Vf($k> — Vf(l‘k + TSk))TSk + %s;‘:H;gsM

1
< IV fze) = Ve + Tsi)llllsell + 5 i llsell”

1
< ||V f(zx) = Vf(zr + 7sp)||7AK + §MH72Ai-

(2.83)

Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von V f auf dem Kompaktum By, A () finden wir

(L —m)pe £
O<A§m1n{W,A

mit

(1 —m2)pe
4y

Einsetzen in (2.83) liefert nun (2.82) fiir alle z;, € Bs(T) solange Ay € [0, A].

IV f(zn) = V(g + 7sp) || < Vg € Bs(Z), |sell <A

Terminiert der Algorithmus nicht, dann gilt V f(x;) # 0. In jedem nicht erfolgreichen
Schritt gilt 11 = Tk, Apy1 < P1Ag. Seinun T := x; und A > 0 wie eben. Nach endlich
vielen Schritten ist dann Ag,; < A und somit s, ; ein erfolgreicher Schritt. [

Wir kénnen nun folgenden Konvergenzsatz beweisen.

Satz 2.12.4 Es gelte Voraussetzung 2.12.1. Terminiert Algorithmus 14 nicht endlich und
erfiillen alle Schritte s;, die verallgemeinerte Cauchy-Abstiegsbedingung (2.81), dann gilt

(2.84) lim inf ||V £ (21| = 0.

Ist zudem V f gleichmdifSig stetig auf der Menge {xy. : k € Ny} (also inbesondere, wenn
(xx) beschriinkt bleibt), dann gilt sogar

lim V£ (@) =0,

Als technisches Hilfsmittel zeigen wir zunédchst das folgende
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Lemma 2.12.5 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.12.4. Sei J C S eine unendliche
Menge erfolgreicher Iterationen mit |V f(xy)|| > € > 0 fiir alle k € J. Dann gilt

(2.85) S A <

Beweis: Setze f;, = f(x)). Wegen J C S liefern Schritt 6 und die Abstiegsbedingung
(2.81)

fr — fer1 = aredg(sx) > mipred, (sg) > mgs min{Ag,e/My} VkeJ.

Fiir alle k£ ¢ J ist fr — fre1 > 0 und daher ergibt Summation

-1

fo=Fi=> (fo—fr) = D (fk_f]ngl)Z?th > min{Ay,e/My}.

k=0 keJ k<l keJ k<l

Da f wegen (TR1) nach unten beschrinkt ist, ergibt [ — oo

Z min {Ay,e/Mpy} < 0.
keg

Hieraus folgt (2.85). O

Beweis: (von Satz 2.12.4) Wir zeigen zunichst (2.84). Angenommen, der Algorithmus
terminiert nicht endlich und es ist liminfy_ ||V f(xx)| # 0. Dann gibt es ¢ > 0 mit
IV f(x)|| > e fiir alle k& > 0. Wir zeigen, dass dann gilt

(2.86) lim z, =%

k—oo

mit einem z. Wegen ||V f(z)|| > ¢ fiir alle k£ € S ergibt Lemma 2.12.5

(2.87) Z A, < oo.

Nun gilt ||z, — 241 || = 0 fiir £ ¢ S und
[ = @ppall = llskll <vAx VR €S

Also ist fiir alle 0 < [ < m wegen (2.87)

lor = 2l < Y Naw—zeal €Y 7AL— 0 fiirl,m — oo,
keS,k>1 keS k>

Somit ist (xy) eine Cauchy-Folge und (2.86) ist nachgewiesen.
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Aber nun liefert Lemma 2.12.2 Konstanten 0, A > 0, so dass px(sr) > 19 sobald z;, €
Bs(z) und Ay < A. Wegen (2.86) gilt z, € Bs(z) fiir alle & > K', K’ grof3 genug. Wir
zeigen nun induktiv, dass

(2.88) A > min{3A, A} Yk > K.

Dies liefert einen Widerspruch zu (2.87) und damit war die Annahme lim infy,_. . ||V f(x)|| #
0 falsch.

Es bleibt, (2.88) zu zeigen. Fiir £ = K" ist das klar.

Seinun £ > K’'.Im Fall A, > A gilt dann nach Schritt 5 des Algorithmus A1 > 1A >
BiA.

Ist A, < A, dann ist pg(sg) > 72 nach Lemma 2.12.2 und daher Ay, ; > Ay nach Schritt
5.

Damit ist (2.88) gezeigt.

Sei schlieBlich V f gleichmiBig stetig auf {z; : k € Ny}. Angenommen, der Algorithmus
terminiert nicht endlich und es ist limy_, ||V f(zx)]| # 0. Da (2.84) bereits nachgewiesen
ist, finden wir dann ¢ > 0 und eine unendliche Indexkette 0 < [} < m; < ly < Mg < ...
mit

va(xh> > 257 va(l'k)H > €, ll <k< my, va(xmz) <E.

Setzenun J; = {l;,...,m; — 1} NSund J = J, J;- Dann ist ||V f(z)|| > ¢ firk € J
und somit nach Lemma 2.12.5
ZAk < 0Q.

Dies ergibt

||xli - fEmzH = Z HSkH <7 Z A, — 0 fiiri — oo.
keJ; kET;

Andererseits ist

im Widerspruch zur gleichméBigen Stetigkeit von V f auf (z) O

>2—¢ec=c¢

Liegt die exakte Hessematrix nicht vor, dann kann H; zum Beispiel durch Quasi-Newton-
Updates berechnet werden, insbesondere SR1-Update (wobei Updates nur im Fall |(y, —
Hydy)Tdy| > €|lyx — Hpdg||||dr]| durchgefiihrt werden) und BFGS-Update (wobei Upda-
tes nur im Fall y} di, > el|y||||dx|| gemacht werden).

2.12.3 Ubergang zu schneller lokaler Konvergenz

Der Trust-Region Algorithmus 14 148t die genaue Wahl des Schrittes s; und der Hessematrix-
Approximationen [ offen. Wir geben nun eine einfache Schrittberechnung an, die mit der



S. Ulbrich: Nichtlineare Optimierung 84

Wahl Hy, = V2f(x;) schnelle lokale Konvergenz unter geeigneten Voraussetzungen sicher-
stellt.

Sei hierzu f zweimal stetig differenzierbar. Nach Satz 2.12.4 ist dann jeder Haufungspunkt
Z von (zy,) ein stationdrer Punkt, falls (xy) beschrénkt ist.

Wir betrachten nun den Fall, dass ein Haufungspunkt z die hinreichende Bedingung zweiter
Ordnung erfiillt.

Verwenden wir im quadratischen Modell die exakte Hessematrix Hy, = V2 f(x}), dann ist
Hj, fiir z;, nahe bei 7 positiv definit und der Newton-Schritt s, = s ist im Falle ||s} || <
Ay, die exakte Losung des Trust-Region-Problems (TR). Dies motiviert folgendes Trust-
Region-Newton-Verfahren:

Algorithmus 15 Algorithmus 14 mit Hy, = V2 f(z;) und folgender Implementierung von
Schritt 3:

3. Falls Hj, positiv definit, berechne den Newton-Schritt skN als Losung von
(2.89) Hysy = =V f(xh).

Falls ||s]| < Ay setze s = s und gehe zu 4.

Andernfalls berechne ein sy, das die Cauchy-Abstiegsbedingung erfiillt.

Bemerkungen:

e Offensichtlich erfiillen die in Algorithmus 14 berechneten Schritte s, die verallge-
meinerte Cauchy-Abstiegsbedingung, da die Wahl s, = sy im Falle ||s || < Ay,
V2 f () positiv definit die exakte Losung des Trust-Region-Problems liefert.

e Bei der praktischen Implementierung wihlt man in der Regel eine der folgenden Vor-
gehensweisen:

— "Versuch” einer Cholesky-Faktorisierung Hy, = L;L]. Im Erfolgsfalle kann
diese dann gleich zur Losung der Newton-Gleichung (2.89) herangezogen wer-
den. s;, wird nun als Minimum auf dem stiickweise linearen Pfad durch Cauchy-
Punkt und Newton-Punkt bestimmt (Powell’s Dogleg-Verfahren).

— Approximative Losung der Newton-Gleichung (2.89) durch ein (vorkonditio-
niertes) CG-Verfahren, das bei Verlassen der Trust-Region oder bei Auftreten
negativer Kriimmung abgebrochen wird (Steihaug-CG-Verfahren).

Algorithmus 15 geht tatsidchlich in das Newton-Verfahren iiber:



S. Ulbrich: Nichtlineare Optimierung 85

Satz 2.12.6 Es gelte Voraussetzung 2.12.1. Weiter sei f zweimal stetig differenzierbar und
die Niveaumenge N¢(xo) = {x : f(x) < f(xo)} sei kompakt. Hat die von Algorithmus
15 erzeugte Folge (xy,) einen Hiufungspunkt T, der die hinreichende Bedingung zweiter
Ordnung erfiillt, dann gilt:

) 2y > zundV f(x) — Vf(z)=0.

it) Es gibtl > 0 mit Ay, > A, fiir alle k > 1.

iti) Es gibt I > 0 mit s, = sy fiir alle k > ' mit dem Newton-Schritt s und x;, — T
superlinear, also

|zrs1 — 2|, = o(||xx — Z||,) fiir k — oo.

2.12.4 Charakterisierung der Losung des Trust-Region-Problems

Es ist eine wenig iiberraschend, dass sich bei euklidischer Trust-Region-Norm eine einfache
notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein globales Minimum von (TR) angeben la6t.

Satz 2.12.7 Sei H;, € R™" eine beliebige symmetrische Matrix und sei A, > 0 beliebig.
Dann besitzt das Trust-Region-Problem (TR) mindestens ein globales Minimum. 5 ist genau
dann ein globales Minimum von (TR), wenn es A > 0 gibt mit

(1) (He + )5 ==V f(xk)

(2) (Hg + M) positiv semidefinit,

(3) entweder ||s|| = Ay oder ||5|| < Ay und \ = 0.

Beweis: Siehe Ubung. O

Diese Charakterisierung liefert die Basis zur exakten numerischen Losung von (TR): Ist H},

positiv definit und ||s¥4|| < Ay, mit s¥4 = —H,_ 'V f(x}), dann ist

s = skN A

die Losung von (TR). Sonst betrachte das Gleichungssystem
(Hy + Al)s(A) = =V f ()

fir A\ > max(0, —Apnin(H})) und bestimme eine Losung A > max(0, — i (Hy)) der

Gleichung
1 1

——=0.
sl A
Dann ist 5 = s()\) Losung von (TR).
Bemerkung: Die Gleichung m — Aik = 0 verhilt sich weniger nichtlinear als die Glei-

chung ||s(A)|| — Ay = 0 und ist schnell mit dem Newton-Verfahren approximativ 16sbar.
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2.12.5 Naiherungsweise Losung des Trust-Region-Problems

Wir betrachten zum Abschlufl zwei bewihrte Verfahren zur Berechnung von Niherungslo-
sungen des Trust-Region-Problems, welche die Cauchy-Abstiegsbedingung erfiillen und
mit der Wahl Hj, = V2 f(z;,) Ubergang zu schneller lokaler Konvergenz unter den Voraus-
setzungen des letzten Abschnitts erlauben.

Das Dogleg-Verfahren

Es sei V f(x)) # 0. Dann ist der Cauchy-Punkt s§ gemifl (2.78) eindeutig bestimmt und
garantiert ausreichend Abstieg. Ist Hj positiv definit, so liefert der Newton-Schritt s =
—H, 'V f(x}) das globale Minimum des quadratischen Modells g (s). Es liegt daher nahe,
eine Niherungslosung s, des Trust-Region-Problems (TR) durch Minimierung von g(s)
auf dem stiickweise linearen Pfad sPZ(t) durch Cauchy-Punkt s¢ und Newton-Punkt si’
(falls Hy, positiv definit ist), also

DL/ . £y, 0<t<1,
s (1) = ¢4+ (t—1)(s —s¢), 1<t<2
k K~ Sk)s S 2

innerhalb der Trust-Region zu bestimmen. Dies fiihrt auf das folgende Dogleg-Verfahren:
Dogleg-Verfahren:

Verwende folgende Implementierung von Schritt 3 in Algorithmus 14:

3. Berechne den Cauchy-Punkt s} gemiB (2.78) und falls H}, positiv definit zudem den
Newton-Schritt s = —H, 'V f(x}). Setze

sy falls Hj, positiv definit und ||s || < Ay,
S = S5, falls Hj, nicht positiv definit,
sPE(t), = argmin g (sy’"()) sonst,

te[1,2],[|sPL (1) || <Ak

Bemerkung: Offensichtlich liefert das Dogleg-Verfahren einen Schritt s, mit gi(s;) <
qx(s%,). Zudem ist es fiir den schnell lokal konvergenten Algorithmus 15 geeignet, da s, =
s gewihlt wird, falls H}, positiv definit und ||s7 || < Ay ist. O

Das folgende Lemma zeigt, dass der Dogleg-Pfad ein Abstiegspfad ist, falls Hj positiv
definit ist. sf(¢*) ist also der “letzte” Punkt auf der Strecke zwischen s§ und s7, der in der
Trust-Region liegt.

Lemma 2.12.8 Es sei V f(x}) # 0 und Hy, positiv definit. Dann ist t € [0,2] — qp(sPL(t))
streng monoton fallend.
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Beweis: Nach Definition ist s¢ das Minimum von g, auf der Strecke sPX(t), t € [0, 1]. Ist
Hj, positiv definit, dann ist g, streng konvex mit eindeutigem globalen Minimum s2 . Die
Funktion ¢ € [1,2] — q(sPL(t)) ist somit streng konvex mit eindeutigem Minimum bei
t=2.0

Das Steihaug-CG-Verfahren

Wir wissen, dass zur iterativen Minimierung einer streng konvexen quadratischen Funktion

1
q(s) = s + §STHS

das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) verwendet werden kann (siehe
Blatt 6, Aufgabe 25). Verwenden wir den Startpunkt y, = 0, dann minimiert das CG-
Verfahren minimiert zunédchst entlang des negativen Gradienten und steigt dann weiter auf
einem stiickweise linearen Pfad ab. Sind d; die generierten konjugierten Richtungen, dann
gilt
)= min s).

Q(y]) sespan{dp,...,d;j 1} Q( )
Zur ndherungsweisen Losung des Trust-Region-Problems (TR) schlug Steihaug [St83] die
folgende naheliegende Modifikation des CG-Verfahrens vor:
Steihaug CG-Verfahren:

S

Wende das CG-Verfahren zur Minimierung von ¢ = ¢, an. Terminiere mit s = s° nach

folgenden Regeln: Sei € €]0, 1, » > 0 und g; = Vq(y;).

1. Falls ||g;|| < min(e|go|, v||go]|*): STOP mit Ergebnis s° = y;.
2. Ist d; eine Richtung nicht-positiver Kriimmung, also djTH d; < 0: STOP mit Ergebnis

s = y; — o'sgn (ngdj)dj

mit o > 0, so dass ||s°|| = Ay.

3. Falls ||yj41]| > Ay (CG-Pfad verldBt die Trust-Region): STOP mit Ergebnis
s% =y, — a*d;

mit a* > 0, so dass ||s%]| = Ay.
Man kann folgendes zeigen:

Satz 2.12.9 Das Steihaug-CG-Verfahren hat folgende Eigenschaften:
i) s, = s° erfiillt die Cauchy-Abstiegsbedingung (2.79).
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ii) Es gilt 0 < |\y1ll, < ||y2ll, < ... der CG-Pfad entfernt sich also in der euklidischen
Norm vom Ursprung.

iii) Mit der Wahl Hy, = V?f(x},) bleibt die Konvergenzaussage von Satz 2.12.6 erhalten,
wobei ein inexakter Newton-Schritt 57 mit

&y = =V f(z) + O(|V ()]

anstelle des exakten Newton-Schriits s verwendet wird.

Beweis: zui): Das Steihaug-CG-Verfahren beginnt mit der Berechnung des Cauchy-Punkts
und steigt dann unter Umstéinden weiter ab.

zu ii): siehe [St83] oder [NW99].

zu iii): Der Beweis von Satz 2.12.6 kann dhnlich wie bei inexakten Newton-verfahren leicht
angepasst werden. O



Kapitel 3

Optimierung mit Nebenbedingungen

3.1 Einfithrung

Wir betrachten nun das allgemeine

Nichtlineare Optimierungsproblem (NLP):

(NLP) m]%n f(z) u.d.Nebenbedingung h(z) =0, c(z)<O0.
z€R™
mit zumindest stetig differenzierbaren Funktionen f : R" — R, h = (hy,...,h,)7T :

R" — RP und ¢ = (c1,...,¢,)T : R® — R™. Hierbei ist die Ungleichung c(z) < 0
komponentenweise zu verstehen.

Definition 3.1.1 (Zuldssiger Bereich, Indexmenge aktiver Nebenbedingungen)

a) Die Menge
3.1) Z={x€eR": h(x) =0, ¢(z) <0}.
heif3t zuldssiger Bereich von (NLP).

b) Ein Punkt x € R™ heif}t zuldssig, falls x € Z gilt.

¢) Zu x € Z definieren wir die Indexmenge aktiver Ungleichungsnebenbedingungen
A(x) und die Indexmenge inaktiver Ungleichungsnebenbedingungen Z () durch
Alz) ={i : 1 <i<m, ¢(z) =0},
I(x)={i: 1<i<m, ¢z)<0}={1,...,m}\ A(x).
Notationen: Fiir v € R", A € R™™ und Indexmengen J C {1,...,n}, K C {1,...,m}

bezeichne v; = (v;);cs den zu J gehorigen Teilvektor und A = (aij)ics jex die zu
J x K gehorige Teilmatrix. O

89
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3.2 Notwendige Optimalitatsbedingungen

Wir wollen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ein lokales Minimum von (NLP)
herleiten. Hierbei spielt der Tangentialkegel von Z in einem = € Z eine wichtige Rolle.

Definition 3.2.1 Eine Menge C' C R™ heif3it Kegel, falls gilt

reC = dxeC VAX>0.

Definition 3.2.2 Sei M C R" eine nichtleere Menge. Der Tangentialkegel an M inx € M
ist definiert durch

T(M;x):{SER”:Elnk>O,xk€M: lim z;, = =z, klimnk(a:k—x)zs}.

k—oo
Es gilt folgende Optimalitdtsbedingung.

Satz 3.2.3 Es sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann gilt fiir jede lokale Losung & von
(NLP)

(3.2) T€Z und V@) 's>0 VscT(Z;7).

Beweis: 7 € Z ist klar. Sei nun s € T'(Z;z). Dann gibt es () C Z und 7, > 0 mit
xp — T und n(xp — T) — s. Dies ergibt

0 < m(f(ze) — f(2) = V(@) (o — 7) + meo(llzx — 2ll,) — Vf(2)"s

wegen n;0(||zx — z||,) — 0. O

3.2.1 Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Leider 146t sich 7'(Z; z) in dieser Form nur schwer angeben. Um eine handlichere Form der
Optimalitidtsbedingung (3.2) zu erhalten, suchen wir nach Bedingungen, unter denen sich
T(Z; ) durch die Nebenbedingungen ¢, h und ihre Ableitung darstellen 148t. Linearisie-
rung der aktiven Nebenbedingungen legt folgende Definiton nahe:

Definition 3.2.4 Der Kegel
Tp(c,h;z) = {s € R" : V()]s <0, i€ A(z), Vh(z)"s =0}

heif3t Linearisierungskegel von Z in v € Z zur Darstellung (3.1).
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Bemerkung: Die inaktiven Nebenbedingungen werden nicht beriicksichtigt, da sie auch
in einer Umgebung von z inaktiv bleiben und somit lokal den zuldssigen Bereich nicht
einschrinken. O

Bemerkung: Der Linearisierungskegel 77, (¢, h; x) hdngt von der Darstellung (3.1) von Z
ab, wie folgendes Beispiel zeigt:

P={(5) e o)

Dann haben wir mit h(z) = x5, h(x) = 22 die Darstellungen

Beispiel 3.2.1

Z={zeR: h(x)zO}:{xER2 ; ﬁ(ﬁ):O}
Aber es gilt fiir jedes = (x1,0)" € Z Ty(h;x) # T(Z; ) = Ty(h; ). Siehe Ubung. O
Wir stellen zunichst fest, dass immer die Inklusion 7'(Z; z) C Ty (¢, h; z) gilt:

Proposition 3.2.5 Sei c : R® — R™, h : R® — RP stetig differenzierbar und sei 7 durch
(3.1) gegeben. Dann gilt

T(Z;x) CTr(e,hyx) Vo e Z.

Beweis: Seix € Z beliebig fest. Nun sei s € T'(Z; x) beliebig mit zugehorigen {x;} C Z
und 7, > 0. Es gilt

0 = n(h(zx) — h(@)) = V(@) ez — ) + mro(|zx — zl,) — VA(z)"s,
also Vh(z)Ts = 0 und analog fiir alle i € A(z)
0> mi(ei(zr) — ci(x)) = V() mp(ar — 2) + mpol||lax — ) — Vei(2)"s,

also Ve (2)Ts < 0. Damitist s € Ty (c, h; x) gezeigt. O

Wir wiirden gerne den Tangentialkegel T'(Z; z) in (3.2) durch T} (¢, h; T) ersetzen, da s €
T.(c, h;T) im Gegensatz zu s € T(Z; T) ohne weiteres zu priifen ist. Die fehlende Inklusi-
on Ty (¢, h;x) C T(Z; x) gilt jedoch nicht immer, wie Beispiel 3.2.1 zeigt.

Definition 3.2.6 Die Bedingung
(ACQ) Ti(e, hyx) = T(Z;x)

heifit Abadie Constraint Qualification fiir x € Z.
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Bemerkung: Wegen Proposition 3.2.5 ist (ACQ) dquivalent zu
Tr(c,h;x) C T(Z; x).
O

Wir erhalten unmittelbar aus Satz 3.2.3

Satz 3.2.7 T sei ein lokales Minimum von (NLP) und es gelte (ACQ) fiir x. Dann gilt:

(3.3) T€Z und Vf(@)'s>0 VseTy(c,hT).

Wir wollen (3.3) weiter vereinfachen. Dies ist mit dem aus der linearen Optimierung be-
kannten Lemma von Farkas moglich:

Lemma 3.2.8 (Lemma von Farkas)
Es seien A € R™™, B € R™P und ¢ € R" beliebig. Dann sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

i) Fiir alle s € R" mit ATs < 0und BTs = 0 gilt bTs < 0.

ii) Es gibtu € R™, u > 0, und v € RP mit b = Au + Bw.
Im Fall m = 0 bzw. p = 0 fallen A und u bzw. B und v weg.
Anwendung auf (3.3) liefert die bekannten Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen.

Satz 3.2.9 (Notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung, Karush-Kuhn-Tucker-Be-
dingungen, KKT-Bedinungen)
T sei ein lokales Minimum von (NLP) und es gelte (ACQ) fiir . Dann gelten die

Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen:
Es gibt Lagrange-Multiplikatoren A € R™ und [i € RP mit

1) h(z) =0, ¢(z) <0 (Zuldissigkeit)
2) Vf(z)+ Ve(@)\+ Vh(z)i =0 (Multiplikatorregel)
3) A>0, Me(z) =0 (Komplementaritditsbedingung)

Wir nennen einen Punkt %, der 1 )=3) erfiillt, KKT-Punkt oder stationidren Punkt von (NLP).
Zudem nennen wir ein Tripel (T, \, [), das 1)-3) erfiillt, kurz KKT-Tripel von (NLP).
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Beweis: Natiirlich gilt 1). Setze A = Vcyz)(Z), B = VA(Z) und b = —V f(z). Dann gilt
Tp(c,h;z) = {s : ATs <0, BTs =0} und somit wegen (3.3)

b's <0 fiiralle s € R" mit ATs < 0und BTs = 0.

Nach dem Farkas-Lemma 3.2.8 ist dies dquivalent zur Existenz von u € RM@I 4 > 0,
v € R™ mit
—Vf(Z) =b=Au+ Bv = Vecae (Z)u + Vh(Z)v.

Wiihlen wir i = v und A € R™ mit A 4(z) = u, Az(z) = 0, dann gilt 2). SchlieBlich gilt auch
3)wegen A > Ound A7z = 0. O

Die KKT-Bedingungen lassen sich bequem unter Verwendung der Lagrange-Funktion schrei-
ben.

Definition 3.2.10 Die Funktion L : R" x R™ x R? — R mit
Lz, A ) = f(@) + N e(z) + p"h(z)
heif3t Lagrange-Funktion fiir (NLP).

Dann lauten die KKT-Bedingungen

Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen:
Es gibt Lagrange-Multiplikatoren A € R™ und i € R? mit

1) h(z) =0, ¢(z) <0 (Zuldssigkeit)
2) V.L(Z,\ i) =0 (Multiplikatorregel)
3) A>0, Me(z) =0 (Komplementarititsbedingung)

Geometrische Interpretation von KKT, 2)-3): Der negative Gradient —V f(z) liegt in
dem von den Gradienten aktiver Nebenbedingungen aufgespannten Kegel KX = {s: s =
Veazu+ Vh(T)v, u e RM@I 4 >0, v € RP}.

Fiir die Identifikation aktiver Nebenbedingungen und das Konvergenzverhalten vieler Op-
timierungsverfahren ist es von Bedeutung, ob die Komplementaritdtsbedingung in einem
strikten Sinne gilt.

Definition 3.2.11 E's sei T ein KKT-Punkt von (NLP) mit zugehdrigen Lagrange-Multiplikatoren
A, . In T gilt strikte Komplementaritit, wenn gilt
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3.2.2 Constraint Qualifications

Wir wollen nun Bedingungen angeben, die (ACQ) sicherstellen.

Definition 3.2.12 Sei z € Z. Eine Bedingung, die (ACQ) sicherstellt, heifit Constraint Qua-
lification (CQ) fiir x.

Satz 3.2.13 Sei x € Z. Die Bedingung
¢i(x) konkav fiiri € A(x), h(z) affin linear

ist eine Constraint Qualification fiir x.

Ein wichtiger Spezialfall ist c, h affin linear, also lineare Nebenbedingungen.

Bemerkung: Beweis: Wir miissen nur 7 (c, h; ) C T(Z; x) zeigen. Sei s € Ty (c, h; ).
Dann gilt
Vh(z)'s =0, Vei(2)"s <0 i€ Az).

Wir zeigen s € T(Z; x). Setze ny = k, x, = x+ +s. Dann gilt 1), (x;, — ) = s und es bleibt
(x) C Z fiir k groB genug nachzuweisen. Da h affin linear ist, gilt
T T 1 T
h(zy) = h(z) + Vh(z)" (xx — ) = Vh(z)" (vp — ) = %Vh(x) s =0,

und da —¢;(z) konvex ist fiir i € A(x), haben wir nach Satz 2.2.3

ex(wn) = ei(an) — ei(x) < Ves(@) (wp — 7) = %Vci(x)Ts <0 VieA@)

Wegen x; — x ist fiir alle £ > [, [ groB genug, ¢;(z;) < 0 fiir ¢ € Z(x). Insgesamt folgt
xy € Z fir k > [ und daher s € T'(Z;x). O

Fiir allgemeine nichtlineare Nebenbedingungen ist die folgende Constraint Qualification
von grof3er Bedeutung.

Definition 3.2.14 Ein Punkt x € Z erfiillt die Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualifi-
cation (MFCQ), wenn gilt

a) Die Gradienten {NVh;(x) : i =1,...,p} der Gleichungsnebenbedingungen sind li-
near unabhdngig oder h ist affin linear.

b) Es gibt d € R" mit

Vh(z)'d =0, Ve(z)'d<0 i€ Aw).
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Satz 3.2.15 Erfiillt v € Z (MFCQ), dann gilt (ACQ). (MFCQ) ist also eine Constraint
Qualification.

Beweis: Wir miissen wieder 77 (c, h;z) C T(Z; x) zeigen.

Zunichst existiert eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : B.(0) — R" mit

(34) h(z+s+®(s)=0 Vsec B.(0), ®0)=0, Ker(Vh(z)") c Ker(®'(0)).
Ist h affin linear, dann konnen wir ® = 0 nehmen.

Sonst hat Vh(x)T nach (MFCQ), a) vollen Zeilenrang. Seien die Spalten von W € R™"~?
eine Basis von Ker(Vh(z)T) und betrachte die stetig differenzierbare Abbildung

F(s,y) = (h@;/j; y)).

Es gilt F(0,0) = 0 und F}(0,0) = (V];V(”;)T) ist invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite

Funktionen gibt es also € > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : B.(0) — R”
mit ®(0) = 0 und
F(s,®(s)) =0 Vse B.(0).

Insbesondere folgt

0 = F/(0,0) + F)(0,0)(0) = (Vhé‘”)T> + (V;/(?T> ¥'(0),

also
P'(0) = —F;(o,())—1<
und daher Ker(Vh(z)T) C Ker(®'(0)). Damit erfiillt ® (3.4).

Seinun s € T (c, h; x) beliebig. Im Fall s = Oist s € T(Z; x) klar. Sei nun s # 0 und d
aus (MFCQ), b). Dann gibt es v > 0 mit

Vei(z)'d < —v Vie Az).

Vh(()a:)T)

Wir zeigen zunichst, dass
1
sj=s+-deT(Z;x) VjeNlN
J

Setze hierzu
S .
Sng = Ej, 77j,k = k, SCj,k =x+ Sng + (I)<Sj7k> k Z l,
mit [ so groB, dass s;, € B.(0). Wir zeigen, dass gilt

(3.5) kll_{lolo Tk =T, khqrrolO nik(Tie — ) = s;.
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Wegen limy,_ $;1 = 0 ist der erste Grenzwert klar. Weiter gilt Vi(x)”'s;;, = 0 und daher
mit (3.4)
D(s5) = @'(0)s;s + oll[sjkll) = 0+ o(|[sjxll) = o(1/k).

Dies ergibt
e(zy — ) = k(sj, + P(sjk)) = s; + ko(1/k) — s; fiir k — oo.

Damit gilt (3.5) und zum Nachweis von s; € T'(Z;x) ist nur noch z;, € Z zu zeigen fiir
k >1;,1; > [ grol genug. Zunichst ist

h(zj) =0 Vk>1
nach (3.4). Weiter gilt wegen ¢;(z) < 0 fiiri € Z(x)
ci(zjp) <0 VieI(r) Vk>1
mit [; > [ groR genug und fiir i € A(z) wegen Ve;(z)Ts <0, Ve(2)Td < —v
ci(wx) = 0+ Vei(@) (s + ®(s50)) + o([lsxl])
< jichi(a:)waL o(1/k) < ;—];/ +o(l/k) <0 firk >1;,ie A(z)

mit [; > [ groB} genug. Dies zeigt z,;, € Z fiir kK > [; und zusammen mit (3.5) erhalten wir
s; € T(Z;x).

SchlieBlich ist auch s = lim; .., s; € T(Z;x). Wir konstruieren hierzu aus 7, x; Dia-
gonalfolgen 7; 1), T;x(;) mit

(Tik() C 2y TikG) = T, NikG)(Tikg) —T) — 8

wie folgt: Wegen der Wahl von z; ;, 1), x, fiir festes j finden wir eine Folge (k(j)) C N mit

| —

Jj—00

. . 1
lim k(j) =00, xjry) €2, |wjng — 2l < = M5k (ki) — ) — 51l < =

<

Dann gilt x; xj) — 2 und 0; k) (2 k) — ) — sundes folgt s € T'(Z;x). O

Eine bequemere Form von (MFCQ) ist folgende Constraint Qualification.

Definition 3.2.16 Ein Punkt x € Z erfiillt die Positive Linear Independence Constraint
Qualification (PLICQ), wenn gilt

a) Die Gradienten {Vh;(x) : i =1,...,p} der Gleichungsnebenbedingungen sind li-
near unabhdngig oder h ist affin linear.

b) Es gilt

Ve(@)u+ Vh(z)v =0, u>0, uze =0 = uge) =0.
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Im Fall m = 0 oder A(x) = 0 entfiillt b) und bei p = 0 entfiillt a) und der Term YV h(zx)v in
b).

Satz 3.2.17 (MFCQ) und (PLICQ) sind dquivalent.

Beweis: (MFCQ) —> (PLICQ): Es ist nur (PLICQ), b) zu zeigen. Sei Ve(z)u+ Vh(z)v =
0, w >0, uzy = 0 Seid der Vektor aus (MFCQ), b). Mit w = Ve(z)"d ist dann
WA(z) < 0und wir erhalten

0=d"(Ve(z)u+ Vh(z)v) = wlu+0 = wi(x)uA(m).

Wegen w4(z) < 0, ug@) = 0 folgt ue) = 0.

(PLICQ) = (MFCQ): Setze = |A(z)|, A = Vcaw)(z) = (a1,...,a,) und B = Vh(z).
Weiter sei A; = (a1,...,a;)und Ty = {d : B'd =0},

T;j={d: B"d=0, Al_jd<0}, j=>2.
Gilt (MFCQ), b) nicht, dann gibtes 1 < 57 < r mit
T, #0, T =0.

Also gilt
ajd>0 VdeT;={d: B"d=0, Al ,d<0}

und dasselbe gilt auch fiir den Abschluss von 73, also
CL;-FSZO VSET}:{S - BTs =0, AJT_ISSO}

(mit s € T] und d € T istd; = s+ d/jin T; und es gilt d; — s). Das Lemma von Farkas
liefert nun u; € RV, u; > 0, v € RP mit

—CL]‘ = Aj_1Uj + B’Uj.
Wegen 0 # (%) > 0 gilt also (PLICQ), b) nicht. O
Oft verwendet man anstelle (PLICQ) die stirkere Constraint Qualification (LICQ):
Definition 3.2.18 Ein Punkt x € Z erfiillt die Linear Independence Constraint Qualifica-

tion (LICQ), wenn die Spalten der Matrix (Vcai) (%), Vh(Z)), also die Gradienten der
aktiven Nebenbedingungen, linear unabhdingig sind.

Natiirlich gilt (LICQ) = (PLICQ) und daher ist (LICQ) erst recht eine CQ. Offensichtlich
sichert (LICQ) die Eindeutigkeit der Lagranga-Multiplikatoren:
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Satz 3.2.19 Es sei T ein KKT-Punkt, fiir den (LICQ) gilt. Dann sind die zugehdrigen Lagrange-
Multiplikatoren \, ji eindeutig.

Beweis: Wegen KKT, 3) ist Az(z) = 0. Daher liefert KKT, 2)

—V (&) = (Veaw (T), Vh(Z)) (A;‘f))

und die Spalten der Matrix auf der rechten Seite sind linear unabhéngig nach (LICQ). Daher
sind A 4(z), i eindeutig bestimmt. O

3.2.3 Konvexe Probleme und die KKT-Bedingungen

Im Fall konvexer Probleme sind die KKT-Bedingungen hinreichend dafiir, dass ein globales
Minimum vorliegt.

Satz 3.2.20 (NLP) sei konvex, h sei also affin linear und f, c; seien konvex. Dann gilt:

i) Jedes lokale Minimum  ist globales Minimum. Gilt in x zudem eine Constraint Qua-
lification, dann gelten in x die KKT-Bedingungen aus Satz 3.2.9.

ii) Erfiillt * die KKT-Bedingungen aus Satz 3.2.9, dann ist x ein globales Minimum von
(NLP).

Beweis: zu i): Dies folgt aus Satz 2.2.6 und Satz 3.2.9.

zu ii): Sei 7 ein Punkt, der die KKT-Bedingungen erfiillt. Sei = € Z beliebig. Wegen A > 0
und der Konvexitét von ¢; folgt nach Satz 2.2.3 und den KKT-Bedingungen 3)

AiVei() (2 — ) < Nilei(z) — ¢i(z)) = Niei(z) < 0.
Weiter ist Vh(z)"(x — z) = h(x) — h(Z) = 0, da h affin linear ist. Zusammen mit der
Konvexitit von f und KKT, 2) ergibt sich
f@) = f(2) 2 V(@) (z = 7) = =\"Ve(@)" (¢ — 7) — 3 Vh(2)" (v — 1)
= - \N'Ve(@) ' (z—2) >0.

3.3 Hinreichende Optimalititsbedingungen

Bereits der unrestringierte Fall zeigt, dass ein stationidrer Punkt nicht notwendigerweise ein
lokales Minimum ist. Verschwindet die Richtungsableitung in eine Richtung des Linearisie-
rungskegels, dann ist das Kriimmungsverhalten der Lagrange-Funktion in diese Richtung
von Bedeutung. Die kritischen Richtungen sind durch folgenden Kegel gegeben.
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Definition 3.3.1 Zu xz € Z und A € R™ mit \ > 0 definieren wir den Kegel

=0, fallsic A(x) und \; > o}

Tx(c,h;z,\) == €R" : Vh(z)'s =0, Vei(z)"
k(c, hyz, A) {3 (2)"s () S{go, falls i € A(x) und \; = 0

Bemerkung: Offensichtlich gilt T (c, h; x, \) C Tr(c, h;z). O

Satz 3.3.2 (Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung)

JiR" =R c:R" = R"und h : R" — R seien zweimal stetig differenzierbar. T erfiille
die KKT-Bedingungen aus Satz 3.2.9 mit Lagrange-Multiplikatoren A € R", i € RP. Gilt
Zudem

(3.6) sTV2 L(z, M\ i)s >0 Vs&Tk(c,h;z, A\ {0},
dann ist T ein isoliertes lokales Minimum von (NLP).
Beweis: 7 erfiille mit A € R", i € R? die KKT-Bedingungen und es gelte (3.6). Annahme,

7 ist kein isoliertes lokales Minimum. Dann gibt es eine Folge (z5) C Z mit 2, — Z und
f(zx) < f(Z). Setze dy, = x;, — Z. Unter Umstinden nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt

dj; .
N
Il
mit ||s|| = 1. Taylorentwicklung liefert
f(zxr) = f(7) o e ollldel]) T
0> —"———>=Vf(2) + — Vf(z)'s
[l di | o
und zudem gilt s € T(Z;z) C T,(h,c; Z), also
(3.7 Vi@)'s <0, Vea(z)'s<0, ic Ax), V(@) 's=0.
Aus den KKT-Bedingungen folgt
P
0=V.L(z i) 's = Ts+ > AVa(@) s+ i Vhi(@)s
<0 1€A(T) <0 i=

Somit ergibt sich Ve;(z)"s = 0 fiir alle i € A(z) mit A; > 0, da sonst die rechte Seite
negativ wire. Zusammen mit (3.7) ergibt sich s € T (c, h; z, A) \ {0}.

Zudem haben wir wegen der KKT-Bedingungen
1€A(T)
Taylorentwicklung ergibt nun wegen V. L(Z, \, i) = 0
o> LA p) — LE A p) o 1dIVLLE A e old?) 1
B (A 2 (A ll® 2
Aber wegen s € Tx(c, h; Z,\) \ {0} ist dies ein Widerspruch zu (3.6). O

V2. L(E, A i)s.
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3.3.1 Beweis des Lemmas von Farkas

Wir geben der Vollstindigkeit halber noch einen Beweis des Farkas-Lemmas. Der Be-
weis beruht auf dem auch in anderem Zusammenhang wichtigen Trennungssatz von Hahn-
Banach.

Satz 3.3.3 (Trennungssatz von Hahn-Banach)
Sei M C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvex. Weiter sei y € R" \ M. Dann existieren
w € R" und a € R mit

wl'y>a, wlz<a Vel

Ist M ein Kegel, so kann o = 0 gewdhlt werden.
Beweis: Noch Voraussetzung gibt es einen Punkt zy € M. Die Menge
My :={x e M : [lx—yl| <llzo—yl[}
enthilt xy und ist kompakt. Wegen der Stetigkeit von || - || existiert daher z € My C M mit
|7~ yll = inf llz—yll = inf o~ y.
Setzen wir w = y — 7 und o = w’ z, dann gilt wegeny ¢ M
0<|w|]?=w(y—2z)=uw"y—a, also w'y>a.
Sei nun x € M beliebig. Wegen der Konvexitidt von M gilt mit
¢:te0,1] = ||(te + (1 - 1)7) —y||”
nach Wahl von z
4(0) = 7 = y|| < min 6(1)
und somit

0<¢(0)=2(y—2)"(x—2)=2(a—w'z), also w'z < a.

Ist zudem M ein Kegel, dann gilt x € M = Az € M fiir alle A\ > 0. Insbesondere ist
0 = 0zy € M und somit 0 = w’0 < «, also a > 0. Gibe es ein x € M mit w’ 2 > 0, dann
giibe es ein A > 0 mit w’ (A\r) > a im Widerspruch zu w Az < a wegen Az € M. Also
gilt automatisch w?z < 0 fiir alle € M und wir kénnen o = 0 o. E. withlen. O

Lemma 3.3.4 Seien A € R™™ und B € R™P. Dann ist die Menge
C={zeR": 2=Au+Bv, ueR", veR? u>0}

ein abgeschlossener, konvexer Kegel.
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Beweis: Wegen C' = {z : 2= (A4,B,—B)u, u € R"™_ y >0} reicht es, die Be-
hauptung fiir C = {x € R" : z = Au, v € R™, u > 0} zu zeigen. Offensichtlich ist C'
ein konvexer Kegel und es bleibt nur die Abgeschlossenheit zu zeigen. Wir beweisen dies
durch vollstidndige Induktion nach m. Sei A,, = (a4, ..., a,,) und

Cn={2z€R": z2=Au, ueR™ u>0}.

m = 1: Dann ist C; = {ta; : t > 0} offensichtlich abgeschlossen.

Induktionsannahme: Jeder von hochstens m — 1 Vektoren aufgespannte Kegel ist abge-
schlossen.

m —1 — m: 1. Fall: A,, hat linear unabhingige Spalten. Sei nun (z) C C,, eine beliebige
konvergente Folge. Dann gibt es (u;) C [0, 00)™ mit

Tr = A up — T

mit einem x € R™. Da A,, vollen Spaltenrang hat, sind die u; eindeutig bestimmt durch
up = (AL A,))7LAT 2. Also gilt uy, — (AL A,,) Y AL z =: u > 0 und daher ), — A,,u €
Cn.

2. Fall: A,,, hat nichttrivialen Kern. Wir zeigen
Om:U{‘r:x:(a17"'7ai—17ai+17'--,am)U, UERm_17 UZO}:C'
i=1

Nach Induktionsvorausseztung ist dann C,,, abgeschlossen als endliche Vereinigung abge-
schlossener Mengen. Natiirlich gilt C c C,,. Zum Nachweis von C,, C Cseix € Chm
beliebig. Dann gilt

r=A,u, a>0.

Wir finden w € Ker(A,,) \ {0} mit w; < 0 fiir mindestens ein 7. Setze
a=max{a>0: u+aw >0}.

Natiirlich existiert & und mit & = u + aw gilt @ > 0, (@); = 0 fiir mindestens ein 7. Dies
ergibt .
r=A,u¢cC.

O
Wir konnen nun das Farkas-LLemma beweisen.

Beweis: (von Lemma 3.2.8)
ii) = i): Es sei b = Au + Bv, u > 0. Dann gilt fiir jedes s mit A”s < 0und BTs = 0

b's = ul ATs + 0" BTs = u”(ATs) <0.
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1) = ii): Der Kegel
C={r:2x=Au+ Bv, ueR™, ©v>0, veRP}

ist offensichtlich konvex und zudem abgeschlossen nach Lemma 3.3.4. Gilt ii) nicht, dann
ist b ¢ C und wir finden nach dem Trennungssatz 3.3.3 ein w € R" und o = 0 (C' ist eine
Kegel!) mit

wlb >0, w'z<0 VzeC.

Dies ergibt
wrAu+w'Bv <0 YueR™, u> 0, veRP,

Hieraus folgt w?' A < 0 und w? B = 0 und daher
ATw <0, B'w=0, bw>0.

Also gilt 1) nicht. O

3.4 Penalty-Verfahren

Penalty-Verfahren stellen einen klassischen Ansatz zur Losung von (NLP) dar. Sie werden
eingehend von Fiacco und McCormick in [FMC68] behandelt. Die Idee hinter Penalty-
Verfahren besteht darin, (NLP) durch eine Folge unrestringierter Probleme

LP in P
(NLP,) min P (z)
zu approximieren, bei denen jeweils eine Penalty-Funktion P, minimiert wird. Die Penalty-

Funktion

Py(z) = f(x) + pS(a).

entsteht durch Hinzunahme eines Strafterms zur Zielfunktion, der eine Verletzung der Ne-
benbedingungen von (NLP) durch groe Funktionswerte bestraft. Das Gewicht der Straf-
terme wird durch einen Penalty-Parameter p sukzessive erhoht. Da die Penalty-Probleme
fiir wachsenden Penalty-Parameter schwieriger zu 16sen sind, verwendet man eine monoton
wachsende Folge (py) von Penalty-Parametern und verwendet die Losung x, jedes Teilpro-
blems als Startpunkt fiir das nédchste Teilproblem.

3.4.1 Das quadratische Penalty-Verfahren

Beim quadratischen Penalty- Verfahren verwendet man die sog. quadratische Penalty-Funktion

Fp(x) := [f(z) + pS(x)
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mit einem Penalty-Parameter p > 0 und dem Penalty-Term

Sta) i= 5 Do max{0, (@) + 5 37 hla)? = S0 I+ @),

Hierbei bezeichnen wir fiir v € R™ mit (v), den Vektor

(v)+ = (max{0,v;})1<i<m.

Die Strafterme fiir Ungleichungen ¢ < 0 basieren also auf der Straffunktion p,(t) = (¢)%

und die Strafterme fiir Gleichungen ¢ = 0 auf der Straffunktion p, () = ¢. Beide Strafterme
verschwinden auf dem zulédssigen Bereich und sind stetig differenzierbar. Wir erhalten

VP,(z) = Vf(x)+ pZ(ci(x))+Vci(a:) + pZ hi(x)Vhi(z).

Insbesondere gilt

P,(z) = f(z), VP,(z)=Vf(x) VzelZ

Die Glattheit des Strafterms S(x) hat ihren Preis: Die Ableitung V S(z) verschwindet auf
dem zuldssigen Bereich, daher wichst der Strafterm bei Verlassen des zulédssigen Bereichs
zundchst nur langsam. Ein Minimum z, von P, ist somit nur dann in Z, wenn V f(x,) = 0
ist. In der Regel sind also die Minima von P, nicht zuléssig fiir (NLP).

Wir analysieren nun folgendes Penalty-Verfahren:

Algorithmus 16 Quadratisches Penalty-Verfahren
Widhle einen Penalty-Parameter py > 0 (z.B. py = 1).
Firk=0,1,...:

1. Bestimme die globale Losung xy. des Penalty-Problems

(NLP,,) min P, (z)

zeR"
Fiir k > 1 wird in der Regel xy,_1 als Startpunkt verwendet.
2. Falls x, € Z: STOP mit Ergebnis xy.

3. Wihle py+1 > pk.

Bemerkung: Wegen f(z) = P, () fiir alle x € Z ist im Falle z;, € Z offensichtlich z,
globales Minimum von (NLP). Dies rechtfertigt den Abbruch in Schritt 2. O
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Globale Konvergenz

Satz 3.4.1 Es seien f : R" — R, ¢ : R* — R™, h : R" — RP stetig und der zulissige
Bereich Z sei nicht leer. Es gelte p;, /" oo fiir k — oo. Algorithmus 16 erzeuge eine
unendliche Folge (1) (wir nehmen an, dass (xy) existiert). Dann gilt:

i) Die Folge (P,, (x)) wdchst monoton.

ii) Die Folge (||(c(xx))1||” + ||h(xx)||?) faillt monoton.
iii) Die Folge (f(xy)) wéichst monoton.
iv) Es gilt I}Lrgo(c(xk))+ =0, klljg() h(zy) = 0.

v) Jeder Hdiufungspunkt von (xy,) ist eine globale Lisung von (NLP).

Beweis: zu i): Die Optimalitit von z;, ergibt mit pr < pry1 und S(z) >0
Py (1) < Py (Tr11) = f(wr41) + peS(@r41) < f(@rr1) + orr1S(@rg1) = Py (Thg)-

zu ii): Addition der Ungleichungen P, (z) < P, (w411) und P, (7p41) < P, (1)

Pk+1
ergibt
peS (k) + prr1S9(Trt1) < prS(Tpi1) + pri1S(ar)

und wegen py, < pri1 folgt S(xpy1) < S(zk).
zu iii): Mit i1) gilt
0 < Py (z41) = Po(@n) = f@rar) — flan) + pu(S(@ps1) — S(aw)) < flane) — flan).

zu iv): Wir zeigen S(x) — 0. Wegen Z # () existiert © € Z und wir haben
Fyp(ar) < Py (z) = f(2).
Mit iii) folgt nun
f(x) =2 By (i) = fax) + puS(an) 2 f(xo) + prS(@)

und somit S(z;) — 0 wegen pj, — 0.

zu v): Sei Z ein Haufungspunkt von () und sei (zx)recx eine Teilfolge mit (z)rex — T
Nach iv) gilt S(zy) — S(Z) = 0, also & € Z. Wir erhalten fiir jedes x € Z

f(z)= lim f(xy) < lim P, (zx) < lim P, (x)= f(x).

keK—oo T keK—oo T keK—oo

O

Fiir konvexe Probleme (NLP) sind auch die Penalty-Probleme konvex:
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Satz 3.4.2 Ist (NLP) konvex, also f,c; konvex, h affin linear, dann ist P, fiir alle p > 0
konvex. Sind f, c stetig differenzierbar, dann ist insbesondere jeder stationdire Punkt von P,
ein globales Minimum (NLP ).

Ist f streng konvex, so ist P, fiir alle p > 0 streng konvex. Sind f, c stetig differenzierbar,
dann hat inbesondere P, hiochstens einen stationdren Punkt und dieser ist das eindeutige
globale Minimum von (NLP,,).

Beweis: Mitp,(t) = ((t)1)” und p,(t) = t* gilt S(a) = 371", 5pulci(x))+227 1 5pg(hi(2)).
Nun ist p, () = ((t),)? konvex und monoton wachsend, also ist p, o ¢; konvex nach Ubung.

Weiter ist p, konvex und h; affin linear, also

Py(hi((1 = )z +1y)) = pg(1 = )hi(x) + thi(y))
< (L= 1)py(hi(2)) +tpg(hily)) Y,y e R, Vi el0,1].

Damit ist auch P, als positive Linearkombination konvexer Funktionen konvex. Ist f streng
konvex, dann ist natiirlich auch P, streng konvex.

Ist nun VP,(Z) = 0, dann liefert die Konvexitit nach Satz 2.2.3

P,(z) — P,(Z) > VP,()"(x —Z) =0 VY €R"

Damit ist z globales Minimum. Ist F, streng konvex, dann gilt nach Satz 2.2.3
P,(z) — P)(z) > VP, ()" (x —2) =0 VreR"\{z}

und daher ist Z das einzige globale Minimum. O

Approximation der Lagrange-Multiplikatoren

Das globale Minimum x; von (NLP,, ) ist ein stationérer Punkt, also

VB, (i) = Vf(ze) + Y prmax{0, ci(z) }Vei(ar) + Y prhi(an) Vhi(xy)

(3.8) i=1 i=1
= Vf(l’k) + VC(l’k))\k + Vh(l’k),uk =0

mit

(3.9) Ak = pe(c(@r))+, e = prhlzr).

Wir untersuchen nun das Konvergenzverhalten von A, 1.

Satz 3.4.3 Es scien f,c, h stetig differenzierbar. Algorithmus 16 erzeuge eine unendliche
Folge (x). Dann gilt mit g, g, gemdfs (3.9):
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i) Ist (Z,\, ji) ein Hdufungspunkt von (xy, A, i), dann ist T globales Minimum von
(NLP) und erfiillt mit \, i die KKT-Bedingungen.

ii) Ist T ein Hiufungspunkt (zy,) in dem (LICQ) gilt, dann ist T globales Minimum von
(NLP) und erfiillt mit eindeutigen Lagrange-Multiplikatoren A, ji die KKT-Bedingungen.
Zudem gilt fiir jede Teilfolge (xy)rex — T auch (Tg, Mg, i) vex — (T, A, [i).

Beweis: zu i): 7 ist nach Satz 3.4.1 globales Minimum von (NLP). Sei (s Ak ok ) ke ke
eine gegen den Haufungspunkt (Z, A, ) konvergente Teilfolge. Nun gilt (3.8), also

0=V f(zp) + Ve(zp) e + Vh(zp) e — V(Z) + V(@) + V().

Dies liefert KKT, 2). Weiter ist A\, > 0 nach (3.9) und daher A > 0. Fiir S (z) gilt
cz(z)(zr) < 0 und somit (A)zz) = 0 fiir alle & € K grof3 genug. Dies zeigt A7(z) = 0 und
somit gilt auch KKT, 3).

Gilt zudem (LICQ) fiir z, dann gilt wieder (\)zz) = O firalle I < k € K, [ groB} genug,
und somit

—V f(xr) = (Veas) (ar), Vh(zg)) ((Ai:(w)) = M;?(

(M)A

) Vi<kekK.
M

Fir ¥ € K — oo konvergiert M}, gegen eine Matrix M/ mit linear unabhiingigen Zeilen.
Daher hat M, M kT fir | < k € K, [ geniigend groB3, eine beschrinkte Inverse und es gilt

(/\k)A(a’c) _ T\—1 x
( - )— (M M) MY f(a)

_ _ N aiz
— —(MMTY "MV f(z) = <( Ja >) fiir k € K — oc.
I

O

Wir haben gesehen, dass die Losungen x;, der quadratischen Penalty-Probleme nur in Z
liegen, wenn V f(x;) = 0 gilt, was in der Regel nicht der Fall ist. Im allgemeinen termi-
niert also das quadratische Penalty-Verfahren nicht endlich und die Penalty-Parameter pj
gehen gegen oo. Penalty-Verfahren sind geeignet, um eine Néaherungslosung fiir (NLP) zu

bestimmen, die lokalen Konvergenzeigenschaften sind jedoch meist unbefriedigend, da die
Penalty-Probleme fiir groBBes p; schwer zu I6sen sind.

3.4.2 Exakte Penalty-Verfahren

Verwendet man geeignete nichtglatte Penalty-Funktionen, so kann man bereits fiir endliche
Penalty-Parameter eine Losung von (NLP) erhalten.

Definition 3.4.4 Sei T eine lokale Losung von (NLP). Eine Penalty-Funktion P : R — R
heifst exakt im Punkt x, wenn T ein lokales Minimum von P ist.
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Unter geeigneten Voraussetzungen ist die folgende ¢, -Penalty-Funktionen exakt:

Pel,p(ﬂf)zf(x)erZmaX{Oacz }+pZ|h )+ p(l[(c(@)) ¢, + [[R(2)]])-

Wir zeigen die Exaktheit fiir den konvexen Fall. Im allgemeinen Fall gilt mit derselben
Unterschranke fiir p Exaktheit in einem Punkt, der die hinreichende Bedingung zweiter
Ordnung erfiillt.

Satz 3.4.5 Seien f,c; : R" — R konvex und stetig differenzierbar und sei h : R" — RP
affin linear. Ist & ein KKT-Punkt mit Lagrange-Multiplikatoren ), ji, dann ist & globales
Minimum von (NLP) und fiir alle

p> max{jq,...,j\m,|ﬂ1|,...,|ﬂp|}
ist T globales Minimum von Py, ,.

Beweis: Wegen \ > 0ist L(-, \, i) konvex und KKT, 2) liefert

L(7, A 1) =

Daher ist 7 ein globales Minimum von L(-, A, ). Nun ergibt KKT, 3) fiir alle x € R”
Py, p(Z) = f(7) = L(T, A, 1) < Lz, A, 1) = f(2) + Me(z) + 1" h(z)
< f@) + X (e(@))4 + 1" h(z) < f@) + M e@)lly + Al @)
< f(@) + pll(c(@)+ [y + plla(2)]l, = Py p().

3.5 Innere-Punkte-Verfahren

Wir betrachten das konvexe nichtlineare Optimierungsproblem

(NLPU) min f(z) u.d. Nebenbedingung c¢(z) < 0.

reR™

mit konvexen, stetig differenzierbaren Funktionen f,¢; : R — R, 1 < ¢ < m. Wir nehmen
an, dass der zuléssige Bereich Z ein nicht leeres sogenanntes striktes Inneres

(3.10) Zo={zxeR": ¢(z) <0, i=1,...,m}

besitzt.



S. Ulbrich: Nichtlineare Optimierung 108

Wihrend beim Penalty-Verfahren Unzuldssigkeit durch einen Penalty-Term bestraft wird,
verwendet man bei Innere-Punkte-Verfahren einen Barriere-Term, um eine Anndherung von
Innen an den Rand von Z zu verhindern und sichert so die Zuladssigkeit der Iterierten.

Innere-Punkt Verfahren 16sen anstelle des ungleichungsrestringierten Problems (NLPU) ei-
ne Folge von “leichteren” Problemen. Die Iteration wird hierbei durch Barriere-Terme im
sogenannten strikten Inneren Z, von Z gehalten. Aufer in pathologischen Fillen stimmt 2,
mit dem offenen Kern Z von Z iiberein, siche Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe: Es seien ¢; : R” — R konvex und differenzierbar. Zeigen Sie: Ist Z, =
{r € R™ : ¢(x) < 0} nichtleer, so gilt Z, = Z.

Bei Barriereverfahren wird anstelle von (NLPU) eine Folge von Barriereproblemen der
Form gelost

(BP,) min B, (z) := f(z) + 7p(xz) unter der Nebenbed. x € Z.

Hierbei ist p : Zy — R eine Barrierefunktion:

Definition 3.5.1 (Barrierefunktion)
Sei
Z:={zeR: ¢(z)=(c1(2),...,cn(z)" <0}

mit Zy # 0, d.h. nichtleerem striktem Inneren. Eine Funktion p : Z, — R heifit Barriere-
funktion fiir Z, falls gilt:

a) p hat auf Z, dieselbe Differenzierbarkeitsordnung wie ¢ = (c1, ..., Cp).

b) Es gilt
(zx) C Zo, klim T, =1 €07 = p(rg) — 00.

Man verwendet in der Regel Barrierefunktionen der Form

3.41) p(r) = ;b(—ci(w)%

b: (0,00) — R glatt, konvex und monoton fallend mit lim; o+ b(t) = oo.

Die weitaus wichtigste Wahl ist b(f) = — In(¢) und liefert die von Frisch [Fr55] erstmals
verwendete log-Barrierefunktion

p(z) =— Z In(—¢;(x)) (log-Barrierefunktion).
i=1

Die log-Barrierefunktion hat in der Néhe von 07, geringere Kriimmung als offensichtliche
andere Wahlen wie etwa b(t) = 1/t.

Das klassische Barriere-Verfahren von Fiacco und McCormick [FMC68] ist von der fol-
genden Form:
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Algorithmus 17 Klassisches Barriere-Verfahren
Wiihle 19 > 0.

Firk=0,1,...:

1. Berechne eine Losung x(7y,) von

(BP,,) min B, (z) := f(x) + 7xp(x) unter der Nebenbed. x € Z.

2. Setze xy, = x(7y). Falls x), Losung von (NLPU): STOP.

3. Wihle 0 < 141 < T

Algorithmus 17 war in den 60er Jahren sehr populér, kam jedoch zunéchst aus der Mo-
de, da fiir kleiner werdende 7, das Barriereproblem (BP,, ) zunehmend schwerer zu 16sen
ist. Erneute Forschungsaktivititen wurden durch die richtungsweisende Arbeit [Ka84] von
Karmakar ausgeldst, in der Karmakar ein Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimie-
rungsprobleme vorstellt, die im Gegensatz zum Simplexverfahren eine Losung bei ratio-
nalen Daten in polynomialem statt exponetiellem Aufwand liefert. Der heutige Erfolg von
Innere-Punkt Verfahren beruht auf den seit 1984 erzielten Fortschritten beim Verstidndnis
der folgenden Fragen:

e Wie genau ist (BP,, ) zu 16sen, bevor 7, verkleinert wird?
~ Umgebungen des zentralen Pfades.

e Welches Verfahren ist zur Losung von (BP,, ) geeignet und wie stark darf 7, verkleinert
werden?
~» genaue Analyse der Konvergenzeigenschaften des Newton-Verfahrens in der Nihe
des zentralen Pfades.

e Welche Modifikationen des Newton-Verfahrens sind besonders effizient und numerisch
stabil?
~» primal-duale Verfahren.

e Kann 73 schneller verkleinert werden, wenn x;, geeignet korrigiert wird?
~» Pradiktor-Korrektor Verfahren.

Es zeigt sich, dass bei einer geeigneten Implementierung von Algorithmus 17 mit

p(r) = =Y In(—i(@))

die Losung von linearen Optimierungsproblemen mit rationalen Daten — im Gegensatz zum
Simplexverfahren — in polynomialer Komplexitit gefunden werden kann.

Wir konnen auf diese Fragen hier nicht detailliert eingehen. Einzelheiten werden in der
gelegentlich stattfindenden Vorlesung Innere-Punkte-Verfahren der konvexen Optimierung
behandelt.
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3.5.1 Konvergenzeigenschaften des Innere-Punkte-Verfahrens

Ahnlich wie beim Penalty-Verfahren kann man folgenden Satz zeigen:

Satz 3.5.2 Es seien f : R" — R, ¢; : R" — R, 1 < 1 < m, stetig differenzierbar und
konvex. Der zuldssige Bereich Z sei kompakt und sein striktes Inneres Z sei nicht leer.

Algorithmus 17 verwende einen Barriere-Term der Form (3.11) sowie eine Folge (1;;) mit
T\ 0 fiir k — oo. Dann gilt:

i) Das Problem (NLPU) hat eine Losung .
ii) B, ist konvex auf Z fiir alle T > 0.
iii) (BP,,) besitzt stets eine Losung xy, = x(1x,) € Zo.

iv) Fiir jede Losungsfolge (xy) von (BP,,) gilt

f(@r41) < flax) und Jim flan) = f(2).

v) Jeder Hdufungspunkt von (xy,) ist eine optimale Losung von (NLPU).

E&merkung: Die Aussagen i) und iii)—v) gelten auch ohne die Konvexitit von f, ¢;, falls
Zy = Z.Im konvexen Fall ist dies sichergestellt und zudem jede lokale Losung von (BP,)
globale Losung.

Beweis: Der Beweis ist dhnlich wie beim Penalty-Verfahren. Hier der Beweis aus der
Ubung:

zu i): Der zuldssige Bereich Z ist nach Voraussetzung kompakt. Die stetige Funktion f
nimmt also auf Z ein Minimum Z an.

zu ii): Da ¢; : R™ — R konvex sind, sind offensichtlich Z und Z, konvex. Die Funktion ¢t €
(—00,0) — b(—t) ist nach Voraussetzung konvex und monoton wachsend. Die Konvexitit
von ¢; : Zy — (—00,0) liefert daher die Konvexitit von z € Z +— b(—c;(z)). Fiir alle
7 > 0 ist daher B, auf Z, eine Summe konvexer Funktionen, also konvex.

zu iii): Sei 75, > 0 beliebig. Wegen Z; # () finden wir ein & € Z,. Dann ist die Niveaumenge

N,

k

= NB% () ={x € Z : BTk(x) < BTk(f)}

kompakt: Wegen N, C Z, C Z ist N, beschrinkt und wegen & € N, nicht leer. Zudem
ist NV;, abgeschlossen: fiir jede Cauchyfolge (y;) C N, C Zj gilty = lim; . y; € Z.
Denn die Folgen f(y;) sowie b(—c;(y;)), ¢ = 1,...,m, sind nach unten beschrinkt, und
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die Annahme ¢;(y;) ™\, O fiir ein ¢ und j — oo ergéibe daher den Widerspruch B, () >
B, (y;) — oo. Also gilt y € Zy und B;, (y) < B,, () folgt aus Stetigkeitsgriinden.

Die stetige Funktion B;, : Zy — R nimmt auf der kompakten Niveaumenge N, C Z, ein
Minimum xj, an, und dies ist natiirlich Minimum auf ganz 7.

zuiv): Mit p(z) = " b(—¢;(2)) gilt B, (x) = f(x) + xp(z). Wegen der Minimumsei-
genschaft von z; und 1 gilt

By, (zr) = f(zr) + mp(ar) < Br (wr41) = f(@hg1) + Top(@r41)
BT;«H(%) = f(xr) + rp1p(wr) > Brk+1($k+1) = f(zrt1) + Trp10(Try1)-

Subtraktion der zweiten von der ersten Ungleichung liefert

(7h = Trrn)P(r) < (T — o) P(Thpr)-

Wegen 71, — 741 > 0 folgt p(zx) < p(zx+1). Einsetzen in die zweite Ungleichung ergibt
f(xr) + meap(@n) > f(2ri1) + meap(Trea) 2 f(@h1) + mrap(@n),

also f(xr) > f(2hia)-

Sei z Losung von (NLPU) und & € Z,. Wegen der Konvexitit von ¢; gilt ¢;(y) < 0 fiir alle
y # T auf der Strecke |7, Z]. Zu jedem ¢ > 0 finden wir also y € Zy mit f(y) < f(Z) + «.
Nun gilt wegen p(zx) < p(xy1)

fxr) +mep(er) < flag) + mep(er) < f(y) + 7op(y)

und damit

f(@) < flzr) < fly) + (ply) — plo1)) — fly) < f(7) +e.
Dies zeigt f(xy) — f(Z).

zu v): Sei & Héaufungspunkt von (xy). Wegen der Stetigkeit von ¢; ist Z € Z klar. Nach iv)
gilt f(x;) — f(Z) und somit folgt f(z) = f(Z) aus Stetigkeitsgriinden, Z ist also Losung
von (NLPU). O

Die Berechnung von Niherungen der Lagrange-Multiplikatoren erfolgt dhnlich wie bei
Penalty-Verfahren: Im Minimum x;, von B, gilt

m

(3.12) 0=VDB,, (zx) = V() —|—Z(—ka’(—ci(xk)))Vci(xk) = V f(x)+ V(o)A

=1
mit
(3.13) (M) = =7/ (—cizp))-

Wir untersuchen nun das Konvergenzverhalten von Aj.



S. Ulbrich: Nichtlineare Optimierung 112

Satz 3.5.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5.2 erzeuge Algorithmus 17 eine unend-
liche Folge (x,). Dann gilt mit \, gemdfs (3.13):

i) Ist (Z,)) ein Hdufungspunkt von (v, \y.), dann ist T globales Minimum von (NLPU)
und erfiillt mit \ die KKT-Bedingungen.

ii) Ist T ein Hdufungspunkt von (xy) in dem (LICQ) gilt, dann ist & globales Mini-
mum von (NLPU) und erfiillt mit eindeutigen Lagrange-Multiplikatoren \ die KKT-
Bedingungen. Zudem gilt fiir jede Teilfolge (vy)rex — T auch (T, A\g)kex — (T, ).

Beweis: zu i): 7 ist nach Satz 3.5.2 globales Minimum von (NLPU). Sei (2, At )rex eine
gegen den Hiaufungspunkt (zZ, A) konvergente Teilfolge. Nun gilt (3.12), also

Dies liefert KKT, 2). Weiter ist A, > 0 nach (3.13) wegen b’ < 0 und daher A\ > 0. Fiir
i € Z(z) gilt ¢;(z) < 0 und somit

V(—ci(zg)) = V(—ci(x)), also (Ap); = —meb (—ci(zp)) = 0 VieZ(z).

Dies zeigt 5\1(5;) = 0 und somit ist auch KKT, 3) nachgewiesen.

Gilt zudem (LICQ) fiir Z, dann ist /_\I(j) = Ound \ Az =0 ist die eindeutige Losung von
—Vf((f) = VCA(@ (f)S\A(j) =: MTS\A@)
und ergibt sich aus - o B
)\A(@) = —(MMT)_lMVf(i").
Andererseits gilt wie oben (\;)z(z) — 0 fiir k € K — oo und damit

M,zj()\k)A(g—c) = VCA(:B)(xk)()\k)_A(f) = _Vf($k>_vcz(j)(:Ck)()\k;)l’(f) — —Vf(.f’) firk € K — oc.

Firalle < k € K, [ groB} genug, ist M M, kT invertierbar und wir erhalten

O
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3.5.2 Anwendung des Newton-Verfahrens auf das Barriereproblem

Das Barriereproblem (BP,) wird in der Regel durch ein globalisiertes Newton-Verfahren
gelost. Fiir die log-Barrierefunktion gilt

B(x) = f(z) =7 ) In(—c;(a)

m
T

; ci(x)
V2B, (z) = V2f(x) — Z

i=1 i)

VB, (x) =V f(x)— Vei(z)

2
Vc@ +Z::CZ V() Ve ()"

Hieraus sieht man, dass fiir kleines 7 und = nahe beim Minimum z(7) die Kriimmung von
B, sehr grof} wird: Tatsédchlich gilt

- T

>\i ~ —Tb,(—Ci<.fE)) = —

also B

_ ™ \2

V2B, (z) =~ V?L(x, \) + Z LVei(x) Ve ()T
=
Der letzte Term wird fiir kleines 7 grof3. Genauer kann man folgendes zeigen: Gilt im Op-
timum 7 von (NLPU) strikte Komplementaritit und (LICQ), dann hat V?B, (z(7)) |.A(Z)]
Eigenwerte der Ordnung O(1/7) und n — |.A(z)| Eigenwerte der Ordnung O(1). Daher ist
das Newton-System
V2B, (r)s = =V B, ()

fiir kleines 7 schlecht konditioniert und der Bereich schneller Konvergenz des Newton-
Verfahrens ist wegen der starken Kriimmung von B, (z) klein.

Als Ausweg kann man das Newton-Verfahren anstelle auf die sehr nichtlineare Gleichung

VB (z) =V f(z) - Z ci(Tx)

auf das dquivalente weniger nichtlineare primal-duale System anwenden

x) + Z A\iVe(z) =0,
i=1

Nici(z) = —7, i=1,...,m.

Vei(x) =0

Dies ist die Basis von primal-dualen Innere-Punkte-Verfahren.
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Bemerkung: Ein Vergelich mit den KKT-Bedingungen zeigt, dass es sich um ein gestorte
KKT-Bedingungen handelt, bei denen die Komplementarititsbedinung

Aici(x) =0, i=1,...,m,
modifiziert wird zu

)\iCi(.I'):—T, 1= 1,...,m,

Es gibt eine Reihe sehr effizienter Implementierungen von Innere-Punkte-Verfahren, u.a.
Ipopt (Barriereverfahren fr groe NLPs), LOQO (Primal-duales Innere-Punkte-Verfahren
fiir NLPs), SeDuMi (Primal-duales Innere-Punkte-Verfahren fiir LPs, Second Order Cone
Programme (SOCPs) und semidefinite Programme (SDPs)).

3.6 Sequential Quadratic Programming Verfahren

Sequential Quadratic Programming (SQP) Verfahren gehdren neben Innere-Punkte-Verfahren
zu den leistungsfahigsten Verfahren fiir (NLP). Sie bilden die Basis einer Reihe hervorra-
gender Optimierungs-Codes, z.B. DONLP2, FilterSQP, KNITRO, SNOPT.

Wir betrachten zunéchst das gleichungsrestringierte Problem

(NLPG) mﬁn f(z) unter der Nebenbedingung h(z) = 0.
-’Ee n
Im folgenden seien f : R" — Rund o = (hy,...,h,)" : R" — RP, p < n, zumindest

stetig differenzierbar.

Die grundlegende Idee von SQP-Verfahren fiir (NLPG) besteht darin, ausgehend von einem
Punkt z;, einen neuen Punkt z;,1 = x) + s; zu bestimmen, wobei sj lokale Losung eines
quadratischen Optimierungsproblems der Form ist

SQP-Teilproblem:

1
min qx(s) := f(xp) + Vf(zr)'s + §8THkS
u. d. Nebenbed. h(xy) + Vh(zp)'s = 0.

(SQPGy)

Wir minimieren also ein geeignetes quadratisches Modell der Zielfunktion unter lineari-
sierten Nebenbedingungen. Es ist nun wichtig, die Matrix Hj im quadratischen Modell ¢
so zu wihlen, dass eine lokale Losung s, des quadratischen Teilproblems eine “’gute” neue
Iterierte 1 = . + sy liefert.

3.6.1 Lagrange-Newton- und lokales SQP-Verfahren

Wir wollen zunichst untersuchen, wie die Hessematrix Hj; im quadratische Modell g
gewdihlt werden muss, um schnelle lokale Konvergenz zu erzielen.
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Voraussetzungen:

(LSQPG1) f:R™ — R, h : R — RP seien zweimal stetig differenzierbar und z erfiille
die hinreichende Bedingung 2. Ordnung (3.6) mit einem j; € RP?,

(LSQPG2) Vh(zx) habe vollen Spaltenrang, d.h. (NLPG) erfiille (LICQ) in Z.
Wegen (LSQPG1) erfiillt (z, 1) die KKT-Bedingungen
V,L(z, 1) =0
h(z) =0
und wegen (LSQPG?2) ist der Multiplikator z in (LSQPGT1) nach Satz 3.2.19 eindeutig.

Zur Wahl von H), betrachten wir zunichst die Anwendung des Newton-Verfahrens auf das

KKT-System
_ (VeL(z,p)\ _
F(x,p) .—( h(z) )—O.

Wir werden sehen, dass dies ausgehend von (zg, 1) geniigend nahe bei (z, ji) eine superli-
near konvergente Folge (xy, ux) — (&, ) liefert. AnschlieBend wihlen wir Hy, so, dass mit
der Losung s; von (SQPGy) gerade gilt x4 1 = ) + Sk.

Wir betrachten also zunéchst das folgende Lagrange-Newton-Verfahren:

Algorithmus 18 Lagrange-Newton-Verfahren
Wiihle einen Startpunkt (g, j1g) € R™ x RP.

Fiirk=0,1,...:
1. Falls F(xy, ) = (Y73(25"*)) = 0: STOP mit KKT-Punkt .

2. Bestimme die Losung ( A /’;k) der Newton-Gleichung

) s
F'(xg, o) (A;k) = —F(x, pk),

V2 L(xy,pur) Vh(xy) Sk Vo L(zy, py)
3.14 d.h. w ’ =—
und setze (Tpi1, fes1) = (Th, i) + (Sky Apig)-
Wir haben den folgenden lokalen Konvergenzsatz.

Satz 3.6.1 (Lokale Konvergenz des Lagrange-Newton-Verfahrens)
z erfiille (LSQPG1)—(LSQPG?2). Dann gibt es p > 0, so dass fiir alle (zo, 1) € B,(Z, iv)
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das Lagrange-Newton-Verfahren in Algorithmus 18 Q-superlinear gegen (T, i) konvergiert,
also

(@, ) = (2, 1), (@, parr) — (2, )| = ol[[(ww, ) — (2, 1))
Sind V? f und V*h; Lipschitz-stetig auf B,(Z), dann ist die Konvergenz Q-quadratisch.

Beweis: Zunichstist ' : R" xRP — R" xR? stetig differenzierbar und es gilt F'(z, 1) = 0
wegen (LSQPG1). Wir miissen nur noch zeigen, dass F’(z, j1) invertierbar ist, dann folgt
die Behauptung aus den Konvergenzeigenschaften des Newton-Verfahrens in Satz 2.7.3.

Zum Nachweis, dass F”(Z, 1) nur trivialen Kern hat, betrachte die Gleichung F'(z, i) () =
0. Die zweite Blockzeile ergibt

Vh(z)'u =0, also u € Tx(h;T),
und somit liefert Multiplikation der ersten Blockzeile mit u”
u'' V2 L(Z, i)u = 0.

Wegen u € Tk (h; z) folgt daraus mit (LSQPG1), siehe (3.6), u = 0. Damit lautet die erste
Blockzeile
Vh(z)v =0

und somit v = 0 wegen (LSQPG?2).

Sind V2 f und V?2h; Lipschitz-stetig auf B,(Z), dann ist F” offensichtlich Lipschitz-stetig
in einer Umgebung von (Z, i) und die Q-quadratische Konvergenz folgt aus Satz 2.7.3. O

Wir vergleichen nun das Lagrange-Newton-System mit dem Optimalititssystem von (SQPGy):
Sei sy, eine lokale Losung von (SQPGy). Da (SQPGy,) lineare Nebenbedingungen hat, gilt in
s nach Satz 3.2.13 eine Constraint Qualification. Damit gelten nach Satz 3.2.9 mit einem
ti+1 € RP die KKT-Bedingungen

Vf(ZL‘k) + Hksk + Vh(xk),ukH = 0,

3.15) h(we) + Vh(aw)s — 0.

Ein Vergleich mit (3.14) ergibt, dass mit der Wahl Hy, = V2 _L(zy, ux) gilt

( Sk ) Losung von (3.15) <= ( ok ) = < ok ) Losung von (3.14).
HE41 Ay, M1 — Mk

Dies zeigt die Aquivalenz des Lagrange-Newton-Verfahrens zu folgendem lokalen SQP-
Verfahren:

Algorithmus 19 Lokales SQP-Verfahren
Wiihle einen Startpunkt (o, j10) € R™ x RP.

Fiirk =0,1,...:
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1. Falls F(xy, ux) == (miéi:)“’“)) = 0: STOP mit stationcirem Punkt xy,.

2. Berechne fiir Hy, = V2 _L(xy, ) eine lokale Losung s), des SQP-Problems (SQPGy,)
mit zugehorigem Lagrange-Multiplikator [y 1. Setze xy11 = T) + Sk.

Bemerkung: Im Gegensatz zum Lagrange-Newton-Verfahren, das lediglich das Optima-
litdtssystem 10st (es ist unter einer (CQ) auch in einem Maximum erfiillt!), beriicksich-
tigt die Schrittberechnung im SQP-Verfahren, dass f minimiert werden soll. Daher bildet
(SQPGy,) einen guten Ausgangspunkt fiir eine Globalisierung.

Satz 3.6.2 (Aquivalenz von lokalem SQP- und Lagrange-Newton-Verfahren)

z erfiille (LSQPG1)—~(LSQPG2). Dann gilt mit p > 0 aus Satz 3.6.1: Fiir alle (zg, po) €
B,(z, i) liefert das lokale SQP-Verfahren eine eindeutig definierte Folge (xy, ). Diese
stimmt mit der vom Lagrange-Newton-Verfahren in Algorithmus 18 erzeugten Folge iiberein
und konvergiert somit superlinear gegen (T, ji). Sind V?f,V?h; Lipschitz-stetig in einer
Umgebung von z, dann ist die Konvergenz Q-quadratisch.

Beweis: Jede lokale Losung s, von (SQPGy) erfiillt (3.15) mit einem gy 1. Wie bereits

beobachtet ist dann ( Asl’jk) = (kal’“_uk) Losung von (3.14) und diese ist eindeutig nach Satz

3.6.1 fiir (xy, i) € B,(Z, [1). Dies gibt induktiv die Behauptung. O

Losung des SQP-Teilproblems

Das SQP-Teilproblem (SQPGy) besitzt genau dann eine Losung s, wenn s;, ein KKT-Punkt
ist und zudem die quadratische Funktion ¢; auf dem zulidssigen Bereich (einem affinen
Unterraum) konvex ist. Ist also

sTHys >0 Vs € Ker(Vh(zy)),
dann ist s, genau dann Losung von (SQPGy,) mit Multiplikator p; falls (3.15) gilt, also
Vh(zy)" 0 Foke+1 h(zy) )

Hieraus 148t sich s;, leicht bestimmen.

3.6.2 SQP-Verfahren fiir Probleme mit Ungleichungsrestriktionen

Wir betrachten nun SQP-Verfahren fiir das allgemeine Problem

(NLP) min f(xz) u.d.Nebenbedingung h(z) =0, c(z)<0.

z€R™
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Sei xj, die aktuelle Iterierte. In Analogie zum gleichungsrestringierten Fall setzen wir 1 =
Tk + s mit einer lokalen Losung fiir folgendes
SQP-Teilproblem:
1
min gx(s) == fr + Vf(zp) s + §5THk5
u. d. Nebenbed. c(z1) + Ve(rp)Ts <0,  h(zy) + Vh(zg)'s =0,
wobei Hy = V2_L(xy, A, p1) mit Niherungen A, u, der Lagrange-Multiplikatoren.

(SQPy)

Analog zu Algorithmus 19 erhalten wir:

Algorithmus 20 Lokales SQP-Verfahren fiir NLP
Weihle einen Startpunkt (o, Ao, f19) € R™ x R™ x RP.

Fiirk=0,1,...:
1. Falls (xg, Mg, i) die KKT-Bedingungen erfiillt: STOP mit Ergebnis xy.

2. Berechne fiir H, = V2 L(xg, \i, pis,) die am néichsten bei 0 liegende lokale Losung
sk des SQP-Problems (SQP).) mit zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren A1, [4g11-
Setze vy 1 = T + Sk

Schnelle lokale Konvergenz 14t sich gegen eine Punkt zeigen, der folgende Voraussetzun-
gen erfiillt:

Voraussetzungen:

(LSQPI) f:R" - R,c: R* - R™, h: R" — RP seien zweimal stetig differenzierbar
und 7 erfiille die hinreichende Bedingung 2. Ordnung (3.6) mit A € R™, i € R?
und es gelte strikte Komplementaritit.

(LSQP2) (NLP) erfiille (LICQ) in Z.
Es gilt folgender Satz:
Satz 3.6.3 7 erfiille (LSQP1)~(LSQP2). Dann existiert p > 0, so dass fiir alle (xo, Mo, j10) €
B,(Z, A\, ) das lokale SQP-Verfahren in Algorithmus 20 entweder endlich terminiert oder
eine eindeutig definierte Folge (xy, Ay, pui) erzeugt, die Q-superlinear gegen (T, \, i) kon-

vergiert. Sind V? f,V?c;, V2h; Lipschitz-stetig in einer Umgebung von T, dann ist die Kon-
vergenz Q-quadratisch.

Beweis: Der Beweis beruht auf der Beobachtung, dass das KKT-System fiir (NLP) wegen
der strikten Komplementaritit in einer Umgebung von (Z, A, ) dquivalent ist zu

VZL"L('rv )\7 /L)
(3.16) F(z, A\ p) == CAm) () = 0.



S. Ulbrich: Nichtlineare Optimierung 119

Tatsédchlich liefert die Komplementarititsbedingung
(*) )\101(27) :0, 7 = 1,...,m,

und sie ist fiir Z, A mit srikter Komplementaritit erfiillt, also

)‘A(f) >0, CA(z) (f) =0, >\I(ic) =0, Cz(;f)(:?) < 0.
Fiir p > 0 klein genug gilt also
M) > 0, cr@(r) <0 V(x,\ p) € By(z, A, ).

Damit ist (x) auf B, (7, A, ) dquivalent zu

(50)= )

Weiter 1Bt sich mit (LSQP1), (LSQP2) zeigen, dass F'(Z, A, i) invertierbar ist. Fiir p > 0
klein genug konvergiert das Newton-Verfahren fiir (3.16) nach Satz 2.7.3 also zu jedem
Startpunkt (zo, Ao, tt0) € B,(Z, A, fi) Q-superlinear bzw. Q-quadratisch.

Andererseits sieht man leicht, dass mit p > 0 klein genug fiir jedes (zy, Ax, i) € B,(Z, A, i)
das SQP-Teilproblem (SQPy) ein eindeutiges KKT-Tripel (sy, Apy1, fix+1) besitzt mit (xy +

Sky Aet1s fir1) € B,(%, A, i) und dass die von Algorithmus 20 erzeugte Folge (g, Ar, fix)

genau die vom Newton-Verfahren fiir (3.16) gelieferte Folge ist. Fiir einen detaillierten Be-

weis siehe z.B. [GKO02]. O

Die Losung des SQP-Problems (SQP;) kann mit einem beliebigen QP-Loser erfolgen, zum
Beispiel mit einem Aktive-Mengen-Verfahren wie es kurz in 3.7 beschrieben wird (siehe
auch Einf. in die Optimierung). Ist f}, positiv definit, dann ist jeder KKT-Punkt globale
Losung.

3.6.3 Globalisiertes SQP-Verfahren

Wir nehmen in diesem Abschnitt lediglich an, dass H; € R™" eine beliebige symmetri-
sche Matrix ist. Zur Globalisierung des lokalen SQP-Verfahrens verwenden wir eine exakte
Penalty-Funktion mit der Armijo-Schrittweitenregel. Wir beschrinken uns hierbei auf die
¢1-Penalty-Funktion

By p = f(@) + p((lle(@) - ly + 1a()]],)-

Diese Penalty-Funktion ist stetig, aber am Rand des zuldssigen Bereichs nicht differenzier-
bar. Die Armijo-Schrittweitenregel ist dennoch anwendbar, da P, , zumindest richtungs-
differenzierbar ist.
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Definition 3.6.4 Eine stetige Funktion f : R™ — R heifst richtungsdifferenzierbar im Punkt
x € R", falls fiir jede Richtung s € R" die Richtungsableitung

ooy o i (@A ES) — f()
f(xHS) _P{‘% t

existiert.
Tatséchlich ist P, , richtungsdifferenzierbar.

Satz 3.6.5 Sind f, c, h stetig differenzierbar, dann ist fiir jedes p > 0 die {1-Penalty-Funktion
iiberall richtungsdifferenzierbar, wobei

(Pop) (35) = VI s +p 3 Vele)Ts+p 3 (Verla)Ts)s

(3.17) ci()>0 ¢i(z)=0
+0 Y sen(h(@)Vhi(@) s +p S [Vhi(2)'s|

Beweis: Seien x,s € R" beliebig. Nichtglatt sind hochstens die Terme ¢;(x) = |h;(z)|
und ¢;(z) = [(¢;(x))4|- Im Fall h;(x) # 0 ist ¢;(xz) = sgn (h;(x))h;(z) differenzierbar in
2 mit

Vi(x) = sgn (hi(z))Vhi(z).

Ist h;(z) = 0, dann gilt fiirt > 0

¢i(x +ts) — gi(w)  |hi(x +ts)] _ |Vhi(z)T(ts) + o(t)]

t t t

t|Vhi(z)" L
v <$>t8|+0()—>’vhi<x>T‘9‘ fiir t \, 0,

also ¢l(z;s) = |Vhi(z)Ts].
Analog ist ¢;(z) = |(¢;(z))4| im Fall ¢;(x) # 0 differenzierbar in x mit

Vei(x) falls ¢;(x) > 0,

V(@) = {0 falls ¢;(z) < 0.

Ist ¢;(x) = 0, dann gilt wie eben

vile +ts) —vix)  (clz+ts))r  (Va(@)(ts) +oft))+
t t t
= t(Vei(z) :)+ +o(t) — (Vei(z)ls),  fiirt \, 0,

also ¢z 5) = (Vey(x)T's)s.
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Damit ist die Richtungsdifferenzierbarkeit gezeigt und Einsetzen liefert obige Formel fiir
(P, p)' (2 p). B

Wir zeigen nun, dass jeder KKT-Punkt s;, von (SQP}) unter gewissen Voruassetzungen eine
Abstiegsrichtung von P, , in x, ist.

Satz 3.6.6 Es seien f,c,h stetig differenzierbar. Weiter sei sy, ein KKT-Punkt von (SQP},)
mit Lagrange-Multiplikatoren Ay 1, pip+1. Dann gilt fiir jedes

(318) Y > max{()\k—i—l)l) SRR (Ak—‘rl)ma |(:uk+1)1|7 PRI |(:uk:+1>p|}
die Ungleichung
(319) (Pghp)/(ﬂfk;sk) S —SZHkSk.

Insbesondere ist sy, eine Abstiegsrichtung, falls Hy, positiv definit ist.

Beweis: Die KKT-Bedingungen fiir (SQP}) lauten

(3.20) Vf(l’k> + Hksk + Vc(xk-))\kJrl + Vh(xk)/ik+1 = O,
(3.21) c(xy) + Ve(zp) s, <0, h(zg) + Vh(zg) sy =0
)\k+1 > O >\k+l( (l‘k) + Vc(xk)Tsk) =0.
Nach Satz 3.6.5 existiert (P, ) (z; sr) und wegen Vh;(z)Ts, = —hi(xy) = 0 fiir

hi(zr) = 0 sowie Ve;(zx) s, < —ci(ay,) = 0 fiir ¢;(x,) = 0 vereinfacht sich (3.17)
zu

(Prp) (@risi) = V@) sitp Y Velz)se+p Y sen(hi(a)) Vhi(a) sy

ei(@)>0 o Y hi () #£0 :’(xk_)/
<V sitp Y (@) +p Y. (=lhi(z)))-

ci(z1,)>0 hi(21)7#0

Nun gilt wegen (3.20) und (3.21)
V(@) si = —s), Hysi, - )\k+1VC( k)" sk —ipr Vh(zr) ' sk
/\HIC( k) =#{+Th(ﬂfk)
< —si Hysp, + Z (Mt1)ici(xr) + Z (freg1)ihi(xr).
¢i(zx)>0 hi(a1) 70

Einsetzen in die vorletzte Ungleichung ergibt
(Pfl,p)/(fckﬁk) < _Ska5k+ Z (Mit1)i — p)ei(zr) + Z (te41)i) — p)|hi(n)|

¢i(z)>0 hi(z)#0
< —S,ZH]CS]{;.
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O

Vollig analog wie in Lemma 2.4.3 148t sich zeigen, dass die Armijo-Regel fiir 7, , in z;,
wohldefiniert ist, falls s; eine Abstiegsrichtung ist. Dies motiviert den folgenden Algorith-
mus:

Algorithmus 21 Globalisiertes SQP-Verfahren fiir NLP
Weihle ~ € (0,1/2) fiir die Armijo-Regel. Wiihle p > 0 geniigend grof3, einen Startpunkt
(o, Ao, o) € R™ x R™ x RP und eine symmetrische Matrix Hy € R™".

Fiirk=0,1,...:

1. Falls (xy, Mg, i) die KKT-Bedingungen fiir (NLP) erfiillt: STOP mit Ergebnis xy.

2. Berechne die am ndichsten bei 0 liegende lokale Losung s;. des SQP-Problems (SQP},)
mit zugehérigen Lagrange-Multiplikatoren Ay i1, jix+1. Falls st Hys;, < 0 modifiziere
H,, und wiederhole Schritt 2.

3. Bestimme das grofite o, € {1,271,272, ...} mit
Py (k) = Poy (0 + onsk) > =v01(Pry p) (215 Sk)-
4. Setze v = x + 015, und wahle eine neue symmetrische Matrix Hy,, € R™".

Bemerkung: In einer praktischen Implementierung wihlt man den Penalty-Parameter p >
0 dynamisch, z.B. auf Basis von (3.18) zu

pr1 = max {pg, & + max{|[Aeiafl oo, [l ll o3} -

mit einem « > (. Die Wohldefiniertheit der Armijo-Regel ist immer gesichert, wenn Hj,
positiv definit gewihlt wird. O

Fiir Algorithmus 21 lassen sich recht befriedigende globale Konvergenzeigenschaften nach-
weisen, siehe z. B. die Arbeit von Han [Ha77], in der unter anderem ein Konvergenzresultat
fiir konvexe Probleme zu finden ist. Dennoch konnen bei Algorithmus 21 noch einige Pro-
bleme auftreten, die man bei einer Implementierung beriicksichtigen muss. Wir gehen nun
kurz auf mogliche Probleme ein.

3.6.4 Probleme beim SQP-Verfahren und mogliche Losungen
Unzulissige SQP-Teilprobleme

Es kann passieren, dass der zulidssige Bereich von (SQPy) leer ist.
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Beispiel 3.6.1 Betrachte das Problem
min f(z) unter der Nebenbed. x5 —2; >0, x5 — 27 <0,
Dann ist das SQP-Problem in Gﬁ) unzulissig:

Linearisierung der Nebenbedingungen im Punkt (}ﬁ

gungen

) ergibt die linearisierten Nebenbedin-

—1/4+5y—5 >0, s3—s51 <0.
Diese Nebenbedingungen sind inkompatibel, denn Subtraktion der zweiten von der ersten
ergibt —1/4 > 0.

Um immer die Zuldssigkeit der SQP-Teilprobleme sicherzustellen, kann man die Nebenbe-
dingungen relaxieren und gleichzeitig die Relaxation bestrafen. Anstelle von (SQPy) ver-
wendet man nun das Problem

(SQP, 1)

min flxy) +Vf(zr)'s + %STHICS + pz Yi + PZ((ZJr)i +(27)1)

u. d. Nebenbed. c(z1) + Ve(r)Ts —y <0, y>0
h(zy) + Vh(zp)'s — 27+ 27 =0, 25 >0, 27 > 0.
Hierbei ist p > 0 ein Penalty-Parameter.

(SQP, ;) besitzt immer den zuldssigen Punkt (0, (c(z))+, (h(2k))+, (—h(xk))4). Durch
Vergleich der KKT-Bedingungen von (SQP}) und (SQP,, ;) kann man leicht folgendes zei-
gen:

Lemma 3.6.7 i) Ist sy ein KKT-Punkt von (SQP}.) mit Multiplikatoren Ay 1, pip+1 dann
ist fiir alle

p > max {(Aer1)1, - s (Mg ) [ ()]s -+ oo | (gl }

der Punkt (s, 0,0,0) ein KKT-Punkt von (SQP,, ;) mit Multiplikatoren \iy1, jtis1,
Mke+15 T],:rl, Moy 1> WODel

Nk+1 = PE — Akt 771211 = pe — Hkt1, My = PE T Pyl

Hierbei ist jeweils e = (1,..., 1) und ny., 1, 7],;1 bzw. n,_,, sind die Multiplikatoren
w—y <0 —zt <0bzw. —z~ <0.

ii) Ist (s1,0,0,0) ein KKT-Punkt von (SQP, ;) mit Multiplikatoren A1, ftg+1, Mkt1,
7],;:_1, Ny1» dann ist sy eine KKT-Punkt von (SQPy,) mit Multiplikatoren A1, fir 1.
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Unabhiingig von der GroBe von p > 0 kann man fiir eine Losung (sk, Yk, 23, 2 ) von
(SQP,, ;) nachweisen, dass gilt

(3.19) (Pr, ) (wx; s1) < —s7 Hysp.

Damit ist s;, eine Abstiegsrichtung, falls [}, positiv definit ist (beachte, dass fiir /7, , und
(SQP,, 1) dasselbe p verwendet wird).

Verwendet man Algorithmus 21 mit Teilproblem (SQP,, ;) und Hessematrizen Hj, so dass
fiir Konstanten 0 < ¢y < ¢ gilt

colls|® < s"Hys < cals|” Vs € R,

dann kann man nachweisen, dass jeder Hiufungspunkt Z von (zy) ein stationdrer Punkt von
Py, ,ist,d.h. (P, ,)'(Z; s) = 0 fiir alle s € R™. Fiir einen Beweis siehe z.B. [GK02].

Maratos-Effekt

Wir wissen, dass das lokale SQP-Verfahren Q-superlinear gegen einen Punkt Z konvergiert,
der (LSQP1), (LSQP2) erfiillt. Es gibt aber Fille, in denen fiir x;, beliebig nahe bei Z fiir
jedes p > 0 gilt

Poyp(@i + 51) > Poy p(@i)-

Die Armijo-Bedingung in Schritt 3 von Algorithmus 21 (oder jede andere Abstiegsbedin-
gung) wiirde daher den SQP-Schritt mit Schrittweite o, = 1 nicht zulassen und daher die
Q-superlineare lokale Konvergenz zerstoren. s, ist dann zwar eine Abstiegsrichtung, aber
der volle Schritt erhoht f und den /;-Strafterm. Dies kann passieren, wenn x; + s; im
Vergleich zu z;, die Nebenbedingungen zu stark verletzt.

Dieses Phdnomen wurde zuerst von Maratos in seiner Dissertation [Ma78] entdeckt.

Beispiel 3.6.2 Betrachte das Beispiel

I_(&n;ngERQ f(z):=2(& +& —1)— & unter der Nebenbed. h(z) := &7 +& —1=0.
Man priift leicht, dass * = ((1)) das globale Minimum ist mit einem Lagrangemultiplikator
fi. Man kann zeigen, dass das lokale SQP-Verfahren fiir Startpunkte (g, io) € Bs(Z, 1),
d > 0 klein genug, Q-superlinear gegen (z, i) konvergiert.

Andererseits gilt fiir v, € Z \ {Z} und p, < —1 beliebig (solche Punkte existieren in jeder
Umgebung von (z, /1)), dass die Penalty-Funktion P, , den SQP-Schritt s, ablehnt, da gilt

Py p(p + 51) > Poy p(@r)-
Begriidnung:  erfiillt mit dem Multiplikator g = —% die Voraussetzungen (LSQPG1),

(LSQPG?2). Das lokale SQP-Verfahren konvergiert also fiir Startpunkte (o, 110) € Bs(Z, 1),
d > 0 klein genug, Q-superlinear gegen (Z, f1).
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Seien nun z;, € Z \ {Z} und p, < —1 beliebig (solche Punkte existieren in jeder Umge-
bung von (z, i1)). Weiter sei s;, die Losung von (SQPj) mit Multiplikator sz ;. Die KKT-
Bedingungen fiir (SQP},) liefern

Vf(zg) + V2 L(wg, pr)se + VR(zp) tes1 = 0.
Nun ist A(zy) + Vh(zr)Tsi, = Vh(zy)Tsy = 0. Da h und f quadratisch sind, gilt
h(xy + s1) — h(zg) = Vh(x) s, + sts, = spsp > 0
sowie
fxr 4 s1) — far) = Vf(xr) s, + 28t s, = —si V2, L(wg, pur) s + 251 sp
= (=4 — 2 + 2)sp 5, = 2(—pp, — 1)1 8, > 0
wegen i < —1. Damit haben wir
|h(x + si)| > |h(zg)| und  f(zg +sg) > f(ag), also Py p(xr + sk) > Po, p(xk).

O

Als Ausweg kann man dj, durch eine Second-Order-Correction s;°¢ so korrigieren, dass

gilt
h(zy, + s, + 53°9) = o([|s]|”)

anstelle der sonst lediglich garantierten Zulidssigkeit
By + s1) = O(|lse])”).
Man erreicht dies zum Beispiel durch die Wahl
5299 = —Vh(x)(Vh(z) ' Vh(zr) " h(2g + si).
Im Falle von Ungleichungsnebenbedingungen verwendet man ((Ve¢;(x)) a0, VA(Zk))

anstelle Vh(xy).

Der Schritt 530 erfiillt s7°¢ = O(||s||*), ist also sehr kurz im Vergleich zu s;. Mann
kann nun zeigen, dass Algorithmus 21 mit Hy, = V2 _L(xy, Ak, p:) und Schrittweitensuche
entlang der Kurve

T + 0SE + O'QSEOC

Ubergang zu Q-superlinear Konvergenz zuliBt.
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3.6.5 BFGS-Updates fiir SQP-Verfahren

Wir wissen bereits, dass die Wahl H;, = V2_L(xy, A, jx) lokal Q-superlineare Konvergenz
liefert. Allerdings werden dann die zweiten Ableitungen von f, ¢, h benotigt. Zudem ist Hy,
nicht immer positiv definit, was fiir das globale Konvergenzverhalten giinstig ist. Es liegt
daher nahe, Quasi-Newton-Updates H, insbesondere BFGS-Updates, zu verwenden, die
die Quasi-Newton-Gleichung
Hydy =y,

mit

di = Tppr — Ty Yk = Ve L(Thyr, Ay pir) — Vo L(@k, Ak, pr)
erfiillen. Da wir jedoch eine Art Armijo-Regel fiir die /;-Penalty-Funktion verwenden, ist
dFyr, > 0 nicht garantiert und somit die positive Definitheit von Hy; nicht sichergestellt.

Aus diesem Grund schldgt Powell [Po78] vor, den Update

(3.22) Hyr = ©PFOS(Hy, di, yi?)
zu verwenden, wobei
(3.23) Y = Opy + (1 — 0x) Hidy,
mit
O = 0.8d} Hydy,
T Hedr—dTor sonst.

Mit dieser Wahl 148t sich leicht zeigen, dass gilt
A >,
und somit ist Hy 1 gemiB (3.22), (3.23) positiv definit nach Lemma 2.10.2.

Der ”geddampfte BFGS-Update” (3.22), (3.23) wird héufig eingesetzt. Eine Konvergenzana-
lyse findet man in [Po78a], wo insbesondere R-superlineare Konvergenz unter geeigneten
Voraussetzungen gezeigt wird.

3.7 Losung quadratischer Optimierungsprobleme

Wir haben gesehen, dass beim SQP-Verfahren in jeder Iteration ein quadratisches Optimie-
rungsproblem (QP) zu l6sen ist. Allgemein sind QPs eine wichtige Klasse von Optimie-
rungsproblemen.

Quadratisches Optimierungsproblem (QP):

1
min ¢(z) :=d z+ -2THzx
(QP) (@) 2
u.d. Nebenbed. c(z) :=a+ AT2 <0, h(z):=b+BTr=0,
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mitd € R", H € R™" symmetrisch, a € R™, A € R*»™, b € RP, B € R"P.

Im nichtkonvexen Fall kann (QP) O(2") lokale Minima mit unterschiedlichen Funktions-
werten haben. Zum Beispiel hat

2

"1 =g
: i—1 1 : _ < <
91}6111&{11 E_l 2 3 unter der Nebenbedingung 1< <2

injeder Ecke x € {—1,2}" des Wiirfels [—1, 2] ein lokales Minimum mit Funktionswerten
0,—1,-2,...,—2" +1.

Wir betrachten daher hier nur QPs mit A symmetrisch positiv definit. Dann ist (QP) konvex
mit streng konvexer Zielfunktion und es gilt eine CQ, da die Nebenbedingungen affin linear
sind. Also hat (QP) nach Satz 2.2.6 ein eindeutiges Minimum Z, und Z ist nach Satz 3.2.20
der einzige KKT-Punkt.

Sind ), fi zugehorige Lagrange-Multiplikatoren, dann gelten die KKT-Bedingungen genau
dann, wenn fiir ein A C A(Z) gilt

(3.24) Vq(r) + Agda + Bji = 0,
(3.25) as+AL4T =0, b+ BTz =0,
(3.26) A >0, Mo, mpa=0, a+Az<0.

wobei A4 die Spalten ¢ € A von A enthalte. Nun sind (3.24), (3.25) gerade die KKT-
Bedingungen fiir das der aktiven Menge A;. := A zugeordnete gleichungsrestringierte Pro-
blem

1
min ¢(z) :=d z+ —2"Hzx
(QPx) (@) 2
u. d. Nebenbed. a4, + Aikx =0, b+BTz=0.

Umgekehrt ist ein KKT-Punkt z;, von (QP;) mit Multiplikatoren ks it ein KKT-Punkt von
(QP), falls gilt

(3.27) e >0, a+ AT, <0,

(3.24)—(3.26).

Sei x zuldssig fiir (QP). Die grundlegende Idee von Aktive-Menge-Verfahren besteht nun
darin, fiir eine Approximation A, C A(xy) der aktiven Menge das Problem (QPy,) zu 16sen.
Ist (3.27) erfiillt, dann ist die Losung z; von (QP) gefunden. Sonst wird ein zulédssiger Punkt
Tpy1 = Xk + (T, — x) von (QP) mit g(zx41) < ¢q(z1) bestimmt und eine neue aktive
Menge A1 C A(2gy1) mit Ag g & { Ay, ..., Ar} gewihlt.

Dies ergibt folgenden Algorithmus:
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Algorithmus 22 Wihle einen zuldssigen Punkt xq fiir (QP) sowie \y € R™, pug € RP.
Wihle Ay C A(xo).

Fiirk=0,1,2,...:

1. Ist xy, ein KKT-Punkt von (QP) mit Multiplikatoren M\, ji: STOP

2. Setze I, = {1,...,m} \ Ay und bestimme eine Losung Ty, von (QPy,) mit Multiplika-
toren M\, fig. Setze s, = Ty, — Ty, [p+1 = i und definiere N1 durch (Ag11) .4, = i,
()‘k’-i-l)lk = 0.

3. Ist Ty, zuldssig fiir (QP) und gilt \j,.1 > 0: STOP mit KKT-Punkt Xy.

4. Ist Ty, zuldssig fiir (QP) und gibt es j € Ay mit (Ay1); = min;(A\g41); < 0, dann
setze Ty = Tk, Apr1 = Ay \ {J} und gehe in die ndichste Iteration.

5. Ist Ty, nicht zuldssig fiir (QP), dann bestimme
or =max{o >0 : xy + osyzuldssig fiir (OP)} .

Setze xy1 = xp + oSy und Ay = A U {j} mit einem j € I, so dass (a +
AT$k+1)j =0.

In seltenen Fillen kann passieren, dass der Algorithmus “kreist”, also x, = x; fiir alle
k > [ mit einem [ gilt. In diesem Falle wird immer wieder derselbe Zyklus aktiver Mengen
generiert. Dies kann durch geeignete Auswahlregeln in Schritt 4 und 5 verhindert werden.

Wir halten folgende Eigenschaften des Algorithmus fest, falls [ positiv definit ist:

e Alle . sind zulédssig und es gilt ¢(zx11) < q(xp).

o Im Fall x; 1 # zy gilt g(xr1) < q(xx), da ¢ streng konvex ist und fiir die Losung
Zj, von (QPy) wegen Ty, # zy, gilt ¢(ZTx) < q(z).

e Nach jeweils spitestens n Iterationen ist z;; Losung von (QPy), denn:

1. Fall Ist z; zuldssig, dann ist ., = Ty Losung von (QPy).

2. Fall Solange Z; nicht zuléssig ist, wird in Schritt 5 eine neue, linear unabhéngige
Nebenbedingung j aktiv. Tritt der 1. Fall nicht auf, dann sind nach maximal
n Schritten n linear unabhingige Nebenbedingungen aktiv. (QPj) hat dann nur
den zulédssigen Punkt x; und es gilt im nichsten Schritt x; 1 = T = xi. Also
ist x;, 1 Losung von (QPy).

e Der Fall x;,1 # x; kann nur endlich oft auftreten: Wire dies nicht so, dann wiirde
nach den bisherigen Uberlegungen eine Teilfolge k; existieren mit xy, 16st (QPy,_1)
und g(zx,) < q(xy, ). Also miissten alle Probleme (QPy,_;) verschieden sein, es gibt
aber nur endlich viele verschiedene Moglichkeiten fiir (QPy).
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e Terminiert der Algorithmus also nicht endlich, dann gilt x;, = x; fiir alle £ > [ mit
geeignetem [. Dies ist nur moglich, wenn Schritt 4 und 5 immer wieder dieselben In-
dexmengen 4, generiert, fiir die A\x,; # 0. Erzwingt man durch eine Auswahlregel,
dass alle moglichen Indexmengen A;, ausprobiert werden, wenn 7 linear unabhédngi-
ge Nebenbedingungen “aufgesammelt” wurden, dann findet man entweder .4; mit
Akt1 > 0 oder mit x51 # x (Anwendung des Lemmas von Farkas).

3.8 Dualitit

Wir betrachten wieder das Problem

(NLP) min f(z) u.d. Nebenbedingung h(z) =0, c(z)<O0.

z€R™

mit zugehoriger Lagrange-Funktion

LiaApt) = f(x) + N e() + u" (o).

3.8.1 Das duale Problem

Wir wollen (NLP) ein duales Problem zuordnen, das in gewissen Fillen dquivalent zu (NLP)
ist, aber in jedem Fall Unterschranken fiir den Optimalwert von (NLP) liefert.

Die Konstruktion eines dualen Problems fiir (NLP) beruht auf der Beobachtung, dass gilt

f(x) fallsz € Z,

plz) = sup L(w>k,u)={
+00 sonst.

AERT ueRP
Damit ist unser primales Problem (NLP) dquivalent zu

(NLP) min  sup  L(x, A\ p).

TER™ \eR'? ueRP

Nun ist es naheliegend, ein duales Problem durch Vertauschen von min und sup zu gewin-
nen:

Definition 3.8.1 Das Problem

(DNLP) sup inf L(x, A, p).

AERT ucRp TER™
heifst zu (NLP) duales Problem. Die Funktion

d(A, p) = inf L(z, A, )

zeR™
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heifst duale Zielfunktion und die Funktion

p(.ilj) = sup L(kahu)

AERT, uERP

primale Zielfunktion.

Bemerkung: Fiir jedes feste x ist (\, ) — L(x, A\, ) eine lineare Funktion. Daher ist
d(\, p) als Infimum von linearen Funktionen konkav. Daher ist das duale Problem ein Ma-
ximierungsproblem einer konkaven Funktion auf einer konvexen Menge, also dquivalent zu
einem konvexen Optimierungsproblem. O

Es gilt der wichtige

Satz 3.8.2 (Schwacher Dualititssatz) .
Ist T zuldissig fiir das primale Problem (NLP) und (\, [u) zuldissig fiir das duale Problem
(DNLP), dann gilt

p() = f(&) > d(\ )
Beweis: Wegen \ > 0, ¢() < 0, h(z) = 0 gilt
d(\, 1) = inf L(z, A ) < L(E A ) = f(E) + Ne() + 7T h(E) < f(F) = p(&).

O

In vielen Fillen sind die Optimalwerte von (NLP) und (DNLP) gleich und zwar genau dann,
wenn die Lagrange-Funktion einen Sattelpunkt besitzt.

Definition 3.8.3 Der Punkt (Z, \, i) € R" x R™ x R? heif3t Sattelpunkt der Lagrangefunk-
tion, falls

Lz, A\ p) < Lz, A\ i) < Lz, A\ i) Ve eR" AeRY, ueR.
Satz 3.8.4 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) (z,\, i) ist Sattelpunkt der Lagrangefunktion.
ii) x ist globales Optimum von (NLP), (X, 1) ist globales Optimum von (DNLP) und
f(@) = d(X, ).

Der Beweis verwendet die Tatsache, dass fiir jede Funktion L : R" X R X R? — R gilt

(3.28) sup inf L(z, A\, pu) < inf  sup Lz, A, p).

AER™T ueRp TER™ TER™ \eR'? ueRP
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Tatsédchlich gilt fiir jedes z € R"

sup inf L(xz, A\, pu) < sup  L(Z, A\, p).
AERT ucRp TER™ AER pERP

Da 7z beliebig war, folgt (3.28).

Beweis: 1) = ii): Wir haben mit (3.28)
L(z,\p) = inf L(z,\,i) < sup inf L(z, )\, p)
TeR™ AERT, ERP TeR™

< inf sup L(x,\ p)
ZER™ \eR' uERP

< sup L(7,\ p)
/\ER:’_‘,MGRP

Damit folgt

L(z, A\ i) = inf L(z,\, i) =d(A\, i) = sup L(Z,\ p) = p(Z) < 0.

Alsoist 7 € Z, p(z) = f(z) und wegen d(X, ji) = p(z) folgt die Optimalitit von Z und
(A, i) aus dem schwachen Dualitiitssatz.

i1) = 1): Es folgt

L(i" j‘aﬁ) < f(j) :p(f) = sup L(fv)‘v:u) = d(j‘aﬁ’) = inf L($a5‘7ﬂ) < L(f,j\,ﬁ)

AERT LERP z€RN

Daraus ist die Sattelpunkteigenschaft abzulesen. O

Bemerkung: Fiir stetig differenzierbare konvexe Probleme (NLP) 146t sich das duale Pro-
blem (DNLP) meist in expliziter Form schreiben. Tatséchlich ist dann fiir jedes (A, ) €
R’ x R? die Funktion

x— Lz, A\ 1)

konvex. Wird nun inf,cg» L(x, A, 1) angenommen, existiert also min,cg» L(x, A, p1) fiir alle
(A, ), dann sind die Minimalpunkte genau alle z mit V, L(z, A, 1) = 0. Wir konnen dann
(DNLP) schreiben in der Form

sup L(z, A, 1) unter der Nebenbedingung A >0, V,L(z, A\, u) =0.



S. Ulbrich: Nichtlineare Optimierung 132

3.9 Augmented-Lagrange-Verfahren (Erginzung)

Wir betrachten abschlieBend einen wichtigen Vertreter der sogenannten Multiplikatorver-
fahren, das Augmented-Lagrange-Verfahren. Wir betrachten das gleichungsrestringierte Pro-
blem

(NLPG) m%gn f(z) unter der Nebenbedingung h(z) = 0.
xe n
Im folgenden seien f : R — Rund h = (hy,...,h,)" : R" — R?, p < n, zumindest

stetig differenzierbar. Augmented-Lagrange-Verfahren stellen eine Weiterentwicklung der
quadratischen Penalty-Verfahren dar. Ihr Vorteil besteht darin, daB3 der Penalty-Parameter
wihrend der Iteration nicht gegen Unendlich streben muf3, um globale Konvergenz zu er-
zielen.

3.9.1 Motivation des Augmented-Lagrange-Verfahrens

Fiir x € Z gilt h(z) = 0 und daher
L(z, p) = f(z) + p" h(z) = f(z).
fiir beliebige Multiplikatoren p € RP.

Somit ist (NLPG) dquivalent zu

(3.29) min L(x, ) unter der Nebenbedingung h(x) = 0.

zeR?
wobei der Multiplikator ;1 € R? beliebig, aber fest ist.

Das Hauptproblem des quadratischen Penalty-Verfahrens besteht wie gesagt darin, dal3 eine
Losung x von (NLPG) im allgemeinen kein stationdrer Punkt von P, ist, jedenfalls nicht,
wenn V f(Z) # 0 gilt, was in aller Regel der Fall ist.

Gilt hingegen in Z eine Constraint Qualification (z.B. Rang VA (Z) = p oder h affin linear),
dann existiert ein Lagrange-Multiplikator i € R? mit V,L(z, i) = 0. Wihlen wir also
i = [ in (3.29) und wenden dann das Penalty-Verfahren an, so ist Z ein stationédrer Punkt
der Penalty-Funktion L,(x, i), wobei L, die Augmented Lagrange-Funktion ist:

Definition 3.9.1 Sei p > 0. Die Funktion L, : R" x R? — R,

Lo(w. 1) = L(a, ) + E0(@)[3 = () + 1" h(x) + El1m) 5

heifit Augmented Lagrange-Funktion.

Ist p > 0 hinreichend grof und gilt in Z die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung, so
ist Z sogar ein isoliertes lokales Minimum von L,(-, p):
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Satz 3.9.2 Seien f und h zweimal stetig differenzierbar und (Z, 1) sei ein Kuhn-Tucker-
Paar fiir (NLPG), in dem hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung gelten. Dann gibt
es p > 0, so dap fiir alle p > p V,L,(z, 1) = 0 gilt und ¥V, L,(Z, 1) positiv definit ist.
Insbesondere ist also T ein isoliertes lokales Minimum von L, (-, fv).

Der Beweis benutzt das folgende

Lemma 3.9.3 Sei A € R™? und M € R™" symmetrisch. Gilt dann s" Ms > 0 fiir alle
s # 0mit ATs = 0, so gibt es p > 0, so daf3 M + pAAT positiv definit ist fiir alle p > p.

Beweis:
Zunichst gilt fiir p > p > 0O:
sT(M + pAAT)s = sTMs + p||ATs||> > s"Ms + p||A”s|; = s"(M + pAAT)s.
Es geniigt daher, zu zeigen, daB es p > 0 gibt, so daB M + pAAT positiv definit ist.
Angenommen, es gibt kein solches p. Dann gibt es eine Folge (s;) C R”, ||si|l, = 1, mit
s (M + kAAT)s;, < 0.

Nach Auswahl einer Teilfolge gilt (s;)x — s, ||s||, = 1, und

0> st (%M + AAT) Sk — ||ATSH§ (K>k— ).

Dies zeigt ATs = 0, also sTMs > 0. Daher gibt es aus Stetigkeitsgriinden & € K mit
st M sy, > 0 und wir erhalten den Widerspruch

0> st (M + kAAT)s), = si Msy, + k||AT3kH§ > 0.

Also gibt es doch ein solches p. O
Beweis: des Satzes:

Wir haben

p
i=1
= Vi L(T, i) + pVI(T)VI(T)".
Wegen der hinreichenden Bedingung 2. Ordnung ist Lemma 3.9.3 anwendbar mit M =

V2,L(Z, i) und A = Vh(Z). Daher gibt es p > 0, so daB V2 L,(Z, ji) positiv definit ist
fiir alle p > p.
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Weiter gilt V,L,(Z, 1) = 0, und somit sind die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung
aus Satz 2.1.5 erfiillt. Der Punkt Z ist daher ein isoliertes lokales Minimum von L, (-, fi).

O

Natiirlich ist der Lagrange-Multiplikator /i nicht bekannt, so dal wir diesen geeignet appro-
ximieren miissen. Es gilt:

Satz 3.9.4 Seien f und h zweimal stetig differenzierbar und (z, 1) sei ein Kuhn-Tucker-
Paar fiir (NLPG), in dem hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung gelten. Ist dann p > 0
hinreichend grof3 und p > p beliebig, so gibt es 6 > 0 und € > 0, so dafs die Funktion
L,(-, ) fiir alle p € Bs(f1) ein eindeutiges lokales Minimum x,(jt) auf B.(z) besitzt. Die
Funktion jv — x,(11) ist stetig differenzierbar mit x,(fi) = .

Beweis:

Gemil Satz 3.9.2 gibt es p > 0, so daB fiir alle p > p gilt:
V.L,(Z,1) =0, V2 .L,(%,[i) positiv definit.

Anwenden des Satzes iiber implizite Funktionen auf V,L,(z, ;1) = 0 liefert nun 6, > 0
und eine C'-Funktion x, : Bs(i) — B.(Z) mit x(i) = 7, so daB = = x(u) fiir alle
i € Bs(z) die einzige Losung von V,L,(z, ) = 0 ist. Durch Reduzieren von § (falls
nétig) erzielen wir wegen V2 L,(x(p), ) — V2,L,(Z, 1) weiter, daB VZ L,(z(p), p)
positiv definit ist fiir alle ;1 € Bs(z). Daher ist z(u) ein lokales Minimum von L, (-, 1), wie
gewiinscht. O

Unsere Strategie ist nun die folgende:

e Wir wenden das Penalty-Verfahren auf das Problem (3.29) an, wobei es geniigt, geeig-
nete lokale Losungen zu berechnen.

e Nach Losen jedes Teilproblems wird yiy, aktualisiert und eventuell p;, erhoht.

e Ist (Z, 1) ein KT-Paar, in dem hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung gelten, ist
pr hinreichend grof und liegt (xy, py) hinreichend nahe bei (Z, i), so ist das x; nichst-
gelegene lokale Minimum von L, (-, i) gegeben durch x4 = z,, (k).

e Das Kriterium zur Erhéhung von p; wird so gewdhlt, daB fiir ;i nahe i und zp =
x,, (1) die Wahl py = p;, getroffen wird, falls pj, hinreichend grof ist. Dies bedeutet,
daf} der Penalty-Parameter schlieBlich nicht mehr erhoht wird.

Wir miissen uns noch eine Strategie fiir den Update des Multiplikators iiberlegen:
Ist 241, ein lokales Minimum von L, (-, jt), so gilt:

0=V.Ly (i1, ) = VI (@ri1) + V(i) (0 + prh(r41))
= Vo L(Tpy1, pie + prh(Try1)).
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Sei nun Z eine lokale Losung von (NLPG), in der Vh(Z) vollen Spaltenrang hat (dies ist
eine CQ). Dann liefert der Kuhn-Tucker Satz einen (eindeutigen) Lagrange-Multiplikator
mit

Es liegt daher nahe, folgenden Update des Lagrange-Multiplikators zu wihlen:
Update des Lagrange-Multiplikators:

frr1 = fk + prh(Thg).
Wir erhalten das folgende Verfahren:
Algorithmus 23 (Augmented Lagrange Verfahren)
Wihle pg > 0, 29 € R" und g € R?, v € (0,1), 5> 1, A > 0.
Firk=0,1,2,...:
1. Falls (zg, ux) ein KT-Paar fiir (NLPG) ist, STOP.

2. Bestimme die xj, nichstgelegene lokale Losung zj; von

min L, (2, uy).

Falls dies nicht moglich ist, setze py := [3py, und wiederhole Schritt 2.

e+ peh(wpgr)  falls | + pph(rgpg) |, <A,

3. Setze pip1 = {
i) sonst.

Bpr falls [|A(zg41)lly > 7l[2(zx)
Pk sonst.

29

4. Setze piy1 = {

3.9.2 Globale Konvergenz

Satz 3.9.5 Seien f und h stetig differenzierbar. Algorithmus 23 erzeuge eine Folge (xy) mit
einem Héufungspunkt T, in dem YV h(Z) Rang p hat. Dann ist T ein Kuhn-Tucker-Punkt von
(NLPG) mit zugehorigem Lagrange-Multiplikator

i =—(Vh(z)"Vh(z)) "' Vh(2)"V f (7).
Ist dariiber hinaus (xy,) eine Teilfolge mit (xy,)c — T und gilt ||ii]|, < A, so folgt weiter:

(1) — fi.
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Beweis:

Sei (z)x eine gegen & konvergente Teilfolge. Mit fi, = pr_1 + pr—1h(zx) haben wir

0= VoL (wg, pr—1) = Vf(xr) + V() (-1 + pr_1h(xr)) = V f(xr) + Vh(zp) fig.
Dies ergibt, da Vh(z;)T Vh(zy) fiir groBe k € K invertierbar ist,

fie = —(Vh(2p) ' V() Va(zr) 'V f(21) — —(VR(Z)'VR(Z) ' VE) !V f(Z) = [
Wir erhalten:

K3k—o0

Strebt py nicht gegen +o0, so gibt es I > 0 mit pr = p; und ||h(xx)|l, < Y7 h(2)]], fiir
alle k > [. Insbesondere ergibt sich h(zx) — 0 und daher h(z) = 0.

Gilt andererseits p;, — 00, dann folgt wegen

=0

(b, — Mp— 1
lim sup || A(z)|, = lim sup Nt = pally (I, +A) lim
Kak—oo Kak—o0 Pr—1 K3k—o0 pp_1

wiederum h(z) = 0. Also ist (Z, i1) ein KT-Paar.
Ist A > ||fa

5, so gilt fiir groe k € K:

pw = fix = —(Vh(xy) " Vh(zy)) "'V f (1) — i

3.9.3 Lokale Konvergenz
Wir wenden den folgenden Satz aus [Ber82, S. 108] an.

Satz 3.9.6 Seien f und h zweimal stetig differenzierbar und (z, i) ein KT-Punkt von (NLPG),
in dem Vh(Z) Rang p hat und hinreichende Bedingungen 2. Ordnung gelten. Weiter sei
p > 0o, daf V2, L;(Z, i) positiv definit ist.

Dann gibt es §,e > 0 und C > 0, so daf3 fiir alle (u, p) € D mit
D ={(u,p) : =gy <dp, p=p}

das Problem
min {L,(z, 1) : [lz —2fl, <<}

eine eindeutige Losung x(u, p) besitzt. Die Funktion x(u, p) ist auf dem Inneren von D
stetig differenzierbar, und fiir alle (p, p) € D gilt:

B C B . B C _
|z(u, p) — 2|, < ;Hu — pilly,  a(u, p) — @y < ;Hu — il
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mit i(p, p) = p+ ph(x(w, p)). Weiter gilt fiir alle (1, p) € D:

Rang Vh(z(u,p)) =p, V2,L,(x(p,p), ) positiv definit.

Beispiel 3.9.1 Betrachte

min {f(x) : h(z) =0}
mit f(z) = 321 — $a3 4 22, ¢ > 0, und h(x) = z,. Die optimale Losung ist Z = 0, der
zugehorige Multiplikator ;i = —1. Nun gilt

1 c
L,(x,p) = ixf — §x§ + @9 + pxy + gxg

Somit
x 1 0
vach(Inu) = ( ! )7 vix[’ﬂ(‘rvﬂ) = ( >

L+pu+(p—c)ry 0 p—c

Die Matrix V2, L,(z, i) ist positiv definit genau dann, wenn p > ¢ gilt. Fiir p < ¢ hat
L,(-, 1) kein lokales Minimum. Fiir p > cist L,(-, ) quadratisch und streng konvex. Das
eindeutige lokale (und globale) Minimum ist

wn=()

I, p) — 2, = LA I A
’ 2 p—c p—c

Nun gilt
L

= gl
P

Weiter gilt

Ltp _cp—pptptpp cptp

(g, p) = pp+ ph(z(p, p)) = p+p

c—p c—p c—p
Daher:
cp
5 _ cu+p cu+c c B —c _
|, p) — i = —+1‘= = =l === —ql.
c—p c—p| p—c p

Fiir p > ¢ konnen wir also C' = M wihlen. Wir sehen auch, daf} die Konvergenzord-

nung in Satz 3.9.6 nicht verbessert werden kann.

Satz 3.9.7 Seien f und h zweimal stetig differenzierbar. Algorithmus 23 erzeuge eine Folge

(xx) mit einem Héufungspunkt T, in dem YV h(x) Rang p hat. Dann gilt:

a) Der Punkt T ist ein Kuhn-Tucker-Punkt von (NLPG) mit zugehorigem Lagrange-Multiplikator

= —(Vh(z)'Vh(z))'Vh(z)'Vf(2).
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Sei nun weiter A > ||fi|l, und (z, i) geniige der hinreichenden Bedingung 2. Ordnung.
Dann gilt auferdem:

b) Wird py. hinreichend grofi, so konvergiert die Folge (xy, i) gegen (T, 1) und es gibt
C > 0, so dap fiir hinreichend grofie k gilt:

_ ¢ _
lprsr = Ailly < Il = All,,
Pk

_ C _
[zrrr = Zlly < =l = flly,
Pk

c) Esgibtl > 0 mit p, = p, fiir alle k > .

Beweis: Die Aussage a) folgt aus Satz 3.9.5.

zu b): Wegen den Voraussetzungen an (Z, fi) ist Satz 3.9.6 anwendbar. Sei p* > max{p, C'}.
Gibt es nun &’ mit p, > p* fiir alle £ > £, dann haben wir mit p = §p*:

(s px) € D Yk > K mit ||, — all, < p.
Da (z, 1) ein Haufungspunkt von (xy, ) ist, gibt es k > &/ mit

_ . € _ _ €
i = flly < min {p, . A = 2l ol = all, < 5.

w

@p, (k. pi) ist dann das einzige lokale Minimum von L, (-, it) in B.(Z) und es gilt

3

_ C _ C _
120, (s o) — Zlly < — Il — Blly < — e — R, <
P p 3

Somit ergibt sich

2o, (ke 1) — Trlly < M| 2p,, (ks p1) — Z[o + [z — 2|5 < 3

Der Punkt x4, ist das x;, nichstgelegene lokale Minimum von L, (-, 11;). Im Falle 21 #
Zp, (g, pr;) wiirde dann ||z — Z||, > € gelten, also

k1 = wlly = lwers — Zlly — ok — 2l > -
Daher gilt doch x4 = x,, (1w, pi). Weiter haben wir
_ _ C _ _ _
1B pr) = illy < =l = illy <l = il < A= 1l

und daher
(e, pr) |l < A
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Dies zeigt pix+1 = fi(pir, pr). Das neue Paar (zy41, p41) erfiillt wieder alle Voraussetzun-
gen, um induktiv zeigen zu konnen, dab fiir alle £ > £’ gilt:

) C ) C .
itrrr — ally < =l — Bl < = Nlww — 2ll, =0,
Pk P

~—
<1

Q

_ C _ _
[2a1 — 2|5 < p—klm —illy < =l = ally, = 0.

~—~
<1

Ae)

c) 1. Fall: p, < p fiir alle £.

Dann kann p; 1 = [p; nur fiir endlich viele k& gelten und daher gibt es [ > 0 mit pp = p;
fir alle £ > [.

2. Fall: Es gibt £ mit p > p.

Angenommen, (py,) ist unbeschrinkt. Dann kdnnen wir b) anwenden und erhalten (zy, px) —
(Z,[1). Aus

Pyt = i+ prh(Tri1)
fiir groBe k folgt nun:

_ _ C _
%mwﬂmuzm%—wﬂmsnw—um+mmH—mus(r+a)m%—mu

_ _ Pk—1 _
ol lly = s = aelly = oo = flly = o = illy = (P55 = 1) e =l

Dies zeigt
1+ & c1+< 1
Pk—1
M@Hmus——mT%LM@muz———%%M@wm=0<—)M@Mb
P e — 1 Prl— py Pk

fiir pr — oo. Fiir hinreichend grof3es £ gilt daher stets

1A (zra)lly < vllAGER)ll

und somit p;.1 = pg. Daher wird p; schlieBlich nicht mehr erhoht, im Widerspruch zur
Annahme. Die Beschrinktheit von (py) ist somit nachgewiesen. O
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