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XIII. Integralrechnung mehrerer Veranderlicher

In diesem letzten Kapitel der Analysis in mehreren Verénderlichen werden wir uns
noch kurz der Integrationstheorie zuwenden. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion
der Integralrechnungen in mehreren Veranderlichen reicht die uns verbleibende
Zeit hier nicht aus und dafiir ist ohnehin die Vorlesung , Mehrfachintegration
vorgesehen. Wir werden daher nur kurz die wichtigsten Eckpfeiler der Theorie
kennenlernen (im wesentlichen ohne Beweise) und sehen, dass man damit durch-
aus fiir viele praktische Zwecke genug weif}, um konkrete Integrale berechnen zu
konnen.

XIII.1. Das mehrdimensionale Riemann—Integral

Wie in der eindimensionalen Integrationstheorie betrachten wir nur be-
schrankte Funktionen

fila,b] :=={z e R": (Vi) a; <z; < b} — R,

die auf Quadern [a,b] in R™ definiert sind.
Auch hier beginnen wir mit dem Konzept einer Stufenfunktion, das aller-
dings durch die héhere Dimension etwas komplizierter wird.

Definition XIII.1.1. Sei @ = [a,b] C R™ ein Quader.

(a) Eine Menge Z = {Q1,...,Qm} von nicht {iberlappenden Quadern Q;
heilt Zerlegung von @), wenn

Q=Jao,
j=1

Mit “nicht iiberlappend” meinen wir hier, dass der Schnitt @; N @; zwar nicht
leer sein muss, aber keine inneren Punkte enthalten darf (vgl. Aufgabe 1.1).
(b) Die Zahl

n

vol, (@) == u(Q) = H b, — a;

=1

heiflit Maf$ oder n-dimensionales Volumen von Q.
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(c) Die Zahl §(Q) := ||b — al|co heiBt Durchmesser von Q. Ist 6(Qy) der
Durchmesser von g, so heif3t

|IZ]] := max §(Qk)

1<k<m

Norm der Zerlegung. [ ]

Aufgabe 1.1. (Durchschnitte von Quadern) Seinen a < b und ¢ < d in R".
Dann ist
[a, b] N [¢, d] = [max(a, c), min(b, d)]

wieder ein Quader. Hierbei ist

max(a, c) := (max(ay, 1), ..., max(ay,, cy,))
und

min(b, d) := (min(by,dy), ..., min(b,, d,)). u
Definition XIII.1.2.  FEine Funktion f : [a,b] — R heifit Treppenfunktion,
wenn es eine Zerlegung Z = (Q1,...,Q.) von [a,b] und Zahlen ¢q,...,¢, € R
gibt mit

flz) =cp fiir x € QY.

Wir sprechen dann von einer Treppenfunktion bzgl. der Zerlegung Z. Von den
Funktionswerten an den Randern der Quader () wird nichts verlangt. Wir
schreiben T? fiir die Menge der Treppenfunktionen f:[a,b] — R. ]

Wie im Eindimensionalen stellt man leicht fest, dass T ein Vektorraum
ist und dass man auf T? einen wohldefinierten (also von der Zerlegungn un-
abhéngigen) Integralbegriff durch

m

]f(x) do =Y f(&)u(Q:)

i=1

fi=
]

[a,b [a,b

definieren kann, wobei &; € QY ist und die Funktion f auf dem Innern Q? des
Zerlegungsquaders (); konstant ist. Unmittelbar aus der Definition folgt, dass

das Integral auf T monoton und linear ist.

Definition XIIL.1.3. (a) Ist f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion, so
definieren wir das Oberintegral

7[a,b]f — inf{ ” b f <, P e T};}

und das Unterintegral

/ frzsup{/[ b]cpmpéf, 90€TZZ}-
_[a7b] a,
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Um die Endlichkeit dieser Werte einzusehen, beachten wir, dass aus der
Beschranktheit von f die Existenz von m,M € R mit m < f < M folgt.
Insbesondere existieren ,7 € TP mit ¢ < f < . Fiir solche Paare gilt
f[a’b] p < f[a’b] 1 wegen der Monotonie des Integrals auf 7. Insbesondere sind

T[a b]f und f[ b]f reelle Zahlen mit

f< [

<2 la,b] [a,b]

(b) Eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R heit Riemann-integrabel
(Riemann-integrierbar), wenn

f= f

Z_[a,b] [a,b]

gilt, d.h., wenn zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ,? € T? mit ¢ < f < 1)
und f[a 0P~ f[a p ¥ < € existieren. In diesem Fall definieren wir das Riemann-

Integral von f durch
f= f= f

[a,b] [a,b] <_la,b]

Die Menge der Riemann-integrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit
RY. Wir bemerken, dass T C RY trivialerweise gilt. |

Wie im Eindimensionalen zeigt man nun, dass auch R’ ein Vektorraum
ist und das Integral darauf eine monotone lineare Abbildung. Sind f und g
Riemann-integrabel, so auch

max(f,g), min(f,g), f=*g, f-g und |[f]|

Von zentraler Bedeutung ist allerdings, dass alle stetigen Funktionen Rie-
mann-integrabel sind:

Satz XIII.1.4. Jede stetige Funktion f:|a,b] — R ist Riemann-integrabel.

Beweis. Sei € > 0. Nach Satz 1X.3.19 ist f gleichméaflig stetig. Es existiert
also ein § > 0 mit |f(z) — f(y)| < e fiir alle z,y mit ||z —yllec <. Wir wihlen
nun ein N € N, so dass b% < ¢ fir alle 7 gilt. Fir j e Nj mit 0 <5, < N—-1
bilden die Quader

Jilbi —ai) _ <t (jz‘+1)(bi—az')}

Qj = Qjr,njn) = {x € R": (Vi) a; + N - = N

dann eine Zerlegung Z von [a,b] mit ||Z|| < 6. In der Tat erhalten wir N™
Quader des Durchmessers ~6([a,b]) = %||b — al| . Fiir jedes j sei

=inf f(Q;) wund M; :=sup f(Q;).
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Sei ¢ < f eine Treppenfunktion, die auf Q(j)- den Wert m; annimmt und ¢ > f

eine Treppenfunktion, die auf Q? den Wert M; annimmt. Dann ist ¢ < f <9
und aus 6(2) < § folgt M; —m; < e fiir alle j, also ¢ — ¢ < e. Hieraus ergibt

sich .
[ oo <[ w-[ e<eutan).
{arb] _[a,b] [avb] [avb]

Da ¢ beliebig war, folgt die Gleichheit von Ober- und Unterintegral, also die
Integrabilitdat von f. [ |

Definition XIII.1.5. (a) Eine beschrénke Teilmenge S C R"™, die natiirlich
in einem ausreichend groflen Quader ) liegt, heiflit Riemann-messbar, wenn ihre
charakteristische Funktion

(z) = 1 firzesS
XSWE= 0 fira g S

Riemann-integrabel ist. Ist dies der Fall, so heifit
u(S) = n() = | xsl)da

das n-dimensionale Volumen der Menge S'.

(b) Eine Riemannsche Nullmenge ist eine Riemann-messbare Menge N,
fir die p,(N) =0 ist. u

Zunachst einmal wissen wir recht wenig iiber Riemann-messbare Mengen,
so dass es gar nicht so einfach ist, eine solche zu erkennen bzw. Riemann-
Messbarkeit einer gegebenen Menge nachzuweisen. Wir stellen hierzu einige
Hilfsmittel zusammen.

Satz XIII.1.6. Fine beschrankte Teilmenge S C R™ st genau dann Riemann-
messbar, wenn thr Rand 0S eine Riemannsche Nullmenge ist. ]

Ein typisches Beispiel einer nicht Riemann-messbaren Teilmenge von R ist
die Menge [0,1] N Q der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1. Der Rand dieser
Menge ist das ganze Intervall [0,1], also keine Nullmenge. Analog sieht man,
dass ([0,1] N Q)™ eine nicht Riemann messbare Teilmenge von R™ ist.

Satz XIII.1.6 reduziert das Problem der Riemann-Messbarkeit auf das
Problem zu erkennen, ob gewissen Menge Riemannsche Nullmengen sind.

Lemma XIII.1.7. (a) Endliche Vereinigungen und Teilmengen Riemannscher
Nullmengen sind Riemannsche Nullmengen.

(b) Jede kompakte Teilmenge einer affinen Hyperbene in R™ ist eine Riemann-
sche Nullmenge.

(c) Ist K C R kompakt und f: K — R eine stetige Funktion, so ist der Graph
I'(f) CR"™ eine Riemannsche Nullmenge. u



267 XIII. Integralrechnung mehrerer Veranderlicher 15. Februar 2008

XIII.2. Berechnung von mehrdimensionalen Integralen

In diesem Abschnitt lernen wir Methoden kennen, mit denen man mehrdi-
mensionale Integrale berechnen kann. Im Eindimensionalen besteht die Haupt-
methode zur Berechnung von Integralen darin, den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung anzuwenden, also durch Bestimmung einer Stammfunktion
Integrale auszuwerten. Im Mehrdimensionalen wiederum besteht die wichtigste
Methode darin, Mehrfachintegrale auf einfache Integrale zuriickzufithren. Die
wichtigsten Werkzeuge hierzu sind der Satz von Fubini und das Prinzip von Cav-
alieri.

Wir beginnen mit dem zweidimensionalen Fall des Satzes von Fubini:

Satz XIII.2.1. (Fubini) Sei n = 2 und die Funktion f:[a,b] — R sei inte-
grierbar. Fir jedes x € [a1,b1]| existiere das Integral

b2
Fz) = [ f(z,y)dy.

az

Dann existiert das iterierte Integral

b1 b2 b1
| tendyde= [P

ai

und stimmt mit dem Riemann-Integral

f(z,y)d(z,y)
[a,b]

uberein. ]

Bemerkung XIII.2.2. (a) Man beachte, dass wir bei Satz XIII.2.1 voraus-
setzen, dass die Funktion f Riemann-integrabel ist und dass dies i.a. nicht aus
der Existenz des interierten Integrals folgt.

(b) Existieren beide iterierten Integrale, so folgt aus Satz XIII.2.1 insbesondre,
dass sie den gleichen Wert haben.

(c) Ist die Funktion in Satz XIII.2.1 stetig, so ist sie gemafl Satz XIII.1.4 inte-
grierbar. In diesem Fall existieren alle Integrale F'(x) und definieren eine stetige
Funktion auf [a1,b1] (Satz X.5.1). Hieraus folgt insbesondere, dass wir das In-
tegral von f iiber [a,b] als Doppelintegral berechnen koénnen. |

Bemerkung XIII.2.3. Mit dem Satz von Fubini konnen wir einsehen, dass
die Deutung des Integrals einer Riemann-integrierbaren Funktion konsistent mit
unserer Definition des zweidimensionalen Volumens (Flacheninhalts) ist.
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Sei dazu f:[a,b] — [0, M] eine beschrinkte Riemann-integrable Funktion.
Man sieht sehr leicht ein, dass die Menge

S :={(x,y) €R2:a§w§b,0§y§f(x)}

eine Riemann-messbare Menge ist. Mit dem Satz von Fubini erhalten wir daher

:/ab/OMXS(x,y)dydx:/ab/Of(x) dyda::/abf(x)dx. n

Beispiel XIII1.2.4. Auf
Q:={(r,y) eR*0<2<1,1<y<2}
betrachten wir die durch
fla,y) =t = evions

definierte stetige Funktion (Nachweis der Stetigkeit als Ubung!). Wegen der
Stetigkeit ist f Riemann-integrabel und wir erhalten mit dem Satz von Fubini

2 1 2 my~|—1 1
—= ) =
/Qf(x,y)da:dy / / x¥ dx dy /1 [y+1}0 dy

3
/ U1 dy = [log(1 +y)]7 = log(3) —log(2) = log 5
[
Im folgenden fithren wir fir z = (x1,...,2,) € R" und k € {1,...,n} die
abkiirzende Schreibweise
= (21, Ty W) = (T, oy D1, Tl ly - -+ Ty

ein.

Satz XIII.2.5. (Fubini) Die Funktion f:[a,b] — R sei integrierbar.
(a) Firein ke{l,...,n} sei

[a,blg = {(x1,...,Bk,...,2n) € R" (Vi) a; < x5 < b}

Ezistiert fir jedes xy € [ak,by] das Integral
F(xy) := / f(xr, e Tty Thy Tt 1y -+ oy Tp) A(T1y e Ty v oy )
[a,b]k

so existiert das iterierte Integral f;: F(zy)dxy und stimmt mit dem Rie-
mann-Integral

f(x)dz

[a,b]
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tberein.
(b) Ewxistiert fiir jedes =’ € |a, bl das Integral

b
G(') = fx1, o Tl 1, Ty Tpg1,y - - -5 Tyy) d,

ag

so existiert das iterierte Integral

G(z')d’

[a,b]k

und stimmt mit dem Riemann-Integral f[a Wi (x) dz tberein. n

Bemerkung XIII.2.6. Ist f:[a,b] — R stetig, so auch alle Einschrankungen
auf die (n—1)-dimensionalen Quader [a, b];, und aus Satz XIII.1.4 folgt die Exis-
tenz aller Integrale. Aus Satz X.5.1 folgt sogar die Stetigkeit der Funktionen F
bzw. G. [ |

Beispiel XIII.2.7. Sei
Q= {(,y2) ER%0 <0 2,0 <y < 1,2 < 2 <4} = [(0,0,2), (2, 1,4)

und
f:Q—=R, flr,y,z):=c+y+ =z

Da f stetig ist, ist f Riemann-integrabel. Mit

Q3 = [(07 0)7 (27 1)]

ergibt sich aus dem Satz von Fubini XIII.2.5 induktiv

[ emidan= [ [ rosdana
:/4/1/2(x+y—|—z)dmdydz
// — taz(y+2))3 dydz—/ / 242y +2)dydz

:/ 2422+ 1dz=6+[z]3=6+16—4=18.
2
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Bemerkung XIII.2.8. Im Eindimensionalen erhalt man direkt aus der Sub-
stitutionsregel die Formel

c/abf(ct) dt = /c:bf(x) dx

Ist der Satz von Fubini anwendbar, d.h., die iterierten Integrale existieren,
dann lasst sich das n-dimensionale Integral als iteriertes Riemann-Integral be-
rechnen, so dass wir fiir ¢ > 0 direkt die Formel

n [ fex) do = flz) d
‘ [a,b] (Cx) ! /[cacb] (I) !

erhalten.

Ist f = xs die charakteristische Funktion einer Riemann-messbaren Menge
S C [a,b], so ist xes(z) = xs(c™1z) und daher

fin(cS) = /[ sl dr = | xste) do = (),
ca,cb

[a,b]
also
(2.1) fin(cS) = " pn(S).
n

Fiir die Berechnung n-dimensionaler Volumina ist das Prinzip von Cava-
liert sehr niitzlich:

Satz XIII.2.9. (Cavalieri) Sei S C [a,b] C R™ eine beschrinkte Riemann-
messbare Menge. Sei k € {1,...,n} und fir alle t € [ag, by| die Menge

Sp={x e Sz =t}
im (n — 1)-dimensionalen Raum
Api={r e Rz =t} =R"!

Riemann-messbar mit dem (n — 1) -dimensionalen Volumen p,—1(St). Dann ist

b
a(S) = / o (S2) .

k

Beweis. Nach Satz XIII1.2.5 ist

by
/ xs(z d:c—/ / d(x1, ..., Ty .., Ty)dag
[a,b] a,blg

bx
/ Mon— 1 ack dxk—/ Hn—l(St)d-
ak
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Aufgabe 1.2. Sei B C R" eine beschrankte Teilmenge. Wir definieren den
Kegel tiber der Basis B durch

KB):={((1-t)z,t) e R" xR:0<t <1,z € B}.
Sind B und K(B) Riemann-messbar, so gilt

1

Mn—l—l(K(B)) = n+1ﬂn(B)'

Kommt Thnen diese Formel aus der Schule bekannt vor? Vergleichen Sie
insbesondere mit den bekannten Formeln fiir das Volumen eines Kegels, einer
Pyramide oder die Flache eines Dreiecks. [ |

Das Volumen der n-dimensionalen Kugel

Beispiel XIIL.2.10. Sei B, := {z € R":|z|| < 1} die n-dimensionale
Einheitskugel und ¢,, := p,(B,) ihr Volumen. Aus Bemerkung XIII.2.8 wis-
sen wir schon, dass

(2.2) pn({z € R™: [z < R}) = pn(RBy) = cn R"

gilt, so dass es in der Tat ausreicht, das Volumen ¢, der Einheitskugel zu
bestimmen, um die Volumina beliebiger Kugeln zu kennen.

Wir kennen schon ¢; = 2 (denn By = [—1, 1] hat die Lange 2) und wissen
vielleicht auch noch aus der Schule, welche Werte wir fiir ¢o und c3 erwarten.

Wir gehen nach dem Cavalierischen Prinzip vor und zerschneiden die Kugel
B,, fir —1 < s <1 in die Scheiben

B,.={2 e R" 1 (2/,s5) € B,}
= {2’ e R" 1 ||2'||o < V1 -8} =1—-52B,_;.

Mit dem Cavalierischen Prinzip erhalten wir fiir n > 1 mit (2.2):

1 1 n—1 1 n—1
Cp = / pn—1(Bn,s)ds = / V1—82 c,_1ds=c,_1 / V1—s2 ds.
1 -1 —1

Damit ist die rekursive Berechnung von ¢,, auf die Berechnung des Integrals

1 n—1
I, = / V1—s2 ds
—1

reduziert. Substituieren wir mit

IR I E—
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so erhalten wir

1 n—1
In:/ \/1—82 dSZ/
-1 _

s

V102 s (t) dt = / (cost)™ dt.

us —
2

s
2

SE

Diese Integrale lassen sich nun durch partielle Integration rekursiv berechnen.
Fiir n > 1 haben wir

I, = /2 (cost)(cost)" ! dt

= [(sint)(cost)"_lég - /_i (sint)(n — 1)(cost)"~?(—(sint)) dt

2

=(n—1) /_5 (sint)?(cost)" 2 dt = (n — 1)/ (1 — (cost)?)(cost)" "2 dt

just i
2 2

=(n—1)1,—2—(n—1I,.
Damit ergibt sich fiir n > 1 die Rekursionsformel

n—1
2.3 I, = I, _o.
(2.3) o 2

Aus Iy =7 und I; = 2 erhalten wir allgemein

_@2n-1)(@2n-3)---3-1 (n—%)(n—%)...%.%ﬂ_ n—1 ]
IZn— ) _( )

m@n—2)---2 " an—1)---1 n
und
(2n)(2n —2)---2 nin—1)--1 n+ i\
Iopi1 = 2= i T 72 = 2.
(2n+1)(2n—1)---3 n+s3)n—35)-3 n
Hieraus ergibt sich
2w T
2n+112 o+ 1 un 2nd2n—1 = —
Damit erhalten wir
T 7T.n—l
Con = Iopcon—1 = Ioplop_1C2n—2 = —Cop_2 = ... = C2
n n...2
7T.n—l ,n.n—l T T
n---2 261 n---22 n!
und analog
7 7 27 2" ntign
Con = 12n nCan—1 = Con—-1= 75—~ 0= "~ 5
bl Al T o+ 1 T 20+ 1)--37 T (2n+1)---3
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Fiir n = 2 ergibt sich insbesondere die bekannte Formel
Co =T

fiir die Flache der Einheitskreisscheibe. Fiir n = 3 erhalten wir fiir das Volumen
der dreidimensionalen Einheitskugel:

4
C3 =— .

3

Verwendet man die Gamma-Funktion:
I:10,00[— R, x~— /000 t* et dt,
so kann man die Formel fiir ¢, wie folgt einheitlich schreiben:
(2.4) Cn =

Hierzu erinnern wir uns an die Funktionalgleichung der Gamma-Funktion
MNz+1)=al'(x) fir x>0,

aus der insbesondere I'(n) = (n — 1)! fiir n € N folgt.
Fiir n = 2k folgt (2.4) aus

7k 7k

Tt 1)~ kO

Fir n = 2k + 1 erhalten wir fir die rechte Seite:

7Tk\/7_T kT
Th+1+2) (h+ k- 1) Ir(d)

Es bleibt also nur noch einzusehen, dass

R A

gilt. Diese Formel werden wir erst spater beweisen, wenn uns die Transforma-
tionsformel zur Verfiigung steht (Beispiel XII1.3.8). n
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Beispiel XII1.2.11. Wir wollen das Volumen V' eines dreidimensionalen Ku-
gelsegments der Hohe h bestimmen, fiir das die Basiskreisscheibe den Radius r
besitzt.

Ist R der Radius der Kugel, so betrachten wir also eine Menge der Gestalt
S ={xeR%|z|s < R,z3 > R— h},

wobei

R =71+ (R-h)?

ist, also

2+ h?
2h

Die Hyperebene x3 =t, R — h <t < R, schneidet dieses Segment in der
Menge

> —2Rh+h?>=0 bzw. R=

Sy = {(xl,xg,t):xf + 22 < R*— t2},
einer Kreisscheibe vom Radius v R2 — t2. Mit ¢; = 7w erhalten wir daher

R R
15(S) = /R_hm(st) dt — /R_hﬂ(RQ ~ ) dt = nR%h — (R~ (R~ h)?)

_ 2, T 27 2 3\ _ 2_h_3
= TR*h — Z(3R’h — 3Rh +h)_7r<Rh 3).

Mit Rh = ZF° ergibt sich

p3(S) = %h(?,(r2 + h?) —2h%) = %h(?nﬂ — h?).

Fir h = R =r ist S eine Halbkugel und wir erhalten

1s(S) = 2nR®.
3
Hier erkennen wir insbesondere eine Einsicht, die schon auf Archimedes zuriick-
geht, namlich, dass das Verhaltnis des Volumens einer Halbkugel zum Volumen
des Kreiszylinders von Radius und Hoéhe R (in den die Halbkugel gerade hinein-
passt) 2 ist. [

XIII.3. Die Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale

Bisher haben wir im wesentlichen nur Integrale iiber Quader berechnet,
wobei der Satz von Fubini eine bequeme Methode bereitstellt, durch die man
solche Integrale durch sukzessive eindimensionale Integrale berechnen kann. Fiir
viele Problemstellungen reicht dieser Ansatz nicht aus, denn oft hat man iiber
Bereiche des R™ zu integrieren, die sich in kartesischen Koordinaten nur miithsam
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beschreiben lassen. Ebenso kann es vorkommen, das zwar die Integrationsberei-
che unproblematisch sind, dafiir aber die zu integrierenden Funktionen in karte-
sischen Koordinaten unangemessen kompliziert, was ihre Integration erschweren
kann. Aus diesen Griinden fiihrt man oft dem Problem angemessene neue Koordi-
naten ein, indem man mit einem geeigneten C!-Diffeomorphismus transformiert.

Dieser Abschnitt ist dem mehrdimensionalen Analogon der Substitutionsre-
gel, der Transformationsformel, gewidmet. Die Transformation eines mehrdimen-
sionalen wird Integrals dadurch komplizierter als im Eindimensionalen, dass man
schon fiir die Transformation des Volumens einer Menge nicht nur die Lénge eines
Bildintervalls messen muss, sondern durchaus geometrisch recht komplizierte
Bildmengen haben kann.

Die Koordinatentransformationen, die man zur Berechnung von Mehrfach-
integralen heranzieht, sind immer Einschrinkungen von C'-Diffeomorphismen
U — oU) =V C R", wobei U C R" offen ist. Da ¢ ein Diffeomor-
phismus ist, ist die lineare Abbildung dy(x), die durch die Jacobimatrix J,(p)
beschrieben wird, fiir alle x € U invertierbar, und es gilt

det(dp(x)) = det(J.(p)).

| TRANSFORMATIONSFORMEL |

Satz XIII.3.1. Sei K CR" eine kompakte Riemann-messbare Teilmenge. Auf
einer offenen Obermenge U D K sei o:U — o(U) ein O -Diffeomorphismus.
Ist f:p(K) — R stetig, so gilt dann

(3.1) /K F((z))| det dp(z)| di = / S

Diese Formel wird in einem wesentlich allgemeineren Kontext in der Vor-
lesung ,, Mehrfachintegration“ bewiesen. Wir wollen uns aber trotzdem etwas

klarmachen, was sie bedeutet. Wendet man (3.1) auf die konstante Funktion 1
an, so ergibt sich

(3.2) (0 () = /K |det dp(x)| do

fiir das Volumen des Bildes einer kompakten Riemannn-meflbaren Menge K
unter ¢. Ist die Funktion | det dp(z)| konstant ¢, so spezialisiert sich dies weiter
zu

pn (p(K)) = ¢ pn(K).
D.h. die Konstante ¢ bzw. |detdp(x)| ist ein Verzerrungsfaktor, der angibt,
wie sich das Volumen einer Menge verandert, wenn man ¢ anwendet. Einen

besonders einfachen Fall erhdlt man, wenn ¢ = 7|y fiir eine lineare Abbildung
T:R™ — R"™ gilt. Dann ist dp(z) =T fiir alle x € R™ und somit

Nn(T(K)) = |detT| : Mn(K)
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Ein wichtiger Spezialfall ist T'(x) = cz, und in diesem Fall ergibt sich die Formel
(2.1) in Bemerkung XIII.2.8.
Fir U = R"™ und den Einheitswiirfel

W =100,1]"={x e R":(Vj)0 <z; <1}

ergibt sich mit
pn (T(W)) = | det T|

gerade die anschauliche Bedeutung der Determinante als ein Mafl fiir das Volu-
men des Bildes des Einheitswiirfels. Eine Menge der Gestalt T'(IW) nennt man
ein Paralleltop oder Spat. Fiir n = 2 erhalten wir Parallelogramme. Man kann
sie beschreiben als

Z[O, la; = {ijajzo <z; < 1},

j=1

wobei aq,...,a, € R™ Vektoren sind, die man als die Bilder der kanonischen
Basisvektoren unter 7', d.h. die Spalten der zugehorigen Matrix erhalt.

Wir halten noch eine wichtige Folgerung aus der Transformationsformel
fest. Eine affine Abbildung der Gestalt ¢(z) = M -z + v, wobei M eine
orthogonale Matrix ist, nennen wir eine Bewegung des R™.

Folgerung XIII.3.2. (Bewegungsinvarianz des Integrals) Fiir jede Bewegung
p des R™ gilt

tin (9(K)) = pn(K)
fiir jede Riemann-messbare kompakte Menge K .

Beweis. Wir schreiben ¢(z) = M - x + v mit einer orthogonalen Matrix M .
Dannist MMT =1 (M7 steht fiir die transponierte Matrix), so dass wir fiir die

Determinanten 1 = det M det M " = (det M)? erhalten. Also ist |det M| = 1,
und die Behauptung folgt aus der Transformationsformel. |

Da wir das Riemann-Integral zunachst basisabhéngig konstruiert haben,
da es durch seine Werte auf Quadern festgelegt wurde, ist seine Invarianz unter
Drehungen bei weitem nicht evident. Die Bewegungsinvarianz des Riemann-
Integrals zeigt, dass seine Konstruktion nicht von der Wahl der Orthonormalbasis
in R™ abhangt, durch die man Koordinaten einfiihrt. Allgemeiner folgt mit dem
gleichen Argument, dass man jede Basis nehmen darf, die Bild der kanonischen
Basis unter einer linearen Abbildung 7" mit |detT| = 1 ist, d.h. fiir die der
zugehorige Spat (das Bild des Einheitswiirfels) das Volumen 1 hat.

Beispiel XIII.3.3. (Polarkoordinaten in der Ebene) Wir betrachten die Ab-
bildung
P:[0,00[x[0,27] — R?, (r,¢) — (rcos,rsinp).

Die Jacobimatrix von P ist gegeben durch

_ [cosp —rsingp
S (P) = (simp T COS > ’
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so dass wir fir die Determinante erhalten:
det(dP(r,¢)) = det (J(T',Lp)(P)> = rcos® o+ rsin’p =r.

Man beachte, dass nur die Einschrankung von P auf die offene Menge
10, 00[x]0, 27| einen Diffeomorphismus auf die Menge R? \ (RT x {0}) liefert
(Nachweis!). u

Beispiel XIII.3.4. (Zylinderkoordinaten im Raum) Wir betrachten die Abbil-
dung

P:[0,00[x[0,27] x R = R® (r,¢,2) — (rcos,rsinp, z).

Die Jacobimatrix von P ist gegeben durch

cosep —rsing 0
Jirp2)(P) = | sing rcosp 0
0 0 1

und daher
det (dP(r, ¢, 2)) = det(J(,p.2)(P)) =7

Die Einschriankung von P auf die offene Menge ]0, 00[x]0, 27[xR ist ein
Diffeomorphismus auf die Menge R3 \ (R* x {0} x R). ]

Beispiel XIII.3.5. (Sphirische Polarkoordinaten im Raum) Wir betrachten
die Abbildung

Q:[0,00[x[0,27] x [0,71] — R3, (r,,0) — (rcos@sinb,rsinpsin b, r cos f).
Die Jacobimatrix von @) ist gegeben durch
cospsinf —rsinpsinf 7 cospcosf
Jirp,0)(Q) = | sinpsind  rcospsind rsingpcost |,
cos 0 0 —rsinf

so dass wir fiir die Determinante erhalten:

det (J(r..0)(Q)) = —r*(sin6)(cos 0)* — r*(sin ) (sin ) = —r*sin 6.

Die Einschrédnkung von @ auf die offene Menge |0, 00[%]0, 27[x]0, 7| ist
ein Diffeomorphismus auf die Menge R3 \ (RT x {0} x R).

Die ¢-Koordinate entspricht auf den Spharen vom Radius r jeweils der
geographischen Linge und 5 — 0 entspricht der geographischen Breite. [ ]
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Beispiel XIII.3.6. (Polarkoordinaten im R™, n > 3) Wir definieren eine
Abbildung
Py,: [0, 00[x[0,27] x [0, 7]""? — R",

die induktiv festgelegt ist durch
(Tu P, 017 s 79?172) = ((Sil’l 0n72)P’n71 (T, ®, 017 s 79n—3)7 T COs 07172)7

wobei man fiir n = 2 die Polarkoordinaten in der Ebene zugrunde legt. Die
Jacobimatrix von P, ist fiir 6 = (01,...,0,,—2) und 6’ = (04,...,0,,_3) gegeben
durch

(sin0pn—2)J(r.p,0 (Pn1) (cosbn_2)Py_1(r,0,0")

J(r,cp,&) (Pn) =
cosb,_o 0 0 ... O —rsin,,_»

Um diese Determinante berechnen zu konnen, beachten wir zuerst
Pnfl(ra P 0/) = TPn,1(17 2 91)7
was man direkt durch Induktion erhalt. Damit ist

aPn—l

or
Folglich stimmt die erste Spalte der Jacobimatrix von P,_; mit r~'P,_; iiber-
ein. Die Determinante der (n—1)x (n—1)-Untermatrix, die man durch Streichen

der ersten Spalte und der der letzten Zeile von Ji, , ¢)(P,) erhilt, ist daher
gegeben durch

(—1)"2(sinf,,_2)" 2(cosf,,_2) - r - det (J(T,%QI)(Pn_l)).

(Tv P, 9/> = Pn—1(17 P, 9/) = T_lpn—l(rv P, 9/)

Bei dieser Rechnung hat man zu beachten, dass die fehlende erste Spalte der Ma-
trix, versehen mit den jeweiligen Faktoren, in der letzten Spalte der Restmatrix
auftaucht. Hiermit erhalten wir schliefSlich durch Entwicklung der Determinante
nach der letzten Zeile:

det (J(,n,%e)(Pn))
= —r(sinf,_o)" det (J(T,¢79/)(Pn_1))
+ (=1)" " (cos 0y—2)?(sin O —2)" *r(=1)" " det (Jir .00 (Pr1))
= —7(sinbp_2)" "> det(J(p0)) (Pr1))-
Induktiv ergibt sich also
det (J(p.0)(Pr)) = (=1)"r" " (sin 0, —2)" " (sinf,—3)" "> - - -sin ;.

Einen Diffeomorphismus mit offenem Bild liefert die Abbildung P,, nur auf
der offenen Teilmenge
10, 00[x]0, 27[x]0, [ 2.

Die Menge, die man hierbei herausnehmen muss, schneidet jeden Quader in einer
Riemannschen Nullmenge und das gleiche gilt im Bildbereich. Man kann daher
zeigen, dass die Transformationsformel trotzdem richtig bleibt. [ ]
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In der Physik spielen rotationssymmetrische Massenverteilungen im R3
eine wichtige Rolle. Hierbei treten Integrale der Gestalt

/}Rn%d:ﬂ

auf. Diese Integrale wollen wir jetzt etwas genauer studieren.
Satz XIII.3.7. Secien 0 < R; < Ry und
K :={zx e R" Ry <|z] < Ry}

die zugehorige Kugelschale sowie h:[Ry, Re] — R eine stetig Funktion. Dann ist

Ro
/h(HxH)dm:ncn/ By dr,
K

Ry

wobet ¢y, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist.

Beweis. Wir verwenden spharische Polarkoordinaten im R™ und beachten,
dass K = P,([Ry1, Ro] x [0,27] x [0,7]"72) gilt. Fiir 0 < ¢ < 7 betrachten wir
die kompakte Menge

Ko =P[Ry + 2, Ba) x o271 — <] x ey — 2)

so dass P, ein Diffeomorphismus auf einer offenen Umgebung von K. ist (Ubung).l
Aus der Beschrénktheit von h (Satz vom Maximum) und

;1_{% pin(Ke) = pn(K)

folgt nun leicht, dass

[ e = tim [ il de

gilt, so dass wir aus der Transformationsformel mit anschlieBendem Grenz-
iibergang € — 0 erhalten:

[ ety as

K
Ro 27 T -

:/ / / / h(r)| det (dPy(r, ¢, 0))| dr dpdb - - - db,—o
Ry 0 0 0

Ro 27 T T
= / / / e / h(r)r" 1 (sin €, _5)" " 2(sinf,,_3)" 3 - -sin
rR, Jo Jo 0

drdpdo; - - db,_s

Ro T T
= 27T/ h(T)’I“n_l dr - / (SiIl Hn_g)n_Q dan_g cee / sin 91 d91
Ry 0 0
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Fir Ry =0 und R, =1 und h = 1 ergibt sich das Volumen c¢,, der Einheitskugel
B,,, also

1 s T
Cp = 27/ r"tdr - / (sin,_2)" "2 df,_o - - / sin 01 dO,
0 0 0

2 ™ ™
=T (sinbp_o)""2dfy - - / sin 0y do);.
n Jo 0

Dabher ist

/Kh(HxH)dx = e, /R2 By dr. .

Ry

Aufgabe III1.2.1. Es seien ag,...,a, € R™. Man nennt die Menge

S(ao,...,an) = {i)\j&jiOé)\j S 1,2)\]' 21}
Jj=0 J

das von ag,...,a, aufgespannte Simplexr. Zeigen Sie:
(a) Ein Simplex ist Riemann-messbar. Hinweis: Satz XIII.1.6, Lemma XIII.1.7.
(b) Zeige:

1
un(S(ao,...,an)) = H|det(a1 — g, ..., 0y — Qo).

Hinweis: Man betrachte den Fall, dass die Vektoren a; —ag, j = 1,...,n, linear
abhéngig sind, separat. [ ]

Beispiel XIII.3.8. Ein eindrucksvolles Beispiel, das die Niitzlichkeit der Po-
larkoordinaten demonstriert, ist das folgende. Wir mochten das eindimensionale

uneigentliche Integral
/ e da

berechnen. Hierzu betrachten wir die Funktion

2

fR* =R, (z,y)— e " Y
Fiir die Kreisscheibe
Kg:={(z,y) € R*:2? +¢y* < R}

erhalten wir in Polarkoordinaten mit Satz XIII1.3.7 und anschlie3ender Substitu-
tion u = r2:

R ,2r , R ) R?
f(ﬂﬁay)da:dy:/ / e " rdgodr:27r/ e " rdr:w/ e “du
Kr 0 0 0 0

= r[—e E = x(1—e F).
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Mit dem Satz von Fubini erhalten wir andererseits fiir das Quadrat

Qr = {(z,y) € R*:|z|,|y| < R}

R /R . R R ) ,
/ flx,y) dmdy:/ / e eV dxdy:/ (/ e " dx) e Y dy
Qr -RJ-R -R VJ-R
R R R 9
:/ e dm/ eV’ dy = (/ e d:z;) .
~R -R ~R

Kr CQr C K g

Wegen

gilt weiterhin

flz,y)d(z,y) < ﬂ%wﬂ%wé/‘ f(z,y)d(z,y),

Kr Qr K j5r

also
R

(1l — e_RQ) < (/_R e dac)2 <m(l-— 6_2R2).

Fir R — oo erhalten wir daher das uneigentliche Integral

o0 2 R 2
/ e ¥ dr= lim e " dx = /7. m
— 00 R—oo J _p

Wir haben in diesem kurzen Abriss der mehrdimensionalen Integrations-
theorie den Riemannschen Zugang verfolgt. In der Vorlesung ,, Mehrfachinteg-
ration“ werden Sie den Lebegueschen Zugang zur Integrationstheorie kennenler-
nen, der gegeniiber dem Riemannschen sehr viele Vorteile besitzt. Es ist damit
sehr viel leichter, Integrierbarkeit von Funktionen nachzuweisen, man hat sehr
einfach anzuwendende Satz fiir Vertauschung von Integration und Grenziibergan-
gen und man kann die Theorie unmittelbar auf unbeschrankte Funktionen und
Integrationsbereiche anwenden. Dariiber hinaus hat man eine groflere Klasse von
Nullmengen, so dass z.B. die Transformationsformel fiir Lebesgue-Integrale sehr
viel leichter zu handhaben ist als die Riemannsche Variante, die wir hier kennen
gelernt haben.

Ende



