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X. Differentialrechnung mehrerer Veranderlicher

In diesem Kapitel wenden wir uns der Differentialrechnung von vektorwertigen
Funktionen zu, die zudem von mehreren Argumenten abhéngen, d.h., wir wer-
den Funktionen f:U — R™ betrachten, wobei U C R"™ in der Regel eine offene
Teilmenge sein wird. In Abschnitt X.1 diskutieren wir zunéachst differenzierbare
Kurven, d.h. den Fall n = 1, und in Abschnitt X.2 wenden wir uns dem allge-
meinen Fall zu.

X.1. Kurven im R"

Nach den eher abstrakten Uberlegungen des vorangegangenen Kapitels wenden
wir uns nun konkreten geometrischen Objekten zu, namlich Kurven im R™. Wir
definieren Tangenten an eine Kurve und die Bogenlange einer Kurve.

Definition X.1.1. Seien a < b reelle Zahlen und

v fa,b) = R™, t— ~(t) = (vl(t),...,’yn(t))

eine Abbildung.

(a) Ist ~y stetig, so heifit 7 eine stetige Kurve oder ein Weg in R™.

(b) Der Weg v heifit (stetig) differenzierbar, wenn alle Komponenten ~y;, j =
1,...,n, (stetig) differenzierbar sind. Er heifit stickweise stetig differenzierbar,
wenn vy stetig ist und eine Zerlegung

a=ty<t1 <...<tp=">

existiert, so dass die Kurven || stetig differenzierbar sind.

titit1)
(c) Ist v in t differenzierbar, so heif3t

Y(t) =) == (@), .., 7% ()

die Ableitung oder der Geschwindigkeitsvektor von ~ bei t. Die Zahl

Ol = (3 )

NI
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heifit Geschwindigkeit von ~ in t. (Wir lassen den Index bei ||%(¢)||2 meistens
weg, wenn dadurch keine Verwechslungen moglich sind.)

(d) Ist D = [a,b], so heiit v(a) Anfangspunkt und ~(b) Endpunkt der Kurve.
(e) Ist v komponentenweise integrierbar auf [a, b], so setzen wir

/abv(t)dt = (/b’h(t)dt,...,/abfyn(t)dt> e R". .

Beispiel X.1.2. (a) Die Abbildung
v:[0,27] — R?, ¢t p + r(cost,sint)

beschreibt eine Kreiskurve vom Radius r» um den Punkt p € R2.
(b) Eine Ellipse um den Ursprung mit den Halbachsen a und b 148t sich durch
die Kurve

v :[0,27] — R? ¢+ (acost,bsint)

beschreiben.
(c) Die einfachsten Kurven sind (affine) Geraden:

v:R—=R" t+— p+tu,

wobei p,v € R™ sind. Dann ist 4(¢) = v konstant.
(d) Die Neilsche Parabel

v:R — R?, t i (12,1)
ist tiberall differenzierbar, auch wenn ihr Bild im Nullpunkt eine Spitze besitzt.
Es gilt 4(0) = 0.
(e) Eine Schraubenlinie im R3 148t sich durch die Kurve
7v:R — R3, ~(t) = (cost,sint,t)
beschreiben. [ ]

Definition X.1.3. Die Gesamtbogenlange einer stiickweise stetig differenzier-
baren Kurve v : [a,b] — R ist

k=1 otjiq
(1) =3 / 14(6) 12 dt,
=071

wenn a = tg < t; < ...ty = b eine Unterteilung ist, fiir die ~ ‘[tjatj—}—l] flir
alle j =0,...,k — 1, stetig differenzierbar ist. Dieses Integral existiert, weil die
Integranden jeweils stetig sind. Die Funktion

st [a,b] = R, £ s(]a)

wird Bogenldngenfunktion genannt. Sie ist eine stetige, monoton wachsende
Funktion (Nachweis!). Ist v stetig differenzierbar, so auch s, und es gilt (nach
dem Hauptsatz)

s' () = 17(®)]l2- m
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Beispiel X.1.4. (a) Wir betrachten das Geradenstiick
v:[0,1] = R", t—a+tb—a).
Dann ist
1 1
s) = [ It = [ = alde = b~ al.
0 0
(b) Fiir den Kreisbogen ~ : [0,27] — R, ¢+ (rcost,rsint) gilt
Y@ = [(=rsint, rcost)|| =r,

also

27
s(y) = / rdt = 27r.
0

(c) Wir konnen fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen f : [a,b] — R
die Bogenlinge des Funktionsgraphen v : [a,b] — R?, t — (¢, f(t)) berechnen.
Mit 4(t) = (1, f'(t)) erhalten wir

b
5(7) :/ NESTOH

Fiir den Viertel-Einheitskreis erhalten wir so aus f(t) = V1 —¢2 fur 0 <t <1

und f'(t) = \/:7:

t2 1 .
M+ [ )2 =4/1+ iy = arcsin’ (1),

und hieraus

1
/ V14 fl(t)?2dt = / arcsin’(t) dt = arcsin(1) — arcsin(0) =
0

1
0

N3

Man beachte, dass dieses Integral an der Stelle 1 uneigenlich ist, da der Inte-
grand dort unbeschrankt ist. Nachdem wir die Zahl 7 in der Analysis I durch
die Nullstellen der Cosinusfunktion definiert haben, zeigt uns obige Rechnung,
dass die geometrische Interpretation der Zahl 7 als die Bogenldnge der halben
Einheitskreislinie mit unserer Definition konsistent ist. [ ]

Definition X.1.5.  Ist ~:[a,b] — R™ eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve und ¢ : [c,d] — [a,b] stiickweise stetig differenzierbar, so ist die Kompo-
sition vy o ¢ : [¢,d] — R™ wieder stiickweise stetig differenzierbar. Ist ¢ bijektiv
mit ¢’ > 0, so heifit ¢ eine Umparametrisierung. Insbesondere ist dann p(c) = a

und ¢(d) =b. u
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Satz X.1.6. Ist ¢ eine Umparametrisierung der stickweise stetig differenzier-
baren Kurve 7y : [a,b] — R™, so gilt s(v) = s(vy o), d.h. Umparametrisieren
erhalt die Bogenlange.

Beweis. Sei tg = a < t; < ... < t, = b eine Zerlegung, fiir die alle Wege
Y lit; t:41) stetig differenzierbar sind. Da ¢ : [¢,d] — [a,b] bijektiv und monoton
wachsend ist, gilt ¢ = 7 1(tg) < 7 (t1) < ... < ¢ 1(t,) = d. Wenden wir die
Kettenregel komponentenweise an, so folgt (yop) (t) = 4(p(t)) ¢’ (t) und daher
wegen ¢’ (t) > 0:

© M (tit1) @ M (tit1)
/’ WWWW@W”Z/ o) - o (t) dt

~(t) e H(ti)

tit1
= [ IO 7 = 51l
t;
Durch Zusammensetzen der Stiicke erhélt man die Behauptung. |
Bemerkung X.1.7.  Oft ist es bequem, eine Kurve auf ihre Bogenldnge zu

parametrisieren. Ist v : [a,b] — R™ stetig differenzierbar mit 4(t) # 0 fiir
alle t € [a,b], so ist die Bogenldnge s : [a,b] — R stetig differenzierbar mit
s'(t) = ||5(@)|| > 0, also eine Bijektion s : [a,b] — [0,s(y)] mit einer stetig
differenzierbaren Umkehrfunktion s™! (vgl. den Satz iiber die Differenzierbarkeit
der Umkehrfunktion V.1.11). Die Kurve 5 := yos~!:[0,s(y)] — R" ist daher
stetig differenzierbar mit

() =A(sH @) - (s7YY () = "y(sl(t»S,(S_ll(t)) = Hzgzilggin-

Dies ist offensichtlich ein Einheitsvektor. Es gilt also |[§] = 1 fiir alle ¢ €
[0, s(7)]. Daher heifit 4 dber die Bogenldnge parametrisiert. [

Definition X.1.8.  (Kurvenintegral) Sei ~ : [a,b] — X C R™ stiickweise stetig
differenzierbar und f : X — R* eine Funktion, fiir die die Komposition f o~y
integrabel ist. Dann heif3t

[ 1= 16 holder

das Integral von f langs ~v. Hierbei beachten wir, dass das Produkt der beiden
integrablen Funktionen fo~ und ||%| ebenfalls integrabel ist (Lemma VI.1.13).m

Bemerkung X.1.9. (a) Man beachte, dass f,y f ein Punkt im R ist.

(b) Die Bogenlidnge der Kurve v 1&8t sich mit dieser Definition als s(v) = f7 1
schreiben.

(c) Wir zeigen in den Ubungen, dass das Integral f,y f von der Parametrisierung
von v unabhangig ist.

(d) Ist speziell v =id[, ) (als Kurve in R), soist [ f = fab f(t)dt. ]
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| INTEGRALABSCHATZUNG |

Satz X.1.10. Sei X C R"™ eine Teilmenge, v : [a,b] — X stickweise stetig
differenzierbar und f : X — RF eine stetige Funktion. Dann ist

[ 1], [ 151 < 560 - spuceca N0,

Fiir v = id[q,5) und X = [a,b] erhalten wir insbesondere fiir jede Kurve f: [a,b] —
RF die Abschitzung

| [ roal,< [ 150l < o -,

Beweis. Sei (u,v) = 2?21 u;v; das euklidische Skalarprodukt von u,v € R.
Die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung (Bemerkung IX.1.6) besagt dann

[{u, v)[ < [lull2][v]2-

Fiir v € R* und integrable Kurven ¢ : [a,b] — R* gilt dann wegen der Linearitit
des Integrals

/abwt)’v> = /ab é:%(t)”j di = ZZ:/; 0i(t)dt -vj = </ab (t) dt,v).

Fir v := f7 f ergibt sich damit aus der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

=< 200 = [ (£ or 050l
<l [ LGOI 15 Olade = ol [ 151

also

boll < [ 151 = [ 1@ Ot < [ 10l d-supucoss L0

Folgerung X.1.11.  Ist v:[a,b] — R"™ eine stickweise stetig differenzierbare

Kurve, so gilt
s(v) = v(b) =~ (a)]-

Die Geraden sind also die kiirzesten Verbindungen zweier Punkte.

Beweis. Wir wenden den zweiten Teil von Satz X.1.10 an und erhalten

) @i =] [ 3@l < [ rona=so) .
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Satz X.1.12. (Rechenregeln fiir Ableitungen von Skalarprodukten) Sei D C R
ein Intervall und (x,y) := Z?:l x;y; das Skalarprodukt auf dem R™.

(1) Sind v, : D — R™ in einem Punkt t € D differenzierbar, so ist auch
(v,0) : D =R, t— (v(t),p(t)) in t differenzierbar, und es gilt

(v 0)' () = (7(1), (1)) + (v(1), &(1)).-
(2) Sind v: D — R™ und ¢ : D — R wie oben, so ist
©-v:D—>R" t— o(t)y(t)

in t differenzierbar mit
(0= 7)'(t) = @) () + L(t)F(2).

Beweis. Wir wenden die Produktregel komponentenweise an (Ubung). n

X.2. Differenzierbare Abbildungen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie sich das Konzept der Dif-
ferenzierbarkeit in geeigneter Weise auf Funktionen in mehreren Veranderlichen
iibertragen lasst. Der begriffliche Aufwand wird hier dadurch etwas hoher als im
Eindimensionalen, dass die Ableitung einer Funktion f:U — R™, U C R" offen,
in einem Punkt p jetzt eine lineare Abbildung df(p): R™ — R™ ist. Im Eindi-
mensionalen kann man lineare Abbildungen R — R mit Zahlen identifizieren, so
dass die Ableitung wieder eine Funktion f’:U — R wird, aber in der allgemeinen
Situation erhalten wir eine Funktion

df:U — Hom(R",R™),

und der Raum Hom(R"™,R™), den wir mit dem Raum M,, ,(R) der (m x n)-
Matrizen identifizieren konnen, hat die Dimension nm.

Im folgenden betrachten wir nur die euklidische Norm || - || := || - ||]2 auf
R"™. Da alle Normen auf dem R"™ aquivalent sind, spielt es keine Rolle, welche
Norm wir hier verwenden.

Definition X.2.1. Sei U C R" offen und f:U — R™ eine Funktion.
(a) Die Funktion f heifit in x € U differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung
A € Hom(R™,R™) existiert, so dass

h
(2.1) f(x+h) = f(x)+ A(h) + p(h) mit }llin%) % =0
gilt. Die Abbildung h — f(x)+ A(h) ist eine affine Abbildung, die f im Sinne
von (2.1) in x von erster Ordnung approximiert.
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(b) Ist f in z differenzierbar, so méchte man auch von der Ableitung von f
in z reden. Hierzu hat man die Eindeutigkeit der linearen Abbildung A zu
verifizieren. Sei dazu (2.1) erfiillt und v € R™. Fiir ausreichend kleine ¢ € R ist
dann x + tv € U, und wir erhalten

i J @+ t) = fl2) _
t—0 t t—0

A(tv) + o(tv)

:Av—klimM = Av.
t—0 t

Also ist die lineare Abbildung A eindeutig durch f bestimmt. Die lineare
Abbildung
df(z) := A € Hom(R",R™)

heilt Ableitung oder Differential von f im Punkt x. Fiir v € R™ heif3t

(2.2) af(2)(v) = lim LE ) = (@)

t—0 t

die Richtungsableitung von f in x in Richtung v.
(c) Die Funktion f heifit in U differenzierbar, wenn sie in allen Punkten x € U
differenzierbar ist.

(d) Sie heifit in U stetig differenzierbar, wenn f in U differenzierbar und die
Funktion
df : U — Hom(R",R™) = M,, ,(R) = R"™

stetig ist. Die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen f : U — R™
bezeichnet man mit C1(U,R™). n

Bemerkung X.2.2. (a) Wir miissen den Begriff der Differenzierbarkeit im
Mehrdimensionalen anders definieren als im Eindimensionalen, da der Ausdruck

fx+h)— f(x)
h
fiir Vektoren h € R™ keinen Sinn ergibt.

(b) Die Definition X.2.1 passt jedoch gut mit der eindimensionalen Situa-
tion zusammen: Fir n =1 ist f eine Kurve und

fo) =t T2 1) = F@)

h—0 h

— df(a)(1).

Beachte dabei, dass df(z) : R — R" eine lineare Abbildung ist, die Grofe
f(x) =4df(x)(1) € R™ also ein Vektor. [

Lemma X.2.3. Ist U C R" offen und f:U — R™ eine Funktion, so ist f in
x € U genau dann differenzierbar, wenn dies fir alle Komponentenfunktionen
fi:U—=R,j=1,...,m, gilt.
Beweis. Sei zunéchst f in z differenzierbar und A € Hom(R"™, R™) mit

p(h)

fl@+h) = f@)+ A(h) +¢(h)  mit Jim T
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Sind A; € Hom(R",R) die Komponentenfunktionen der linearen Abbildung A,
so erhalten wir fiir die Komponentenfunktionen von f

(2.3) filw+h) = fi(@) + Aj(h) + ¢;(h)  mit lim ﬁf/ﬁﬁ) =0

denn da Konvergenz mit komponentenweiser Konvergenz gleichbedeutend ist

Satz 1X.1.9), ist insbesondere limy_,q elh) aquivalent zu limy_.q eih) _
lIA]] [[A]]

fir alle j € {1,...,m}. Also ist jede Komponentenfunktion f; in x differenzier-

bar.

Ist dies umgekehrt der Fall und gilt (2.3) fiir alle j, so betrachten wir
die lineare Abbildung A = (Ai,...,A,):R™ — R™ und erhalten mit ¢ =
(¢1,...,¢m) die Beziehung

flz+h)=f(x)+ A(h) + p(h) mit }ILE%%:O. n

Das obige Lemma macht deutlich, dass die hohere Komplexitat von Funk-
tionen f:U — R™ bzgl. Differenzierbarkeitseigenschaften weniger von der An-
zahl m der Komponenten im Bildbereich kommt, als vielmehr von der Anzahl
n der Komponenten im Urbildbereich.

Lemma X.2.4. Ist U C R" offen und f:U — R™ in x € U differenzierbar,
so ist f in x stetig.

Beweis. Geméf (2.1) haben wir

fle+h) = f(z) +af(z)(h) +¢(h) it lim % B

Aus der Stetigkeit der linearen Abbildung df(z) (Theorem IX.4.15) folgt

lim df (2)(h) = 0,

und weiter ist limy,_.o ¢(h) = limy,_o %Hh“ = 0. Also erhalten wir

lim f(z +h) = f(z) =0,

d.h., f ist in z stetig. [ ]

Wir kommen nun zu einer Charakterisierung der Differenzierbarkeit, die
im folgenden einige Beweise vereinfacht.

Satz X.2.5. Die Abbildung f: U — R™ ist genau dann in x € U differenzier-
bar, wenn eine Abbildung

¢ : U — Hom(R",R™)
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so existiert, dass ® im Punkt x stetig ist und die Beziehung
flx+h) = f(x)+ 2(z+ h)(h)

fir x+h €U gilt. In diesem Fall ist df(x) = ®(z).

Beweis. Sei zunichst
f@+h) = f(z)+ 2=+ h)(h),
wobei @ in z stetig ist. Fiir
A=d(z) und @(h) = (D(z+ h) — (x))(h) = (x + h)(h) — A(h)

gilt dann f(x + h) = f(z) + A(h) + ¢(h) sowie

tim S0 iy (@4 1) - 0() () =0,
da fiir h # 0 die Beziehung
H(@@:M) - @(m))(ﬁ)“ < [|®(z + k) — o()|| - Hﬁ”

= [[®(z +h) — ®(z)[| — 0

gilt.
Sei jetzt f in x differenzierbar und (2.1) erfillt. Wir definieren ®(x+h) €
Hom(R™,R™) durch

Oz +h)(v) = {A(v) + (h,v) E8) fiix b # 0.

Dann gilt fiir h # 0:

Fla+h) = f(@) + A(h) + o) = f(x) + A(h) + (b, h>%

= f(z) + ®(x + h)(h).

Die Stetigkeit von ® in x erhalten wir mit der Cauchy—Schwarzschen Unglei-
chung: Zunachst ist

()l
17l

) _ . o L2

|@@+hmﬂ—ﬂ@@W=KhWIMW RE

= [lvl

fir alle v € R™. Fiir ||v|| <1 erhalten wir also

le)
=

| (2 + h) — @(2)]| <

Damit ist ® in = stetig. ]
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Satz X.2.6. (Rechenregeln fiir Ableitungen)

(a) Sind f,g: U — R™ in einem Punkt x € U C R™ differenzierbare Funk-
tionen, so ist die Funktion A\f + pg fir alle \,u € R in x differenzierbar,
und es gilt

dNf + pg)(z) =X-df(x) + p-dg(x) (Linearitdt).

(b) Seien U CR™ und V C R™ offene Mengen, f:U — V im Punkte x € U
differenzierbar und g : V. — RF im Punkte f(x) € V differenzierbar. Dann
ist die Funktion go f : U — R* in x differenzierbar, und es gilt die

| KETTENREGEL |

d(go f)(z) = dg(f(z)) o df ().

Beweis. (a) Mit Satz X.2.5 erhalten wir Funktionen ®, V: U — Hom(R",R™),
die in x stetig sind, so dass folgende Beziehungen fiir z +u € U gelten:

fx+h)=f(x)+®(x+h)(h) und g(xz+h)=g(x)+Y(x+h)(h).
Dann ist
(Af +pg)(x +h) = (A f + pg)(x) + (AL + p¥)(z + h)(h),

und die Funktion A® + p¥: U — Hom(R™,R™) ist in = stetig. Hieraus folgt die
Differenzierbarkeit von f in x und

d(Af + pg)(z) = A®(x) + p¥(z) = Adf(z) + pdg(z).

(b) Mit Satz X.2.5 erhalten wir eine Funktion ®:U — Hom(R"™,R™), die in z
stetig ist, und eine Funktion ¥:V — Hom(R™,R¥), die in f(x) stetig ist, so
dass folgende Beziehungen gelten:

flz+h) = f(2)+@(z+h)(h),  und  g(f(z)+k) = g(f(z))+T(f(z)+k)(k).
Dann ist f(z+h) = f(z) + k mit &k = ®(xz + h)(h) und daher
(go f)(@+h)=g(f(x) +(f(z+h)) (L +h)(h)).
Wir haben ¥ (f(z + h)) o ®(z + h) € Hom(R™, R*) und
lim W (f(z + h)) o @(h+2) = ¥(f(2)) 0 (),
da f in 2 stetig ist (Lemma X.2.4) und die Komposition
Hom(R™, R¥) x Hom(R",R™) — Hom(R",R*), (A4,B)— AoB

wegen |[Ao Bl < ||A]l-||B|| stetig ist, denn sie ist eine bilineare Abbildung (Satz
IX.4.18). Also ist g o f in x differenzierbar, und das Differential ist gegeben
durch

d(go f)(z) = ¥ (f(2)) o ®(x) = dg(f(x)) o df (x). u
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Beispiel X.2.7. (a) Fiir eine affine Abbildung
f:R* - R™ x+— A(x)+b
ist df(z) = A fiir alle x € R™ (vgl. Def. X.2.1).

| ALLGEMEINE PRODUKTRECEL |

(b) Ist f:R™ x R™ = R"+™ — R¥ bilinear, so ist f iiberall differenzierbar mit

df(z,y)(v,w) = f(z,w) + f(v,y).
Hierbei schreiben wir Elemente aus R™ x R™ = R"*™™ jeweils als Paare (x,v)
bzw. (v,w) mit z,v € R™ und y,w € R™. Fiir den Beweis schreiben wir

f@+h,y+k)=f(z,y)+ f(z,k) + f(hy) + f(h, k).
Da f stetig ist, existiert wegen Satz 1X.4.17 ein C' > 0 mit
1f (R )| < ClIA] - 1%
fir (h,k) € R” x R™. Fiir das quadratische Restglied f(h, k) ergibt sich daher

M) s 1)
<C < Clkll;
(R, )| (R, B
also lim(y ) (0.0) i = 0. Da die Abbildung

R™ x R™ = R*, (b, k) — f(z,k) + f(h,y)
linear ist, ergibt sich hieraus die Differenzierbarkeit von f in (x,y) sowie die
Formel fiir df(z,y). [ |

Definition X.2.8. Ist f:U — R™ im Punkt z € U C R" differenzierbar,
so ist df(x) € Hom(R™,R™) durch eine Matrix darstellbar. Wir wollen ihre
Komponenten berechnen. Sei dazu

fi(x)
f(z) =

fm(z)
mit f; : U =R, i=1,...,m. Ist ¢, € R, j =1,...,n, der j-te kanonische
Basisvektor des R™ (die einzige Komponente ungleich 0 ist eine 1 an der i-ten
Stelle), so heifit

0 o1
(Djf)(x) = a—f(x) ;= lim —(f(a: +te;) — f(ac)) =df(x)(e;)
xj t—0 t
o . . . : dfi
die j-te partielle Ableitung von fin x € U. Entsprechend definiert man 9. (x).
Die Matrix ’
Sh(z) - h(x)
Of2 Of2
([ Of; B 3—331(33) m(x)
() - Gl2(a)

heifit Jacobimatriz von f in x. [ |
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Satz X.2.9.

differenzierbar, so existieren alle partiellen Ableitungen
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Ist U C R"™ offen und die Funktion f : U — R™ i p € U

OFf
i in p, und die lineare

61’j

Abbildung df(p) wird bzgl. der kanonischen Basen in R™ und R™ durch die

Jacobimatriz J,(f) dargestellt.

Beweis.
gezeigt. Ist

Die Existenz der partiellen Ableitungen wurde in Definition X.2.1

fi(x) df1(p)(v)
flz) = - |, soist df(p)(v) = €R™,
fm () dfm(p)(v)
wenn v € R™ ist (siehe Lemma X.2.3). Fiir v = Z?Zl vje; folgt hieraus
afi(p)(v) = _dfi(p)(e;) - v; = 5y, PV
J=1 j=1 "7
also o/ o/
2_’5;(56) %ﬁi @)\ /o
ar - | 2,
Oo(a) o o)) \vu

d.h., das Differential df(p) wird durch die Jacobimatrix J,(f) dargestellt.

In diesem Sinne konnen wir f(z + h) — f(z) = df(x)(h) + ¢(h) wie folgt
durch Matrizen und Vektoren beschreiben:

fi(z+h) = fi(a) ot ()
fa(x +h) = fa(a) | _ oL ()
fnle 1) = fnl@)) -\ Gl 2)

Beispiel X.2.10. Wir betrachten die Funktion

Dann ist

fi(z,y,2) =2y und

Die partiellen Ableitungen sind
of1 2!

d

@\ hy e

or(@) | | 2| | ee®)

Y (z) ) \hn ©m(h)
x-y

sinz +cosy /-

fa(z,y,2) = sinx + cosy.

Af2

—(x,y,2) =y, —I(z,y,2)=2, ——(x,y,2)=cosxz,
&B(,y,) Y ay(y) ax(y)
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df1 0f2

Of2
g(xvyvz) 9z ('CE Y,z ) 0.

a—y(x,y, z) = —siny, und
Damit wird das Differential von f in (z,y,z) durch die Matrix
(zy,2)\J ) = 3f2(l. y, 2 ) f (x Y, 2 ) f (:c Y,z ) - \cosz —siny 0

dargestellt. [ ]

Bemerkung X.2.10b. Ist g o f eine Komposition differenzierbarer Abbil-
dungen f:U — R™ und ¢:V — R¥, wobei U C R™ offen ist, so erhalten wir aus
der Kettenregel die Beziehung

d(go f)(p) = dg(f(p)) o df(p)

fiir die Ableitungen. Auf der Ebene der zugehorigen Jacobi-Matrizen wird hieraus
die Produktformel

Jp(go f) = JTrip(9) - Jp(f),

wobei - fiir das Produkt einer (kxm)-Matrix mit einer (mxmn)-Matrix steht. Fiir
die partiellen Ableitungen der Komposition go f ergibt sich damit insbesondere

d(g - g 3fe
axj E o P g (P):

wenn man sich iiberlegt, wie die Eintrage der Produktmatrix aussehen.

Ein wichtiger Spezialfall hiervon ergibt sich fir n = 1. Dann sind
f:U —R™ und go f:U — R* Kurven und wir erhalten

(go ) (t) =d(go f)(t)(1) =dg(f()af(t)(1) = dg(f())(f' (1))
bzw.
— Z a_g 1(t). n
=1

Definition X.2.11. Ist f:U — R, U C R” offen, im Punkt =z € U
differenzierbar, so heiit der (Zeilen-)Vektor

grad f(z) = Vf(z) = (D1 f(x), -+, Duf(x)) = Jo(f) = (551( " gx];( )

der Gradient von f in . [ ]
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Fiir jedes v € R™ ist die Ableitung in Richtung v dann durch
df(z)(v) = (Vf(x),0) = Y Dif(x) v
j=1

gegeben. Fiir alle Vektoren v € R™ mit |jv]| = 1 gilt mit der Cauchy—Schwarz-
schen Ungleichung |df(z)(v)] = (Vf(z),v)| < ||V f(x)||. Fir den speziellen

Einheitsvektor v = % gilt sogar ohne || - || Gleichheit:
IV @I
(Vi(z),v) = = [IV£(2)]l
IVF ()]

(falls V f(x) # 0). Der Gradient zeigt also in die Richtung des steilsten Anstiegs
der Funktion f im Punkt z.

Fiir den Fall » = 2 nennt man die Teilmengen H. := {z € U: f(x) = ¢}
Hohenlinien der Funktion f. Man kann diese Linien verwenden, um sich das
Verhalten der Funktion f zu veranschaulichen (Man denke zum Beispiel an eine
Landkarte, die den Bereich U beschreibt, auf der man die Hohe des jeweiligen
Punktes durch Héhenlinien eintragt). Ist nun D C R ein Intervall und v: D — U
eine Kurve, die in einer Hohenlinie verlauft, d.h. v(D) C H. bzw. f(v(t)) = ¢
fiir alle ¢t € D, so erhalten wir durch Ableiten mit der Kettenregel

0= F(1(1)) = (VI (1), (1),

Geometrisch interpretiert man dies so, dass die Geschwindigkeit der Kurve -
senkrecht zum Gradienten Vf(v(¢)) in dem Punkt ~(¢) ist. Die Hohenlinien
verlaufen also in jedem Punkt senkrecht zum Gradienten. Beschreibt f die
Hohenfunktion einer Landkarte und ist v: D — U ein Weg, den ein Wanderer
durchlauft, so bedeutet f(y(f)) = ¢, dass der Wanderer auf einem Hohenweg
entlanglauft. Das ist zwar nicht anstrengend, er legt dabei aber auch keinen
Hohenunterschied zurtick. Ein Bergsteiger wiirde eher einen Weg mit

Y(t) = V(1)

einen sogenannten Gradientenweg, vorziehen. [ ]

Ofi(x)
8a:j
notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Differenzierbarkeit (Stetigkeit) im

Punkt x. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

Beispiel X.2.12. Die Existenz der partiellen Ableitungen ist zwar

0, falls (z,y) =0
f : RQ - R? (x,y) = { ry sonst.

Tty?
Im Punkt (x,y) = (0,0) ist dann

of 1 _ of B
%(0,0) = }Lr%g(f(t, 0) — f(0,0)) =0 und 99 (0,0) = 0.
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Aber die Funktion f ist im Nullpunkt unstetig, da fiir alle ¢ # 0 gilt
t2 1
tt) = — 0 = =
Setzt man etwas stirkere Regularitiat der partiellen Ableitungen voraus, so lasst
sich die Differenzierbarkeit allerdings doch durch die partiellen Ableitungen

nachpriifen.

Satz X.2.13. Die Funktion f : U — R™ sei uberall partiell differenzierbar, und
die partiellen Ableitungen seien in x € U stetig. Dann ist f in x differenzierbar.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. m = 1 annehmen (vgl. Lemma X.2.3). Wir
schreiben h € R™ als h =} 7, hje;. Dann ist

f(@+h)— f(z) :Zf(ﬂﬁ+h1,---,l‘kf1+hkf1,$k+hk,$k+1,---yfﬂn)
k=1

— f(xl + hl, R S hk_l,xk,xkﬂ, - ,xn).

Wenden wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf jeden Summanden
(als Funktion von hy ) an, so finden wir Zahlen ¥; € 10,1[, j =1,...,n, mit

n

fla+h)—f(z) =Y (Def)(@i+ha, ... xp1+they, 2p+Okhn, Teg, - Tn) i
k=1

Wir definieren nun ®(x + h) € Hom(R"™,R™) durch

O(x+h)(v) = Z (Dkf) (x14+hiyoo oy Th—1+hg—1, Tk + Oxhi, Tpg1y oo, Tp) - Vg
k=1
Dann erhalten wir
flx+h)— f(x) = ®(x + h)(h).
Da
}lLiH%) (I)k(x + h) = }Llr%(Dkf)(ajl +hi,.o X1+ hp_1, 8 + ﬁkhk,:lfjﬂ_l, .. ,xn)

= Dy f(z) = ()
nach Voraussetzung gilt, ist ® in z stetig und daher f in x differenzierbar. =

| MITTELWERTSATYZ |

Satz X.2.14. Sei U C R" offen und f : U — R differenzierbar. Sei x+th € U
fiir alle t € [0,1]. Dann existiert ein ¥ € 10, 1] mit

f(x+h) — f(x) =df(x+ 9h)(h).
Beweis. Wir betrachten die differenzierbare Funktion
g:[0,1] =R, tw f(z+th) mit ¢'(t)=df(xz+th)h).

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung V.2.2 existiert ein 9 € ]0, 1]
mit

fl@+h) = f(z) =g(1) — g(0) = ¢'(¥) = df (x + Vh)(h),
wobei die letzte Gleichung aus der Kettenregel folgt. |
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Bemerkung X.2.15. Fir Funktionen : U — R™ mit m > 2 gilt der
Mittelwertsatz im allgemeinen nicht. Als Beispiel hierzu betrachten wir die
Spiralkurve:

7:R — R3, t+ (cost,sint,t).

Dann ist v(0) = (1,0,0), v(27) = (1,0,27) und
A(t) = dy(t)(1) = (—sint, cost, 1).
Fiir 0 <t < 27 zeigt 4(¢) nie in Richtung von ~(27) — v(0), also ist
7(2m) = 5(0) # 4(¢) - 27

fir alle t € [0, 27]. u

Fir m > 2 ist die folgende Version des Mittelwertsatzes die néachstbeste
und sehr niitzlich:

| SATZ VOM ENDLICHEN ZUWACHS |

Satz X.2.16. Sei U C R" offen und f : U — R™ stetig differenzierbar sowie
x+th e U fir alle t €[0,1]. Dann ist

1
flx+h)— f(z)= /0 df(x 4+ th)(h)dt.
Ist |df (x4 th)|| < M fir alle t € [0,1], so gilt

If(z+h) = f)|| < M- [[A]]

Beweis. Fir g(t) := f(x+th) gilt ¢'(t) = df(z+th)(h) (Bemerkung X.2.10b)
und daher

ﬂx+m—f@ﬁ=mn—gmﬁiégﬁﬁﬁzl<ﬁ@+ﬁmmdu

womit die erste Aussage schon gezeigt ware. Fiir die zweite wenden wir die
Integralabschatzung aus Satz X.1.9 auf v = id[p,;; an und erhalten so:

1f(z+h) = flo)ll = H/O df(x +th)(h) dt| S/O 1df (@ + h)(h)]| dt

1
=AMwww:Mww
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X.3. Hohere partielle Ableitungen und Taylorentwicklung

In diesem Abschnitt werden wir den Taylorschen Satz fiir differenzier-
bare Funktionen von mehreren Veranderlichen kennenlernen. Nachdem wir uns
iiberlegt haben, wie wir die vielen Glieder, die in der Taylorentwicklung auftreten,
geschickt bezeichnen, werden wir sehen, dass man im Prinzip genauso wie im
Eindimensionalen vorgehen kann.

Es seien U C R" eine offene Menge und f : U — R™ eine Funktion. Wir
0

nehmen an, dass die partiellen Ableitungen D, f(x) = 8—f(x) fir alle x € U
L

und j € {1,...,n} existieren. Fiir jedes j € {1,...,n} ist dann D;f eine

Funktion D;f : U — R™.

Definition X.3.1.  (a) Sind die Funktionen D;f : U — R™, j € {1,...,n}
wieder partiell differenzierbar, so konnen wir fiir alle x € U die hoheren partiellen
Ableitungen

0% f

D;D; f(z) := D;(D; f)(x) =: om0z, (z)

definieren. Die Funktion f heif3t dann zweimal partiell differenzierbar.
(b) Die Funktion f heifit k-mal partiell differenzierbar (k > 2), wenn sie (k—1)-
mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen

D Dik72 Dzlf = Dik71 (Dik72 (D“f) )

Th—1

wieder partiell differenzierbar sind. Fiir jedes k-Tupel (iy,...,i) € {1,...,n}*
erhalten wir dann wieder Funktionen

ok f

D = -
Oy -+ O,

ikDik—1"'Di1f ZU—>Rm,

die k-ten partiellen Ableitungen von f.

(c) Die Funktion f heiflt k-mal stetig partiell differenzierbar, falls sie k-mal
partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung stetig
sind. m

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f:R? — R, f(z,y) = 322y +y>.

Dann ist f zweimal stetig partiell differenzierbar mit den partiellen Ableitungen:

le(xay) :nya Dlle(x7y) :6y7 sz(a?,y)=3x2+3y2,
D2D2f(x7y):6y7 DlDQf(x7y):6I:D2D1f('r7y)

dass die , gemischten“ Ableitungen in der letzten Zeile ibereinstimmen, ist kein
Zufall:
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| SATZ VON SCHWARZ |

Satz X.3.2. ! Sei U C R" offen und f : U — R™ zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt fir alle i,j € {1,...,n}

D;D,f = D;D;f.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. m = 1 annehmen, da wir die Komponenten von
f getrennt behandeln konnen. Sei v € U. Da U offen ist, existiert ein € > 0,
so dass u + se; + te; € U fiir alle Zahlen s und ¢ mit |s|,|t| < e gilt. Sei
U':=] —¢,e[x] —¢,e[C R? und

o:U" =R, ¢(s,t):= f(u+ se; + te;).

Dann besagt die Voraussetzung insbesondere, dass DDy existiert und stetig
ist. Zu zeigen ist nun

(DiDjf)(u) = (D1D2¢)(0,0) = (D2D1¢)(0,0) = (D;D; f)(u).
Nach Definition ist

lim @(Sa t) — 90(07 t)
t=0s—0 S
L(p(s,t) — (0, 1)) — £ (¢(s,0) — ©(0,0))

= lim lim .
t—0 s—0 t

d
D3D1¢(0,0) = P

Wir wenden den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die zweite Variable
dieses Ausdrucks an und erhalten so

R |
D>D1¢(0,0) = lim lim ((D2g)(s,954t) — (D2) (0,05 1))

fir ein 95, € ]0,1[, das von ¢ und s abhéngt. Auf den so entstandenen Ausdruck
wenden wir den Mittelwertsatz noch einmal an, diesmal fiir die erste Variable,
und erhalten

D2D1g0(0, 0) = }lm lim D1D2Q0(1937t87 ﬂs,tw

—0s—0

mit 0 < Vg4, gs,t < 1. Da D1Dyp nach Voraussetzung stetig ist, folgt somit

DQDlSD(0,0) = DlDQQO(0,0) | ]

! Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), deutscher Mathematiker. Schiiler von Kum-
mer und Weierstraf3 in Berlin. Er war Professor in Halle, Ziirich, G6ttingen und der Berliner
Akademie der Wissenschaften. Schwarz beschéftigte sich insbesondere mit der Funktionenthe-
orie und zeigte vielfache Anwendungsmoglichkeiten auf. Nach ihm benannt sind die Cauchy-

Schwarz-Ungleichung und der Satz von Schwarz.
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Beispiel X.3.3. Der Satz von Schwarz hat eine interessante Konsequenz fiir die
Existenz von ,, Stammfunktionen* von Funktionen in mehreren Veranderlichen.

Gegeben sei eine stetig partiell differenzierbare Funktion v : R? — R? (ein soge-

nanntes Vektorfeld) und gesucht sei eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion f:R? — R mit

v =grad f = (D1f, D2 f),
d.h., f ist eine Losung der partiellen Differentialgleichung

of _ of _

— =11 — = V9.
89[:1 ’ 8%2

Der Satz von Schwarz liefert eine notwendige Bedingung fiir die Funktion v. Ist
obige Gleichung erfiillt, so erhalten wir

Dovy = DaD1 f = D1 Ds f = Dyvs.
Wir betrachten hierzu ein konkretes Beispiel: Fiir die Funktion
v RQ - R27 («T,y) = (_ywr)

ist Dovi(z,y) = —1 # 1 = Dyva(x,y), also existiert keine Funktion f mit
v = grad f. In diesem Sinn hat das Vektorfeld v keine Potentialfunktion (es
ist kein Gradientenfeld). Dies ist gleichbedeutend zu der Tatsache, dass es keine
stetig differenzierbare Funktion f:R? — R gibt, die die beiden Gleichungen

g—i(%y) =—y und Z—ch(:v,y) =z

erfiills. .

Wir fiihren einige Bezeichnungen ein, die uns in diesem Abschnitt sehr viel
Schreibarbeit ersparen werden.

Definition X.3.4. (a)
e Ein n-Tupel a = (a1,...,a,) € N§ heifit Multi-Index.
e Die Zahl || := a1 + ...+ ay, heiBt Ordnung von «.

e Die Zahl ! :=aq! ... ;! heiit o-Fakultdt.
e Die Zahl (g) = H;L:1 (gg) heifit Binomialkoeffizient.
e Die Funktion R" — R,z +— z = z{* - ... - 22" heiit Monom vom

FExponenten «.
o Ist P(x) = > cqx® ein Polynom (die Summe sei endlich), so
definieren wir seinen Grad durch deg P := max{|a|: ¢, # 0}.

Auf der Menge der Multiindizes definiert man Addition und Subtraktion
sowie eine partielle Ordnung;:
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e Wir definieren g < a: <= (; < q; furalle i € {1,...,n}, und
o atf:=(a1xpf,...,an,E06,), wobei a— 3 nur fiir § < « definiert
ist

(b) Fiir k € N sei DFf := Dy(DF ' f) = %f und DY f := f. Nun definieren

wir eine Kurzschreibweise fiir hohere gemischte Ableitungen. Fiir a € Nfj sei

ey a1 Mo @ 9l
D f::D11D22"'Dnnf:: 8$a1"'8$a"f7 Dof::f-
1 n

(c) Eine Funktion f : U — R™ heifit C*-Funktion oder k-mal stetig differen-
zierbar, kurz: f € C¥(U,R™), falls sie k-mal stetig partiell differenzierbar ist
(vgl. Satz X.2.13). Weiter sei

C>(U,R™) := (| C*(U,R™).
k=0

Man beachte, dass sich fiir f € C*(U,R™) jede partielle Ableitung der Ordnung
< k als ein D f schreiben lasst (Satz von Schwarz). Schliefilich setzen wir noch

C*(U) := C*(U,R). n
Beispiel X.3.5. Ist € Ny und fz:R" = R, fg(z) = P = g;fl oxPhso

gilt

B! B—a
D fa(z) = { Fan® , fallsa < g

0, sonst.

Um dies einzusehen, wendet man mehrfach die Produktregel an und erhalt
DozP = (DS &y - (D)
_ { D T g fira <8

(51—0.41)!$1
sonst

fiir alle o < 3. An der Stelle x = 0 erhalten wir insbesondere
(D*2%)(0) = {0, falls o # (8

a!, sonst.
Definition X.3.6. Sei f : U — R™ eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Das k-te Taylorpolynom von f bei u € U ist das Polynom

Def)(u)
i =y P,

|l <k
= [(w) + (D1f)(w)zr + (D2f)(w)z2

+ %(D% )(u)zd + %(D% £)(w)ad + (DyDaf)(u)zizs + ...

Man beachte dabei, dass (D f)(u) jeweils ein Vektor in R™ ist. n

Wir erhalten die gleiche Charakterisierung des Taylorpolynoms wie in Kapi-
tel VIII:
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Bemerkung X.3.7.  (a) Das Polynom T%(f) hat in 0 bis zur Ordnung k die
gleichen Ableitungen wie f in u, d.h., fiir alle @ mit |o| < k gilt

DT ())(0) = (D f)(u).
Dies folgt aus Beispiel X.3.5:

B 1) (u
Da(Tff(f))(O) _ <|Bz|<:k Do (D ﬁf?( )lﬂ> (0)
B (u “ ) (u
5 0 ey 00 ey
1B1<k

(b) Diese Eigenschaft bestimmt das k-te Taylorpolynom eindeutig, denn ist
p(x) = 324 <k Qo - T mit aq € R™ ein Polynom mit (D2p)(0) = (D f)(u) fiir
alle o mit |a| <k, so ist

(1)) _ (D)) _ _
a! a! &

| RECHENREGELN FUR TAYLORPOLYNOME |

Analog zum Fall n = m =1 leiten wir die folgenden Rechenregeln ab.

Satz X.3.8. Sei U CR" offen und u € U.
(a) Sind f,g € C*(U,R™), \,p €R und v € U, so gilt

Ty (Af + pg) = NI (f) + pT, (9)-
(b) Ist f € C*(U) und g € C*(U,R™), so gilt die Produktregel:
Ty (f - 9) = T3 (Ti(f) - T (9).

(c) Ist V.CR™ offen und g € C*(U,R™) mit g(U) CV sowie f € C*(V,R?),
so gilt fir g(u) = v die allgemeine Kettenregel

T3 (f o g) =Ty (TS (f) o (T3 (9) — v)).
Beweis. (a) Dies folgt aus der Linearitdt der Abbildungen
D . C*(U,R™) — Cck=lel(u, R™).
(b) Nach Verschieben um w diirfen wir 0.B.d.A. u = 0 annehmen. Wir setzen
(@) = f(z) — Tg (f)(z) und ¥(z) := g(z) — T§(g)(x). Dann ist (D*p)(0) =
(D) (0) = 0 fiir alle @ mit |a| <k und

(3.1) (f - 9)(x) = Tg (f)(2) - T3 (9)(x) + p(@) - Ty (9)(2) + f(z) - ().
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Wir erinnern uns nun an die Leibnizformel

i n n—

k=0

fiir die Ableitung von Produkten von Funktionen einer Verinderlichen
(Satz VII.2.1). Diese Formel lasst sich leicht auf den Fall von mehreren Verander-
lichen verallgemeinern:

£ B ) (e

B1=0

(3.2) =Y ( ) 1) DY (ha),

B<Lla

indem man die Faktoren DJC-” von D% nacheinander anwendet. An (3.2) lesen
wir nun unmittelbar ab, dass

D (¢ - Ty (9))(0) = D(f - )(0) =

fir alle o mit || < k gilt, d.h., die Restglieder in (3.1) liefern keinen Beitrag
zum k-ten Taylorpolynom. Also gilt (b).

(c¢) Nach Ersetzen von g durch die Funktion g(x) := g(u+ z) — v und f durch
die Funktion f(z) := f(v + ), diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass v = v = 0
ist, denn die verschobenen Funktionen haben, bis auf den konstanten Term, die
gleichen Taylorpolynome. Insbesondere ist dann ¢(0) = 0. Nun vereinfacht sich
die Behauptung zu

Tg(f o 9) = T5 (T5(£) 0 Ty (9)).
Fall 1: Wir zeigen zuerst durch Induktion nach k, dass aus T(f) = 0 schon
TE(f o g) =0 folgt.

Fiir k= 0 folgt dies aus (f o ¢)(0) = f(g(0)) = f(0) = 0.

Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fir k£ —1 gilt, d.h., Té‘: -1 (f) =0
impliziert Té“_l(fo g) = 0 fir C¥~1-Funktionen f € C**(V,R%). Ist nun
la| = k und «; > 0, so erhalten wir mit der Kettenregel (Bemerkung X.2.10b)
und der Leibnizformel:

n

D(f 0 9)(0) = D" D;(f 0 g)(0) = Y _ D~ ((Ds(f) 0 9) - D;(9:))(0)

=1

S3DY (") 2@ 000D (a0),

i=1 B<a—e; :’O

denn wir kénnen die Induktionsvoraussetzung auf die Funktionen D;(f) anwen-
den, deren partielle Ableitungen bis zur Ordnung k—1 in 0 verschwinden. Damit
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ist DY(f og)(0) = 0. Fiir |a| < k folgt D*(f o g)(0) = 0 ohnehin aus der In-
duktionsvoraussetzung. Daher ist T (f o g) = 0. Wir haben also

0="TF(fog)=TE(TE(f)oTg(9))
=0

gezeigt.
Fall 2: Allgemein setzen wir ¢ := f — T¥(f) und beachten T§(y) = 0. Dann
koénnen wir (1) anwenden und erhalten mit Fall 1:

TE(fog) =Ty (T5(f)og+wog) =Ty (T5(f)og).

Da T¥(f) ein Polynom ist, erhalten wir durch mehrmaliges Anwenden von (a)
und (b):
T5(f o 9) = T (T (f) 0 T5'(9))- .

Beispiel X.3.9. Gesucht sei das Taylorpolynom Tg(f) der Funktion
f:Rz _)R7 f(xlaxQ) :e$?+COS$2'

Wir wollen die allgemeine Kettenregel Satz X.3.8(c) anwenden und schreiben
dazu f =goh fir

gR =R, g(x)=e* und h:R?* =R, h(zy,zy) =27+ coszs.
In unserem Fall ist v = (0,0) und v = h(u) = 1. Wir haben also
T3 (f) = T5 (Ti (9) o (T5 (h) — 1)).

Uber die Reihenentwicklung der Kosinusfunktion erhalten wir direkt

denn alle Terme hoherer Ordnung tragen nichts zu den Ableitungen bis zur
Ordnung 2 in 0 bei. Weiter ist

T (9)(y) = 9(1) + ¢ (V)y + %g”(l) =e+ey+ %eyz-

Wir erhalten also
1, 1,

T2(g) o (T3(h) — 1) = e+ e(af — 23) + e*(af — Sa3)%

Das Taylorpolynom der Ordnung 2 von diesem Polynom an der Stelle u = 0
erhalten wir durch Weglassen der Terme hoherer Ordnung:

T3()(x) = T3 (T3 (9) o (T2R) — 1)) () = e+ e(a? — 5a3). .
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Bemerkung X.3.10. Sei U C R" offen und f € C¥(U). Weiter sei x + sh €
U fir s € [0,1]. Wir betrachten die Funktion g:[0,1] — R",s +— x + sh. Fir
k>1und 7 € [0,1] gilt dann T*(g)(t) = g(7) +t-h, also T¥(g)(t)—g(r) =t-h.
Mit Satz X.3.8(c) und der Tatsache, dass T;(T)( f)(th) schon ein Polynom der
Ordnung < k in ¢ ist, erhalten wir

(D)) 0o

al

TE(f 0 9)(t) = Ty (Tyry (F)(th)) = Ty (f)(th) = Z

|| <k
Aus i}
THfog)t) = Y LU,

m=0

(der Formel fiir das Taylorpolynom von f o g: D — R) folgt daher durch Koef-
fizientenvergleich

(Do‘f) (z+7h)

al

(fogmi(r) 1 dm|

m! T ol ds™ls=r

(3.3) e,

fla+sh)y= >

la|=m
]

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns der Taylorschen Formel zu,
die angibt, wie gut eine Funktion durch ihr Taylorpolynom der Ordnung k
approximiert wird. Die wesentliche Idee ist, dass wir die Taylorformel fiir eine
Veranderliche auf die Verbindungsstrecke von x und z + h anwenden.

| SATZ VON TAYLOR |

Satz X.3.11. Sei U C R" offen, f € C*1(U), und die Verbindungsstrecke
{z+sh|0<s<1} seiin U enthalten. Dann ezistiert ein 6 € |0, 1] mit

D f)(x + 6h)

hOé
al

fla+h) =THHR) + ) (

|a|=k+1

Beweis. Sei ¢(s) := f(z + sh) fiir 0 < s < 1. Dann besagt die Taylorformel
mit der Restglieddarstellung nach Lagrange (VII.1.6)

1 1
o(1) = jgo ﬁSO[ J0) + m@wﬂ]w)

fir ein 0 € |0, 1[. Setzen wir (3.3) hier ein, so ergibt sich

Fatn —p) = Y D@ e g PIEEML
la|<k ' la|=k+1 ’
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Satz X.3.12. (Restgliedabschitzung) Fiir f € C*TY(U) gilt

o(h)

fl@+n) =T (f)(B) + @(h)  mit A TR

Beweis. Da U offen ist, diirfen wir annehmen, dal U.(z) C U ist und ||k < e.
Nach Satz X.3.11 gilt fiir ein 7 €]0, 1[:

p(h) = f(z+h) = TENf)(h) = flx+h) = TE()(R) - > (D*f)(2) ;

al
|a|=k+1
oy e - (0o,
B al '
|a|=k+1
Wegen |hj| < ||h|| = ||h||2 erhalten wir
e Y [ e e [

und daher 0 Aﬁ:ﬂrl < 1. Der Ausdruck

(D) (x + 7h) — (D°f) (=)

al

in der obigen Summe geht fiir » — 0 gegen Null, da f € C**1(U) ist. Hiermit
erhalten wir limj,_,qo ||;z0||(—’}€LJ)r1 =0. n

Man beachte, dass diese Restgliedabschatzung die Approximation

F@+h) = f(z) + af (@)(R) + o(z)  mit % 0

verallgemeinert, die zur Differenzierbarkeit aquivalent ist. In der Tat erhalten
wir fiir £ = 0 das Taylorpolynom

Ty (f)(h) = f(z) +df()(h) = f(z) + Z(Dif)(x)hi-

X.4. Das lokale Verhalten von Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir Extrema von differenzierbaren reellwertigen
Funktionen studieren, die auf offenen Teilmengen des R™ definiert sind. Wir
werden hierbei sehen, dass das Verhalten der Funktion in Bezug auf Extrema im
wesentlichen durch das Taylorpolynom zweiter Ordnung bestimmt wird.
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Sei U C R" eine offene Teilmenge und f € C?*(U,R). Dann ist das
Taylorpolynom zweiter Ordnung in v € U gegeben durch

T2)) = f) + 3 (Dif)(w) it 5 S (DiDsf) (Wi
=1 i,

t,7=1

B "L Of 1 «— 0%f
= f(u) + Z_Zl a—xz(u) cx; + 3 P 0, (w)ziz;.

Hierbei beachten wir, dass jeder Multiindex a vom Grad 1 die Gestalt
(0,...,0,1,0,...,0)
(eine 1 an der i-ten Stelle) besitzt. Multiindizes vom Grad haben die Gestalt
0,...,0,2,0,...,0) oder (0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0).

In diesem Abschnitt werden wir das Taylorpolynom der Ordnung 2 einer
Funktion verwenden, um ihr lokales Verhalten zu beschreiben.

Definition X.4.1. Ist f € C?*(U,R) und u € U, so heifit
0 f
H, =
() <8xi8a)j (U)>i,j:1,...,n

die Hessematriz von f in w. Nach dem Satz von Schwarz ist H,(f) eine
symmetrische Matrix. Die Abbildung

~ "2
H,(f):R" >R, x— (Hy(f)x,z) = ijz_l 8xiéij (w)z;z;
heilt Hesseform von f in wu. Sie ist eine quadratische Form auf R"™. [ ]

Mit der obigen Definition gilt fiir das Taylorpolynom zweiter Ordnung einer
Funktion f € C?*(U,R)

T2(F)(h) = f(u) +af(u)(h) + SHu(F)() = F(u) + Ju(F)h+ ShT ()P

und f(u + h) = T2(f)(h) + @(h) mit L — 0 fir b — 0 (vel. X.3.11).

Definition X.4.2. Sei U C R" offen und f € C'(U). Ein Punkt u € U
heiflt kritischer Punkt, wenn df(u) = 0 ist. In diesem Fall heilt f(u) kritischer
Wert von f.

Wir beachten, dass u genau dann kritischer Punkt ist, wenn alle partiellen
Ableitungen von f in u verschwinden, d.h.

Dy(f)(w) = ... = Du(f)(u) =0
gilt. ]



X.4. Das lokale Verhalten von Funktionen 216

Definition X.4.3. Sei f:U — R differenzierbar.
(a) Ein Punkt w € U heifit ein (isoliertes) lokales Mazximum von f, wenn ein
e > 0 so existiert, dass Uz(u) CU und f(u+h) < f(u) (f(u+h) < f(u)) fir
alle h mit 0 # ||h|| < e gilt. Der Begriff des (isolierten) lokalen Minimums wird
analog definiert. Die Funktion f hat in w ein lokales Fxtremum, wenn sie in u
ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum hat.

(b) Der Punkt u heiit globales Mazimum bzw. globales Minimum, falls fiir alle
velU gt f(v) < f(u) (bzw. f(v) > f(u)). u

| NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR EXTREMA |

Lemma X.4.4. Hat f € CY(U) in u ein lokales Extremum, so ist u ein
kritischer Punkt.

Beweis. Sei u € U ein lokales Extremum von f und v € R™. Wir haben zu
zeigen, dass df(u)(v) = 0 gilt. Hierzu wahlen wir § > 0 so klein, dass u+tv € U
fir |t| < ¢ gilt (die Existenz folgt aus der Offenheit von U). Wir betrachten nun
die Funktion

Oy [=0,0] = R, t+— f(u+tv).

Diese Funktion hat im Nullpunkt ein lokales Extremum und daher ist

0 = ¢, (0) = af (u)(v). m

Beispiel X.4.5. (a) Sei f:R? - R, f(z,y) = 2? +%%. Dann ist

Vf(z,y) = (2z,2y) =0

genau dann, wenn (z,y) = (0,0) ist. Daher ist der Nullpunkt der einzige kritische
Punkt, und es liegt dort ein globales Minimum vor.

(b) Genauso hat die Funktion f(z,y) = —2% — y? im Nullpunkt ein globales
Maximum.

(c) Die Funktion f:R? — R, (z,y) — 2% — y? hat zwar in (0,0) einen kriti-
schen Punkt, aber trotzdem kein Extremum. Der Nullpunkt ist ein sogenannter
Sattelpunkt. [ |

Definition X.4.6. (Wiederholung aus der linearen Algebra) Sei A eine
symmetrische (n x n)-Matrix.

(a) A heiit positiv definit, wenn (Ax,z) > 0 fir alle = # 0 gilt.

(b) A heiit positiv semidefinit, wenn (Ax,z) > 0 fir alle x € R™ gilt.

(c) A heifit negativ (semi-)definit, wenn —A positiv (semi-)definit ist.

(d) A heifit indefinit, wenn es x,y € R"™ gibt, so dass (Ax,z) > 0 und
(Ay,y) < 0 gelten. ]
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| HAUPTACHSENTRANSFORMATION |

Bemerkung X.4.7. (a) Zu jeder symmetrischen Matrix A existiert eine
Orthonormalbasis vy,...,v, von R™ aus Eigenvektoren von A, d.h., dass fiir
jedes 7 =1,...,n ein \; € R mit Av; = \jv; existiert. Fir x = Z?Zl x;v; gilt
dann

(Az,x) = Z a:?)\j.
j=1

Daraus folgt, dass A genau dann positiv (semi-)definit ist, wenn alle Eigenwerte
Aj >0 (A; > 0) sind. Die Matrix ist genau dann indefinit, wenn es sowohl
positive als auch negative Eigenwerte gibt.
(b) Ist A eine positiv definite symmetrische Matrix und B € GL,(R) eine
invertierbare Matrix, so ist A genau dann positiv definit, wenn B AB positiv
definit ist. Fiir v € R™ haben wir namlich

(BT ABv,v) = (ABv, Bv),

und da Multiplikation mit B bijektiv ist, ist dieser Ausdruck genau dann fiir all
0 # v € R™ positiv, wenn (A.w,w) > 0 fiir alle 0 # w € R™ gilt. Also ist A
genau dann positiv definit, wenn dies fiir BT AB der Fall ist. [ ]

| HURWITZKRITERIUM |

Satz X.4.8. ' FEine symmetrische n x n-Matriz A ist genau dann positiv

definit, wenn alle Hauptminoren positiv sind, d.h. wenn fir alle k € {1,...,n}
gilt
ail e A1k
det : : > 0.
a1 e Qkk

Beweis. Fiur k <n setzen wir

Ap =
a1 ... Qagk

Notwendigkeit der Bedingung: Ist A positiv definit, so sind auch alle Ma-
trizen Ay positiv definit. In der Tat, fiir 0 # =z € R* sei 7 = (x1,...,2%,0,...,0)
der zugehorige Vektor im R™. Dann ist

(Apz,z) = (AT, T) > 0.

1 Adolf Hurwitz (1859-1919), deutscher Mathematiker. Er studierte bei Felix Klein in
Miinchen und bei Kummer, Kronecker und Weierstrafl in Berlin. Professor in Koénigsberg und
Ziirich. Er beschiftigte sich vor allem mit Zahlentheorie, aber auch mit Funktionentheorie, wo
er das Geschlecht von Riemannschen Flachen untersuchte. Nach ihm sind z.B. das Hurwitzpoly-
nom und das Hurwitzkriterium aus der Stabilitdtstheorie dynamischer Systeme benannt; Satz

X.4.8 ist eine Variation davon.
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Insbesondere sind dann alle Eigenwerte von Ay positiv, also auch det A, > 0.
Die Bedingung ist hinreichend: Wir zeigen dies durch Induktion nach n.
Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial. Sei nun n > 1. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist die Matrix A,,_; dann positiv definit. Also existiert eine orthogonale
(n—1) x (n —1)-Matrix S (d.h. SST = ST =1) mit

a1 ... 0

STAn—lS: y  Ql,...,0p—1 > 0.
0 N 6 7y |

Sei S die n x n-Matrix, die durch

(39

gegeben ist. Dann ist S ebenfalls orthogonal und wir erhalten

aq e 0 b1
B:=STAS = : .
0 N 6 7 | bn—l
by ... bp_1 by,
Nach Voraussetzung ist det B = det A > 0. Wir setzen
1 ... 0 C1
: : : b;
T:=| " : : mit  c¢j = ——
0 1 Cn—1 ij
0 0 1
und erhalten
[0 0 0
: ; : 2 b?
C:=T'BT=] " : : mit  «, = n—b—l—...— n-l
0o . p—1 O 031 Qn—1
0o ... 0 O,

Wegen detT' = 1 ist die Determinante dieser Matrix «aj - - - ay, positiv und somit
a, > 0. Daher ist die Matrix C = (ST) T AST positiv definit und somit auch A
(Bemerkung X.4.7(b)). u

Das Hurwitzkriterium lasst sich nicht analog zu einem Kriterium fiir die
positive Semidefinitheit verallgemeinern. Fiir die Matrix

0 0 O
A=10 0 O
0 0 -1
gilt
0 0

det(0) > 0, det ( ) >0 und detA>0,

0 0

aber A ist nicht positiv semidefinit.
Der Vorteil des Hurwitzkriteriums ist, dass man die Eigenwerte nicht ken-
nen muss, um auszurechnen, ob eine Matrix positiv oder negativ definit ist.
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Folgerung X.4.9. Sei A = (a;;) eine symmetrische (2 x 2)-Matriz.
(1) Ist det A <0, so ist A indefinit.
(2) Ist det A >0 und ayq >0, so ist A positiv definit.
(3) Ist det A >0 wund a11 <0, so ist A negativ definit.

Beweis. (1) Ist det(A) < 0, so haben die beiden Eigenwerte von A ver-
schiedene Vorzeichen. Also ist A indefinit.
(2), (3) folgen direkt aus dem Hurwitzkriterium. m

| HINREICHENDE BEDINGUNG FUR EXTREMA |

Satz X.4.10. Sei U C R" ecine offene Menge, f € C?*(U,R) und x € U ein
kritischer Punkt von f. Dann gilt:

(a) Ist die Hessematrix H,(f) positiv definit, so ist x ein isoliertes lokales

(b) Ist H.(f) negativ definit, so ist x ein isoliertes lokales Mazximum.

(c) Ist Hy(f) indefinit, so handelt es sich bei x nicht um einen Extremalpunkt.
Kritische Punkte, die keine lokalen Extrema sind, nennt man Sattelpunkte.
Beweis. Nach Definition X.4.1 gilt

flx+h) = f(x)+df(z)(h) + %(Hm(f)(h)a h) + ¢ (h)
1

= f(@) + 5 (Ha(f)(R), h) + ¢(h)

mit limy,_.g % = 0. Zu jedem ¢ > 0 existiert also ein § > 0 mit Us(x) C U
und [p(h)| < e-||h||? fiir alle A mit ||h]| <.

(a) Sei A := LH,(f) positiv definit und A; > 0 der kleinste Eigenwert von A.
Ist vy1,...,v, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren und h = Z?Zl hjv;, so
ist

(Ah,h) =" |hi[*A; = A |lR))?
j=1

fiir alle h € R™. Sei nun € := 2! und § wie oben. Fiir ||h|| < ¢ gilt dann
f(z+h) = f(x) + (Ah, h) + o(h)
A A
> fa) + Mlhl? = SH I = @)+ 5 hP

Also ist x ein isoliertes lokales Minimum.
(b) Wende (a) auf —f an.
(c) Ist v € R™ ein Vektor mit (Av,v) > 0, so ist

fla+tv) = f(z) + t*(Av,v) + p(tv) mit Soff;”)

t—0

Ist ¢t so klein, dass @ > —(Av,v) gilt, so ist f(x + tv) > f(z). Analog
zeigt man fiir einen Vektor w mit (Aw,w) < 0 die Existenz eines § > 0 mit
f(x +tw) < f(x) fur |t| < §. Folglich ist x ein Sattelpunkt. u
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Aus dem Beweis von (c) erhalten wir eine wichtige Folgerung, die wir als
notwendige Bedingung fiir Extrema verstehen konnen:

Folgerung X.4.11. Sei U C R"™ eine offene Menge, f € C*(U,R) und x € U
ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:

(a) Ist x ein lokales Minimum, so ist H,(f) positiv semidefinit.

(b) Ist z ein lokales Maximum, so ist H,(f) negativ semidefinit.

Beweis. (a) Ist H,(f) nicht positiv semidefinit und (H,(f)v,v) < 0, so
folgt aus dem Beweis von Satz X.4.10(c) die Existenz eines 6 > 0, so dass
f(z +tv) < f(x) fiir alle ¢ mit |[t| < gilt. Also kann z kein lokales Minimum
sein.

(b) Wir wenden (a) auf —f an. u

Bemerkung X.4.12. Ist die Hessematrix semidefinit, so lassen sich keine
allgemeinen Aussagen machen. Die Funktionen f;: R? — R:

fl(xvy):x2+y4a fZ(xvy):x2 und f3($,y):x2+y3

besitzen alle im Nullpunkt die Hessematrix

H() = H(F2) = ol = (5 7)-

Die Funktion f; hat im Nullpunkt ein isoliertes Minimum; f5 hat dort ein (nicht-
isoliertes) Minimum, und f3 besitzt kein Extremum. |

Beispiel X.4.13. Wir wollen fiir die Funktion
fiR? >R, f(z,y) = 3z + 4y +sin(zy)) (22 + y — (cosz)(1 — cosy))

das lokale Verhalten im Nullpunkt bestimmen. Dazu berechnen wir ihr Taylor-
polynom der Ordnung 2 (siehe die Bemerkung unten):

T3(6) () = T3 (32 + dy +29) (2o +y — (1= )1 - (1= 2))))

= (3z + 4y) (2 + y) = 622 + 8xy + 3zy + 4y* = 622 + 11lay + 492,

d.h., die Hessematrix ergibt sich zu

HO(f)Z(ﬁ 181)'

Daher ist der Nullpunkt wegen 12 > 0 und det Hyo(f) = 96 — 121 < 0 ein
Sattelpunkt.

Bemerkung zur Berechnung der Taylorpolynome: Zunachst wissen wir, dass
die Funktion sin sich auf R durch eine Potenzreihe darstellen lasst:

sing — i (=1)* L2+l
' :
2. 2k +1)!
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Da sich konvergente Potenzreihen gliedweise differenzieren lassen, stimmt diese
Reihe mit der Taylorreihe Tj(sin) {iberein.

Betrachten wir nun die Funktion f:R? — R, f(x,y) = sin(zy), so ist f
beliebig oft partiell differenzierbar und hat die Reihenentwicklung

( ) f( ) _ f: (_1)k 2k+1, 2k+1
f e T

Halten wir jeweils x oder y fest, so ergibt sich eine tliberall konvergente Potenz-
reihe in einer Variablen, die wir gemafl Satz VI.5.3 gliedweise differenzieren
diirfen. Wir erhalten daher sukzessive fiir die partiellen Ableitungen:

0k
DY Do) = Y- iy P DA ).
k=0 )

Hieraus erkennen wir insbesondere, dass () mit der Taylorreihe der Funktion f
iibereinstimmt. Insbesondere ist

T3 (f)(@,y) = zy,

was wir oben verwendet haben. Alternativ kann man mit der Kettenregel fiir
Taylorpolynome argumentieren (Satz X.3.8(c)). n

X.5. Vertauschbarkeit von Ableitung und Integral

In diesem kurzen Abschnitt lernen wir eine wichtige Rechenmethode kennen,
die das Vertauschen von Ableiten und Integration betrifft, sofern verschiedene
Variablen betroffen sind.

Satz X.5.1. Sei U CR" eine offene Menge und D = [a,b] C R ein Intervall.
Die Funktion f: D x U — R sei stetig. Dann ist die Funktion

b
F:U—R, xi—>/ flt,z)dt

stetig. Hat f stetige partielle Ableitungen gj :DxU—R,i=1,...,n, so ist

auch F stetig nach x; differenzierbar, und es gilt

o [° b9
8%/[1 f(t,x)dt:/a a—‘xfi(t,x)dt.

Beweis. (a) Sei € U. Da U offen ist, existiert ein r > 0 mit Us,.(z) C U.
Die Menge

DxU(zx)=Dx{ycR":|y—z| <r} CR"™
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ist nach dem Satz von Heine-Borel kompakt, denn sie ist abgeschlossen und
beschrénkt, also ist f auf D x U.(x) gleichméaBig stetig (Satz 1X.3.19). Zu
jedem e > 0 existiert also ein & €]0, r[ mit

f(t,z +h) — f(t,z)| < bi fiir alle & mit ||| < 6.
—a
Es folgt
b g
Fo+h) = F@| < [ [fto+h) = fto)ld < o b-a) =

fir alle h mit ||| < d, d.h., F ist stetig.
(b) Fiir x € U und h € R mit = + he; € U definieren wir

fathe) ZJ2) - falls b # 0
g(t, I’, h) = af h ’ f
50; (8,2, falls h = 0.

Wir behaupten, dass diese Funktion auf der Menge
U:={(t,z,h) € Dx U x R:z + he; CU}

stetig ist. In allen Punkten (z,y,h) mit h # 0 ist dies klar. Wir miissen die
Stetigkeit also nur in den Punkten der Gestalt (x,y,0) nachweisen. Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist
f<t7x+hel) —f(t,ZU) 6f
= t Iphe;

h 6$Z( & + hite )
fir ein ¥, €]0,1[, falls = 4 [0,1]he; C U ist. Gilt (tn,xn, hn) — (to,20,0), so
auch ¥y, h, — 0. Fiir ausreichend groe n ist =, + [0,1]h,, C U. Fiir solche
n erhalten wir daher

g(tn,xn, hn) — f(tn; In + hnZZ) - f(tna xn) = 885 (tn; Ty —+ ﬂnhnei)

(tOwTO) = g(t07x070)7

K3

d.h., die Funktion g ist stetig. Es gilt also wegen (a)

oOF ’ o [° *9
G =l [Catama® [Cgta0i= [ L
h#0
und diese Funktion hangt nach dem ersten Teil stetig von = ab. |

Bemerkung X.5.2. Hat f stetige partielle Ableitungen der Ordnung < k,
so sieht man induktiv

b

(D°F)(z) = / (DO ) (1, z) dt

a

fiir alle |a| < k, wobei (0,a) = (0,a1,...,0a,) € NOT! ist. u
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X.6. Kurvenintegrale und Pfaffsche Formen

In diesem Abschnitt lernen wir eine neue Variation zu dem Thema Kurveninte-
grale kennen. Die Kurvenintegrale, die wir in Abschnitt X.1 behandelt haben,
waren von dem Typ

[1=[ rawlsola

wobei 7:[a,b] — R™ eine Kurve war. Der Nachteil dieser Kurvenintegrale ist,
dass hier der Geschwindigkeitsvektor der Kurve nur als Skalar eingeht und nicht
als vektorielle GroBle. Will man zum Beispiel die Arbeit modellieren, die man
entlang eines Weges in einem Kraftfeld verrichtet, so sollte das Ergebnis eine
skalare Grofle sein, auch wenn das Kraftfeld eine vektorielle Funktion ist. Den
angemessenen Rahmen fiir solche Integrale bildet der Kalkiil der Differential-
formen. Die Differentialformen, die bei den Kurvenintegralen auftreten, nennt
man Pfaffsche Formen bzw. Differentialformen erster Ordnung oder 1-Formen.
Mit ihnen lasst sich zum Beispiel die Frage danach, ob ein gegebenes Vektorfeld
ein Gradient einer Funktion ist, in der ihr angemessenen Allgemeinheit disku-
tieren. In der Sprache der Pfaffschen Formen ist es die Frage nach der Existenz
einer Stammfunktion einer gegebenen Pfaffschen Form. Diese wiederum lasst sich
durch das Verschwinden von Integralen der Pfaffschen Form entlang geschlossener
Wege charakterisieren.

Definition X.6.1. Sei U C R" offen.
(a) Eine Pfaffsche Form auf U ist eine Funktion

w:U — Hom(R", R),

d.h., fir jedes = € U ist w(z):R™ — R eine lineare Abbildung. Wir schreiben
QYU) fiir den Raum der Pfaffschen Formen auf U .

Um die (1 x n)-Matrix zu erhalten, die die lineare Abbildung w(p) bzgl.
der kanonischen Basis des R"™ darstellt, betrachten wir die Funktionen

fiU = R, fi(p) == w(p)(e;)

und erhalten die darstellende Zeilenmatrix ( fi(p), ---, fu(p)).
(b) Jeder differenzierbaren Funktion F:U — R kénnen wir eine Pfaffsche Form
zuordnen, denn die Ableitung

dF:U — Hom(R",R)

ordnet jedem Punkt x € U eine lineare Abbildung dF(z):R™ — R zu. Die
Pfaffsche Form dF nennen wir das totale Differential von F'.
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(c) Ist «y:[a,b] — U eine stetig differenzierbare Kurve und w auf U eine stetige
Pfaffsche Form mit den Komponentenfunktionen f;(z) := w(z)(e;), so definieren
wir das Integral von w tber ~ wir folgt:

b b n
[o= [ wtoGm)d= [ 3 H6w)0;0d

Ist v lediglich stiickweise stetig differenzierbar und
a=x90<11<...<ZTy =00
eine Unterteilung, so dass die Wege
Vi = Vg @) (25 2] = U

stetig differenzierbar sind, so definieren wir

m—1
/w = E / w. ]
0l j=0 “7;

Mochte man konkret mit Pfaffschen Formen rechnen, so erweist es sich als
praktisch, sie in den natiirlichen Koordinaten des R™ zu beschreiben. Fiir jedes
j€{l,...,n} betrachten wir dazu die Funktion

z;:R" =R, p=(p1,...,0n) — Pj-

Da z; stetig differenzierbar ist, erhalten wir Pfaffsche Formen dz; € Q'(R"),
j=1,...,n. Fir jedes p € R" ist dann

dz;(p)(h) = hy,
d.h., dz;:R" — Hom(R",R) ist die konstante Abbildung, die jedem p die
lineare Abbildung z; zuordnet. In diesem Sinn haben wir dz;(p) = z; fiir
alle p € R™. Es ist klar, dass die linearen Abbildungen x1,...,x, eine Basis des
n-dimensionalen Vektorraums Hom(R",R) bilden.

Ist nun w € QY(U) eine Pfaffsche Form und definieren wir die Funktionen
f;:U — R durch f;(p) := w(p)(e;), so erhalten wir fiir jedes p € U:

w(p) =D f3(p) - dw;(p),
also
(61) W = Z fjdl‘j.
j=1

Wir kénnen daher jede Pfaffsche Form wie in (6.1) darstellen, und diese Darstel-
lung ist eindeutig.

Ist w = dF das totale Differential einer stetig differenzierbaren Funktion,
so erhalten wir insbesondere

(6.2) dF(z) = z": 6—F dz;

j=1
(man vergleiche dies mit der Kettenregel).
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Verhalten bei Parametertransformation

Natiirlich miissen wir uns iiberlegen, in welcher Form das Integral einer
Pfaffschen Form tiber eine Kurve von ihrer Parametrisierung abhéngt.

Sei w=">" j f;jdx; eine stetige Pfaffsche Form in der offenen Menge U C R™
und v:[a,b] — U eine stetig differenzierbare Kurve. Weiter sei ¢: [c,d] — [a, b]
stetig differenzierbar mit ¢(c¢) = a und @(d) = b. Dann ist yo p:[c,d] — U
ebenfalls eine stetig differenzierbare Kurve mit dem gleichen Bild sowie dem
gleichen Anfangs- und Endpunkt wie ~.

Lemma X.6.2. fvw = fvw

Beweis. Nach der Kettenregel gilt (v o ¢)'(t) = ¢'(t)7'(¢(t)) . Aus der Trans-

formationsformel fiir eindimensionale Integrale (Substitutionsregel) ergibt sich
daher

w (Parametrisierungsinvarianz).

/ W= / w(yoe(t))((vop)(t))dt
d

:/ w(y(e®)) (v (@) ¢ (t) dt

Bemerkung X.6.3. Analog zeigt man, dass fiir eine stetig differenzierbare
Bijektion ¢: [c,d] — [a,b] mit ¢(c) =b und ¢(d) = a die Beziehung

/ “":_/”
yop vy

Wir stellen hier ein interessantes Phanomen fest: durch die Umkehrung der
Orientierung dndert das Kurvenintegral sein Vorzeichen. Anschaulich bedeutet
dies, dass beim Durchlaufen der Kurve in umgekehrter Richtung das Kurvenin-
tegral sein Vorzeichen umkehrt. [ ]

gilt.

Wir berechnen nun das Kurvenintegral eines totalen Differentials.

Satz X.6.4. Sei U C R" offen und F:U — R stetig differenzierbar sowie
v:la,b] — U eine stickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt

/ 4F = F(4(%)) - F(1(a)).
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Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass v stetig differenzierbar ist. Aus der
Kettenregel und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

‘/dF /mdF (ﬁ)ﬁ:iL%Foyyaﬁﬁ

= (Fov)(b) = (Foy)(a) = F(v(b) — F(v(a))-

Der allgemeine Fall eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges ergibt sich
nun durch Zusammensetzen der einzelnen Integrale, was zu einer Teleskopsumme
fiihrt. [ ]

Satz X.6.4 besagt insbesondere, dass das Integral eines totalen Differentials
NUR von Anfangs- und Endpunkt des Weges abhéangt. Ist v ein geschlossener
Weg, d.h. gilt y(a) = 7(b), so erhalten wir insbesondere

/szO.
¥

Beispiel X.6.5. In U :=R?\ {0} betrachten wir die Pfaffsche Form

y dx + v
72 + 12 72 + 12

w(z,y) =— dy
und den geschlossenen Weg

v:10,27] — U, t (cost,sint).

Dann ist +/(t) = (—sint, cost) und daher

27 2 27
t t
w= (sin (cost) dt = 1dt = 2.
(sint)2? 4 (cost)? 0
Wir sehen insbesondere, dass w kein totales Differential sein kann, da das Integral
iiber die geschlossene Kurve 4 nicht verschwindet. ]

Ein Einschub iiber Zusammenhang

In diesem Unterabschnitt werden wir kurz einige Aspekte des Zusammen-
hangsbegriffs diskutieren.

Definition X.6.6. (a) Ein metrischer Raum (U, d) heiit zusammenhdngend,
wenn er nicht disjunkte Vereinigung von zwei offenen nichtleeren Teilmengen ist.

D.h., sind U;,Us C U offen mit

(63) U= U1 U U2 und U1 N U2 = @,
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so ist eine der Mengen Uj leer.

Ist eine Zerlegung wie in (6.3) gegeben, so ist ist U = U \ Uy = Us offen,
also ist U; auch abgeschlossen. Man iiberlegt sich leicht, dass die Zerlegungen
wie in (6.3) genau denjenigen Mengen entsprechen, die gleichzeitig offen und
abgeschlossen sind. Triviale Falle erhalten wir fir U; = @ oder U; = U. Der
Raum U ist also genau dann zusammenhingend, wenn () und X die einzigen
Teilmengen sind, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind.

(b) Man nennt einen metrischen Raum (U, d) bogenzusammenhdingend, wenn fiir
jedes Paar x,y € U eine stetige Kurve v: [a,b] — U mit vy(a) =2 und ~(b) =y
existiert, d.h., x und y lassen sich durch die Kurve v verbinden. [ ]

Das folgende Lemma ist von grundlegender Bedeutung fiir die Analysis. Es
liefert eine topologische Charakterisierung der Intervalle in R.

Lemma X.6.7. FEine Teilmenge I C R ist genau dann zusammenhdngend,
wenn sie ein Intervall ist.

Beweis. Ist I kein Intervall, so existieren a < b in I und ein ¢ €]a,b[\I. Dann
sind die Mengen

Up:={ze€lxz<c} und Us:={zxe€l:xz>c}

nichtleer, offen und disjunkt mit U;UUy = I. Alsoist I nicht zusammenhéngend.
Wir haben noch zu zeigen, dass jedes Intervall zusammenhangend ist. Dazu
argumentieren wir indirekt. Wir nehmen an, dass I = U; UUs eine Zerlegung in
zwei nichtleere disjunkte Mengen ist, die in dem metrischen Raum I jeweils offen
sind. Dann existieren a € U; und b € Us und wir dirfen 0.B.d.A. annehmen,
dass a < b gilt.
Wir betrachten die disjunkten Teilmengen

J1 = U1 N [a,b] und J2 = U2 N [a,b]

des Intervalls [a,b]. Wegen [a,b] C I ist J; U Jy = [a,b]. Wegen Uy = I\ Us
und Uy = I'\ U; sind die beiden Teilmengen U; auch abgeschlossen in I, so dass
auch die Teilmengen .J; von [a,b] jeweils offen und abgeschlossen sind.

Sei ¢ := supJi. Da Jo in [a,b] offen ist und b enthélt, ist ¢ < b.
Andrerseits ist ¢ € J;, da jede Umgebung von ¢ die Menge J; schneidet
(vgl. Lemma IX.3.13). Da J; auch in [a,b] offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit
le—e, c+€[C J1, im Widerspruch zur Definition von ¢. Damit ist unser indirekter
Beweis abgeschlossen. [ ]

Lemma X.6.8. Ist f: X — Y eine stetige Abbildunge zwischen metrischen
Réumen und X (bogen-)zusammenhdngend, so ist auch die Teilmenge f(X) CY
(bogen-)zusammenhdngend.

Beweis. Bogenzusammenhang: Sei X bogenzusammenhéngend und p,q €
f(X). Dann existieren Punkte z,y € X mit f(z) =p und f(y) = ¢. Aus dem
Bogenzusammenhang von X folgt die Existenz einer stetigen Kurve v: [a,b] — X
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mit y(a) = x und v(b) = y. Dann ist fo~:[a,b] — f(X) eine stetige Kurve,
die p und ¢ verbindet. Also ist f(X) bogenzusammenhéngend.

Zusammenhang: Sei X zusammenhéngend und seien U;,Us C f(X)
offene Teilmengen mit

f(X):UlL_JUQ und Ulﬂng@.
Dann sind O; := f~1(U;) offene Teilmengen von X mit
X:OlLJOQ und OlmOQZQ.

Da X zusammenhangend ist, ist eine der Mengen O; leer. Dann ist aber auch
U; = f(O;) leer. Hieraus folgt, dass f(X) zusammenhéngend ist. |

Lemma X.6.9. Ist (U,d) ein bogenzusammenhdngender metrischer Raum, so
ist (U,d) auch zusammenhdngend.

Beweis. Sei U = U; U U, eine disjunkte Zerlegung in nichtleere offene Teil-
mengen. Dann existieren x € U; und y € Us, und wir finden eine stetige Kurve
v:la,b) = U mit v(a) =z und v(b) = y. Dann ist

([a,0]) = (v(la, b)) N U1) U (v([a, b]) N T2)

eine Zerlegung von 7([a,b]) in zwei paarweise disjunkte offene Teilmengen, was
im Widerspruch zum Zusammenhang von 7([a,b]) steht (Lemma X.6.7 und
Lemma X.6.8). u

Definition X.6.10. (a) Ist U eine offene Teilmenge von R™, so ist jede offene
Teilmenge von U auch eine offene Teilmenge von R™ (Nachweis!). D.h., U ist
genau dann zusammenhéngend, wenn keine zwei nichtleeren offenen Teilmengen
Ui,U; C R"™ so existieren, dass

U:U1UU2 und UlmUQZQ.

Eine nichtleere offene zusammenhéangende Teilmenge U C R™ nennen wir ein
Gebiet.

(b) Wir nennen eine Teilmenge U C R"™ sternformig bzgl. p € U, wenn fiir jeden
Punkt ¢ € U die ganze Verbindungsstrecke

[p,q] :=={Ap+ (1= N)g: A €0,1]}

in U liegt.

Ist U sternformig bzgl. dem Punkt p, soist U auch wegzusammenhangend,
denn sind x und y Punkte in U, so kann man sie durch eine Kurve verbinden,
die zuerst die Strecke [z,p] und dann die Strecke [p,y] durchliuft (Ubung).

(c) Ist U C R™ konvex, d.h., liegt mit x,y € U auch deren Verbindungsstrecke
[z,y] in U, so ist U sternférmig bzgl. jedem Punkt p € U, insbesondere also
auch zusammenhangend.

(d) Die Menge U :=]0, 1{U]1,2[C R ist nicht zusammenhéngend. n
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Lemma X.6.11. Ist U C R" ein Gebiet, d.h. offen und zusammenhangend,
sowie x,y € U, so emistiert eine stickweise stetig differenzierbare Kurve
~v:10,1] = U mit v(0) =z und v(1) =y.

Beweis. Wir betrachten die Teilmenge U, aller Punkte p € U, fiir die eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve

n:[0,1] = U

mit 7(0) =z und n(1) = p existiert.

U, ist offen: Ist p € U,, so folgt aus der Offenheit von U die Existenz
eines ¢ > 0, so dass die Kugel U.(p) ganz in U enthalten ist. Sei ¢ € U(p)
und 7: [0, 1] — U eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit 7(0) = 2 und
n(1) = p. Wir verlangern nun diese Kurve wie folgt:

_ n(2t) fiir t € [0, 3],
70,1 = U ”‘H{p+<2t—1><q—p> fiir €], 1].

Dann ist 7 eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in U, die x mit ¢
verbindet. Also ist U.(p) C U,, folglich ist U, offen.

U\U, ist offen: Ist p € U, , so finden wir wie oben ein € > 0 mit U.(p) C
U. Ware ein Punkt ¢ € U.(p) in der Menge U, enthalten, so kénnten wir die
Kurve von x nach ¢ durch ein Streckenstiick, das ¢ in U.(p) mit p verbindet,
verlangern und wiirden so wie oben eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve
von x nach p erhalten, ein Widerspruch. Also ist U.(p) ganz in U\ U, enthalten
und U \ U, somit offen.

Nun ist U = U, U (U \ U,) eine Zerlegung von U in zwei offene disjunkte
Teilmengen. Da U, nicht leer ist und U zusammenhéngend, muss U \ U, leer
sein. Also ist U = U, . Insbesondere ist y € U, , und dies war zu zeigen. ]

Lokal konstante Funktionen

Definition X.6.12.  Eine Funktion f: X — R auf einem metrischen Raum
(X, d) heiit lokal konstant, wenn fiir jedes p € X ein ¢ > 0 existiert, so dass f
auf der Kugel U, (p) konstant ist. [

Bemerkung X.6.13.  Fiir eine lokal konstante Funktion ist jede Niveaumenge
f~Y(c), c € R, offen und wegen

fea=x\UJrw

d#c

auch abgeschlossen.
Hieraus folgt insbesondere, dass auf einem zusammenhangenden metrischen
Raum alle lokal konstanten Funktionen schon konstant sind. Ist umgekehrt
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X nicht zusammenhingend und X = U;UU, eine disjunkte Zerlegung in zwei
nichtleere offene Teilmengen, so wird durch

1 firzel;

J: X R, f(z) ::{2 fur x € Uy

eine lokal konstante Funktion auf X definiert, die nicht konstant ist. ]

Satz X.6.14. Sei U C R"™ ein Gebiet. FEine stetig differenzierbare Funktion
F:U — R ist genau dann konstant, wenn dF =0 gilt.
Beweis. Ist F' konstant, so gilt trivialerweise dF' = 0.

Wir nehmen nun an, dass dF = 0 gilt, und fixieren einen Punkt = € U.

Nach Lemma X.6.11 existiert zu jedem y € U eine stiickweise stetig differenzier-
bare Kurve v: [a,b] — U mit y(a) = z und ~(b) = y. Mit Satz X.6.4 ergibt sich

Fw) - £ = [ar= 0=

Also ist F' konstant. n

Folgerung X.6.15. Ist U C R" offen und F:U — R differenzierbar, so ist
F' genau dann lokal konstant, wenn dF = 0 ist.

Beweis. Ist F' lokal konstant, so gilt trivialerweise dF' = 0. Ist andererseits
dF =0 und p € U, so existiert ein € > 0 mit U.(p) C U. Da die offene Kugel
U:(p) zusammenhéingend ist, also ein Gebiet, folgt aus Satz X.6.14, dass F' auf
U-(p) konstant ist. Folglich ist F' lokal konstant. [

Beispiel X.6.16. Die Teilmenge U :=|0, 1{U]1,2[C R ist offen, aber kein Ge-
biet. Die Funktion

| _J O furz€]0,1]
F:U — R, F(l’)-—{1 fiir z €]1, 2]

ist beliebig oft differenzierbar, und es gilt dF" = 0, aber sie ist nicht konstant. m

Stammfunktionen Pfaffscher Formen

Definition X.6.17.  Sei w eine stetige Pfaffsche Form auf der offenen Teil-
menge U C R". Eine stetig differenzierbare Funktion F:U — R heifit Stamm-
funktion von w, wenn dF = w gilt. [ ]

Bemerkung X.6.18. (a) Ist F' eine Stammfunktion von w und c¢:U —
R, p — ¢ die konstante Funktion mit Wert ¢, so ist auch F' + ¢ eine Stammfunk-
tion von w, da d(F + ¢) = dF + dc = dF = w gilt.
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Sind umgekehrt F} und F, zwei Stammfunktionen von w, so gilt die
Beziehung d(Fy — F3) = 0. Ist U ein Gebiet, so schlieen wir mit Satz X.6.14,
dass F; — F5 konstant ist.

Auf einem Gebiet U sind Stammfunktionen also bis auf eine additive
Konstante eindeutig bestimmt, sofern sie existieren.

(b) Sei n =1 und U ein offenes Intervall. Ist w eine stetige Pfaffsche Form auf
U, so konnen wir w schreiben als

w=f-dz.
Ist F:U — R eine stetig differenzierbare Funktion, so ist
dF = F' - dx.

Also ist F' genau dann eine Stammfunktion der Pfaffschen Form w, wenn F
eine Stammfunktion der Funktion f im Sinne der Differentialrechnung einer
Verénderlichen ist (Satz VI.2.2).

Insbesondere folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung die Existenz einer Stammfunktion fiir jede stetige Pfaffsche Form w auf
einem Intervall. Man bekommt sie zum Beispiel durch

)= [ s

wobei xg € U ein fester Punkt ist .
(c) Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall existiert fiir n = 2 nicht fiir jede

stetige Pfaffsche Form eine Stammfunktion. Ein Gegenbeispiel hierzu liefert fiir
U :=R?\ {0} die Pfaffsche Form

i dr + < d
w = ——-7-daax S —
332 + y2 .’L’2 + y2 Y
aus Beispiel X.6.5. Wir haben gesehen, dass eine geschlossene Kurve existiert,
fiir die das Integral f7 w nicht verschwindet. Also hat w keine Stammfunktion.m

| KRITERIUM FUR DIE EXISTENZ VON STAMMFUNKTIONEN |

Satz X.6.19. Genau dann besitzt die stetige Pfaffsche Form w auf dem Gebiet
U eine Stammfunktion, wenn fiir jeden geschlossenen Weg ~v in U das Integral
von w uber v wverschwindet.

Beweis. Die Notwenigkeit der Bedingung, dass Integrale iiber geschlossene
Kurven verschwinden, folgt aus Satz X.6.4.

Wir nehmen nun an, dass diese Bedingung erfiillt ist. Wir wéhlen einen
festen Punkt p € U. Zu jedem Punkt g € U existiert dann eine stiickweise stetig
differenzierbare Kurve 7: [0, 1] — U mit v(0) = p und 7(1) = ¢ (Lemma X.6.11).
Wir definieren
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Um so eine Funktion auf U definieren zu konnen, miissen wir einsehen,
dass F,(p) nicht von der Wahl der Kurve vy abhéngt. Sei also 7:[0,1] — U eine

weitere stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit 7(0) = p und n(1) = ¢. Wir
betrachten die Kurve

‘ (t), fir t € [0,1]
a:(0,2] = U, t— {g(z —t), fiirt€]1,2].

Dann ist « eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit a(0) = v(0) =p =
n(0) = «(2), d.h., a ist geschlossen. Geméafl unserer Voraussetzung ist daher

o foe o)

da im zweiten Teilstiick von « die Kurve n riickwérts durchlaufen wird (siehe
Bemerkung X.6.3). Hieraus ergibt sich

Fy(q) = /f’ - /n“’ — Fy(q).

Wir konnen daher durch
F:U—R, ¢~ Fq)

eine Funktion definieren. Da es nicht auf die Kurve ankommt, die p und ¢

verbindet, schreiben wir
q
F@Z/w:/w
p ¥

wobei ~ irgendeine Kurve von p nach ¢ ist. Wir zeigen jetzt, dass F' eine
Stammfunktion von w ist. Dazu schreiben wir w = Z?zl f; dz; mit stetigen
Funktionen f;:U — R. Wir haben zu zeigen, dass F' stetig differenzierbar ist
mit

oF
— = f ) =1,...,n.
81‘j f]7 J ) y I

Sei dazu x € U und ¢ > 0 mit U.(z) CU. Fir ||h|]| < € haben wir dann

xz+h T z+h z+h
F(x-l—h):/ w:/w-i—/ w:F(:E)—i-/ w.
p p x x

Da die Verbindungsstrecke der Punkte z und z 4+ h ganz in U.(z) und damit
auch in U liegt, konnen wir den Weg

Y:[0,1] = U, t—xz+th



233 X. Differentialrechnung mehrerer Verinderlicher 4. Januar 2008

betrachten, der x und = + h verbindet. Damit erhalten wir mit 5 (¢) = h fir
alle t:

F(x+h)—F(x):/gcx+hw:Lhw:/()lw(x+th)(h)dt
:i/olfj(xﬂh)hjdt:i(/olfj(xﬂh)dt)-hj.

Fiir die Ableitungen ergibt sich hieraus mit Satz X.5.1:

OF(x)
oz, A —j(F(“erhj@j) — F(z))
1
:hljlgoh—j/o fi(x +thje;)dt- h;

1 1
:hljigo/o fj(fUthhj@j)dt:/O fi(z)dt = f;(x).
|

Beispiel X.6.20. In einem Gebiet U C R? sei das Vektorfeld F:U — R3
gegeben. Wir denken uns F' als ein zeitlich konstantes Kraftfeld, z.B. ein elek-
trisches Feld. Sind Fi, F5, F3 die Komponenten dieses Feldes, so konnen wir
diese auch als eine Pfaffsche Form interpretieren:

w:ZFl'dZIIl—l—FQ'd.’EQ—f—FQ,'d.Tg,.

Ist nun ~:[a,b] — U eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, so inter-
pretieren wir das Integral

[o= [ S r0ommd= [ E6m).so) d

a

als die Arbeit, die man aufwenden muss, um sich von dem Punkt v(a) zum
Punkt ~(b) entlang des Weges = zu bewegen. Das ist dadurch gerechtfertigt,
dass man fiir ein kleines Stiick des Weges ndherungsweise annehmen kann, dass
F' konstant ist und

gilt. Dann ist

(F(v(t),4(t)) - (tix1 — ti) = (F (v(t:)), y(tig1) — y(ta)).

Dieser Ausdruck ist proportional zu der Lange des Weges, die hier durch die
Differenz ~(t;+1) — v(t;) gegeben ist, zu der Grofe des Kraftfelds F' im Punkt
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v(t;) und zum Kosinus cosa des Winkels a zwischen diesen beiden Vektoren,
da
(F(v(t:))v(tivr) = v(t:)) = cosa- [[F(y(t) || - [ (tir) = v(t)l

gilt. Ist das Kraftfeld senkrecht zur Richtung des Weges, so wird keine Arbeit
verrichtet; ist es dagegen parallel zum Weg, so kommt es auf seine Richtung an,
ob Energie notwendig ist, um dagegen anzukédmpfen, oder ob potentielle Energie
dadurch frei wird, dass man in Richtung des Feldes gezogen wird.
(a) Ist ' = E ein elektrostatisches Feld, so ist die Arbeit, die man zum Ver-
schieben einer Ladung entlang eines Weges v verrichten muss, aus physikali-
schen Griinden nur abhéngig von Anfangs- und Endpunkt des Weges, denn sonst
wiirde sich Energie dadurch billig gewinnen lassen, dass man eine Ladung auf
eine geschlossene Bahn schickt, auf der sie Energie gewinnen kann. Man spricht
daher auch von konservativen Kraftfeldern.

In diesem Fall hangt das Integral f7 w also nur vom Anfangs- und Endpunkt
des Weges ab und verschwindet insbesondere fiir geschlossene Wege. Nach Satz
X.6.19 hat die Pfaffsche Form w daher auf jedem Gebiet U eine Stammfunktion,

die gegeben ist durch
P
O(p) == / w,
Ppo

wobei pg € U ein fest gewahlter Punkt ist. Die Funktion —® nennt man ein
Potential des Kraftfelds, das durch w beschrieben wird. Ist v eine Kurve von p
nach ¢, so ist

Lw = ®(q) — 2(p),

d.h., die Differenz der Werte der Potentialfunktion ® gibt die Arbeit an, die
entlang des Weges verrichtet wurde.
(b) Ein besonders einfaches Feld ist das elektrische Feld einer Punktladung im
R3. Ist eine Ladung der GréBe ¢ im Punkt py € R?® positioniert, so ist das
zugehorige elektrische Feld gegeben durch
T3 ., R3 _ 4 T —Po
E:R*\ {po} — R”, E(z) Areo || — pol?’

wobei g( die elektrische Feldkonstante ist.
Wir behaupten, dass die Funktion
q 1

\ {po} () drmeo ||z — pol|

eine Potentialfunktion dieses Vektorfeldes ist. In der Tat haben wir

0 1 1 1 5 1
ST T = 5 3281 = — 3%,
Oy ||z — po| 2 ||z — pol|3 |z — pol®
0 1 1 0 1 1
T T TN TE L = — T3
O3 ||z — pol| |z — po|® O3 ||z — pol| |z — pol®
und daher
V& =—F.

Das Gravitationsfeld einer Masse im R3 lisst sich vollkommen analog
behandeln, da es die gleiche Struktur besitzt. [ ]
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Geschlossene Pfaffsche Formen

Die Bedingung, dass die Integrale einer Pfaffschen Form iiber alle geschlossenen
Kurven verschwinden, kann man in der Regel nicht so leicht nachpriifen. Die
folgende Bedingung ist eng damit verwandt, lasst sich aber sehr leicht verifizieren.

Definition X.6.21. Sei U C R" eine offene Teilmenge. Eine stetig differen-
zierbare Pfaffsche Form w = ) ; f; dx; auf U heiit geschlossen, wenn fiir alle

g, ked{l,....,n} gilt:
Ofc _ 0fj

Besitzt die stetig differenzierbare Pfaffsche Form w auf U eine Stamm-
funktion, so ist w geschlossen, denn aus

oF
w:dF:ZaTj dﬂl‘j:ij dilfj
J J

folgt
ofy,  9*F  82F  df
8$j a 8$Ja{13k N ﬁxkﬁx] N Gzz;k

aus dem Satz von Schwarz X.3.2. Die Geschlossenheit einer Pfaffschen Form ist
also notwendig fiir die Existenz einer Stammfunktion.

In der Regel ist sie aber nicht hinreichend. Fiir U := R?\ {0} und die
Pfaffsche Form

Y _dr+———a
w=— x4+ -7
x2+y2 $2+y2 Y
ist .
f1($,y):—x2—+y2 und fz(%y):xQ—erQ~
Damit ergibt sich
afl B 1 2y2 _2y2_x2_y2_ y2_$2

8y o _.’172+y2 + ($2+y2)2 o ($2+y2)2 o ($2+y2)2

und

0fs 1 222 _x2+y2—2m2_ y? — x?

or  x2+ Y2 (22 4 y2)2 - (x2 + y2)2 - (x2 + y2)2'
Also ist w geschlossen. Andererseits haben wir schon mehrfach gesehen, dass w
keine Stammfunktion besitzt.

Ob die Geschlossenheit einer Pfaffschen Form fiir die Existenz einer Stamm-
funktion hinreichend ist, entscheidet sich an der geometrischen bzw. topologi-
schen Struktur des Gebietes U. Hieriiber kann man in einer Vorlesung tiber
» Algebraische Topologie“ mehr lernen. Wir diskutieren hier nur eine einfache
Bedingung.
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Satz X.6.22. Ist U ein Gebiet, das sternformig bzgl. dem Punkt p € U 1st, so
besitzt jede geschlossene Pfaffsche Form auf U eine Stammfunktion.

Beweis. Nach Translation des Gebiets diirfen wir 0.B.d.A. p = 0 annehmen.
Sei w =}, fj dz;. Wir definieren eine Funktion F:U — R durch das Integral

F(z) = / 1 (émmazj) dt = / w,

Yz

wobei wir v,:[0,1] — U,v,(t) = tx, setzen. Man beachte, dass wegen der
Sternformigkeit von U bzgl. 0 das Bild der Kurve ~, in U liegt.

Mit Satz X.5.1 sehen wir zunachst, dass F' differenzierbar ist, und dass wir
die Ableitungen erhalten durch

OF “rto
95,0 =22 [, iy Us)es)
"t of(tx) "ot ox;
= tx; dt + / (o)=L dt
Jz::l/() 6$k» x.? Jz::l 0 fj(x)axk
1 n 1
:/ Zafk(tx)txjdt—i— fr(tx) dt.
0 j= O, 0

Setzen wir L(t) := fr(tx), so folgt aus der Kettenregel

vy -3 2,
j=1

und wir erhalten

g—i(x) _ /01 Lt dt + /01 L(t) dt

_ /01 (tL(t))ldt =1-L(1)—0-L(0) = L) = fu(z).

Beispiel X.6.23. Wir kommen nochmal auf das Beispiel X.6.5 zuriick. Na-
tiirlich ist das Gebiet U = R?\ {0} nicht sternférmig bzgl. einem seiner Punkte.
Nehmen wir allerdings einen ganzen Strahl, zum Beispiel | —o0, 0] x {0} = —R*te;
heraus, so ist das Restgebiet

Uy :=R?\ (] — 00,0] x {0})

sternférmig bzgl. dem Punkt (1,0). Nach Satz X.6.22 hat w daher auf dem
kleineren Gebiet U; eine Stammfunktion. [



