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IX. Die Geometrie des n-dimensionalen Raumes

Im weiteren Verlauf der Analysis-Vorlesung beschéftigen wir uns mit Funktionen
von einem Bereich des R™ in den R™, d.h. Funktionen von n Argumenten,
deren Werte m Komponenten besitzen. Wir werden solche Funktionen auf
Stetigkeit untersuchen, einen geeigneten Differenzierbarkeitsbegriff kennenlernen
und sehen, wie man n-dimensionale Integrale und Volumina berechnet. Zuerst
miissen wir uns dazu mit der geometrischen Struktur des R™ auseinandersetzen.

IX.1. Der n-dimensionale normierte Raum

Im folgenden steht K immer fiir einen der Korper R oder C.

Konvexe Funktionen

Definition IX.1.1. Sei D C R ein Intervall. Eine Funktion f: D — R heifit
konvex, wenn fiir alle a,b € D und alle 0 < X < 1 gilt:

f((A=XNa+Ab) < (1=A)f(a) +Af(b).
Die Funktion f heifit konkav, wenn —f konvex ist. [ ]

Geometrisch 148t sich die Eigenschaft der Konvexitét so interpretieren, dass
fiir a < b in D der Graph von f unterhalb des Graphen der Sekanten durch die
Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) verlduft. In der Tat ist diese Sekante der Graph
der affinen Funktion

b—=x T —a

S(a) = 1= pla) + L2 50).
Fir A = =% und x €|a,b] ist A €]0,1[, z = (1 — A)a + Ab und
S(x) = (1= A)f(a) + Af (D).

Satz IX.1.2. Sei D C R ein Intervall und f: D — R differenzierbar. Dann
ist f genau dann konvexr, wenn f' monoton wachsend ist. Ist f sogar zweimal
differenzierbar, so ist f genau dann konvex, wenn f” > 0 ist.
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Beweis. Ist f zweimal differenzierbar, so ist f’ differenzierbar und da D ein
Intervall ist, ist f’ genau dann monoton wachsend, wenn f” > 0 ist (Folgerung
V.2.3). Wir haben daher nur die erste Behauptung zu zeigen.

Zuerst nehmen wir an, dass f/ monoton wachsend ist und zeigen, dass dies
die Konvexitat von f zur Folge hat. Sei dazu 0.B.d.A. a < b und 0 < A < 1.
Wir setzen ¢ := (1 — A)a + A\b, so dass a < ¢ < b gilt. Nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung existieren &; €la, c[ und & €|c, b[ mit

fe) — fla) —FE) < f(6) = fo) = fle)

c—a b—c
Wegen c —a=A(b—a) und b —c= (1 — \)(b— a) folgt daraus
(1 =X (f(c) = f(a)) < A(f(b) = f(c))

und durch Umstellen der Ungleichung erhalten wir

fle) < (X =A)f(a) + Af(b).

Also ist f konvex.

Jetzt nehmen wir an, f sei konvex und zeigen, dass f'(a) < f/(b) fir a <b
in D gilt. Aus

f((L=Na+ Ab) - f(a)

b —a) ST \b-a)  b-a
erhalten wir
, . J(A=Na+Ab) — fa) _ f(b) — f(a)
fila) = Jim b —a) =T

Analog erhalten wir mit

f0) = fA=Na+Ab) (A =N(f(®) = fla) _ f(b) - f(a)

I-N0b-a = Ab-a)  ~ b-a
die Beziehung
2 OO ) .

Folgerung IX.1.3.  Seien p,q € |1,00[ mit % + % = 1. Dann gilt fir alle
x,y > 0 die Ungleichung
1 ox Yy
e < — 4 =,
p q
Beweis. Fiir £ =0 oder y = 0 ist die Behauptung trivial. Seien also x,y > 0.

Dann ist die Behauptung aquivalent zu log (% + %) > %loga: + %logy. Da
—log'(z) = —% monoton wachst, ist die Funktion —log konvex. Also folgt die
Behauptung aus Satz IX.1.2. [ ]

1
xr -y
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Aufgabe IX.1.1. Sei D C R ein Intervall und f: D — R.
(a) Zeigen Sie zunéchst durch Rechnung: Ist f affin, d.h. existieren ¢,d € R mit
f(z) = cx +d fiir alle z € D, so ist f sowohl konvex als auch konkav.
(b) Warum folgt dies aus der geometrischen Interpretation der Konvexitéat?
(c) Ist f konvex und konkav, so ist f affin.
(d) Die Funktion f ist genau dann affin, wenn fiir alle a,b € D und alle 0 < A < 1
gilt:
F((L = Na+2b) = (1= \)f(a) + Af(b).

(e) Sind f; und fy konvex, so ist fi; + fo konvex.
(f) Ist f konvex und A >0, so ist Af konvex. u

Aufgabe IX.1.2. Zeigen Sie:

(a) Ist D ein offenes Intervall und f: D — R konvex sowie xg € D ein globales
Maximum, so ist f konstant. Gehen Sie hierzu in folgenden Schritten vor:

(1) Es existieren 27 < zo < xo in D mit f(z1), f(z2) < f(x0).

(2) f(z1) = f(z2) = f(xp). Hinweis: Wir schreiben zy als g = Azg+ (1 —\)z;.
(3) xo ist ein globales Minimum: Ist x < ¢ , so schreibe man zy = Azo+(1—\)z
und wende die Definition an. Es ergibt sich f(z) > f(xo). Analog verfihrt man
flir x > xg.

(4) f ist konstant.

(b) Auf dem Intervall D := [0, 1] existiert eine konvexe Funktion mit einem
globalen Maximum, die nicht konstant ist.

(c) Ist f:R — R nach oben beschrénkt und konvex, so ist f konstant. Hinweis:
Sei f < M und z; < xo € R. Zu X €]0, 1] wahle z3 so, dass xo = Axz+(1—A)x;
gilt. Hieraus ergibt sich f(x2) < (1 — A)f(z1) + AM . Fir A — 0 ergibt sich
f(x2) < f(x1). Die umgekehrte Ungleichung erhélt man durch ein &hnliches
Argument. [

Normen auf K"

Definition IX.1.4. Fir p > 1 definieren wir auf K”:

S =

2llp = (lz1[” + [a2]” + ... + |za )

und |[|z||co := max{|z1],..., |z,|} fir z = (21,...,2,) € K". u

Wir wollen zeigen, dass || - ||, eine Norm auf K" ist. Dazu benétigen wir
einige wichtige Ungleichungen.
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| HOLDERSCHE UNGLEICHUNG |

Satz IX.1.5. Seien p,q € |1, 00[ mit %—l—% =1. Firalle x = (z1,...,25),y =
(Y1,...,Yn) € K" gilt

1
q

n

1
DLyl < llzllp-lyllg = (leal? el +. . leal®) 7 (g T+ [y2l 7+ lyal9)
7j=1

Beweis. Ist [|z||, = 0, so ist z = 0 und die Behauptung trivial. Wir diirfen
also ||z][, # 0 und ||y|; # 0 annehmen. Wir setzen

s

_=mylP

und  f§j = 3] .

o -
’ Y1l

Il

Dann ist 7y =1 =37, ;. Wenden wir Folgerung IX.1.3 auf a; und f;
an, so ergibt sich

EZI :a§,5§<ﬁ+[ﬁ_

lzllp Myl 7 7 7 p g

Durch Summation iiber j erhalten wir

LS oyl <+
x. . y ~ —
i =g

l2llpllylly =

Bemerkung IX.1.6. (a) Fiir p = ¢ = 2 ergibt sich die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung:

>y

j=1

(b) Fiir p=1 und ¢ = oo gilt trivialerweise

n
<Dzl lysl < llzllz - Iyl
j=1

n n
>z -yl < llelloe - D 1ysl = llelloo -yl -

| MINKOWSKISCHE UNGLEICHUNG |

Satz IX.1.7. Fir p € [1,00] gilt fir alle x,y € K" :

Iz +yllp < ll2llp + llyllp-

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass x, y und x + y jeweils nicht 0
sind, denn sonst ist die Ungleichung trivial. Dann gilt insbesondere

1 [lps 1y llps [l + yllp > 0.
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Fir p =1 und p = oo folgt dies sofort aus |z;+vy,| < |z;|+y;| fur j=1,...,n.
Sei nun p €]1, 00[ und ¢ definiert durch %4—% =1. Sei z; := |z;+y;/P~'. Dann
ist 2§ = |2 +y; P17 = |z +y,|P, also 2]l = |z+y||%?. Nach der Hélderschen
Ungleichung gilt daher

4yl =l + il -1z <) lwsl - lz] + D lysl - 121
j=1 Jj=1 Jj=1
< elpllzllq + lullollzlle = (l2lp + lyllo) - Iz + yll5

Also ist ||z + yll, = = + 577" < |zl + 1yl m

Fiir den folgenden Satz erinnern wir uns an den Begriff der Norm (Defini-
tion IV.2.5).

Satz IX.1.8. Die Funktionen | -||, : K — R sind fiir alle p € [1,00] Normen,
d.h. sie haben die Normeigenschaften:

(N1) (Vz e K") ||z|l, > 0 und ||z], =0 < x=0.

(N2) Positive Homogenitdt: ||A- x|, = |A| - ||z|lp, fir alle z € K* und A € K.
(N3) Subadditivitit: ||z +yll, < ||zll, + |yllp fir alle z,y € K™.

Beweis. Fiir p = oo ist die Behauptung trivial. Fiir p < oo sind die Aussagen

(N1) und (N2) ebenfalls trivial. Der einzige nichttriviale Teil ist die Subaddi-
tivitat und das ist die Minkowski-Ungleichung. |

Fiir jedes p > 1 erhalten wir also auf K™ die Struktur eines normierten
Raumes (K", || -||,), und aus Lemma IV.2.7 erhalten wir somit Metriken auf K"
durch

S =

dy(@,y) = e = ylly = (lor =317 + oz = ol + ..+ o — 9l
und
doo(x7y) = ”l‘ - y”oo = max{|x1 - yl‘a tey ’xn - yn’}

fir z,y € K.
Die Norm ||z]|oo = max{|z1|,...,|z,|} heiit Mazimumnorm.

Die Norm ||z = ,/Z?Zl |z ;|2 heifit euklidische Norm. Die zugehorige Metrik
da(z,y) == ||z —yll2 = \/Z?ZI |z; —y;|? heifit euklidischer Abstand.
Beziiglich der p-Normen sehen die ,, Einheitskugeln® im R?, d.h. die Men-

gen By = {z € R?%|z|, = 1}, recht verschieden aus. Um das einzusehen,
skizziere man sie fir p = 1, p = 2 und p = oo und fiir jeweils ein weiteres
p €]1,2[ bzw. p > 2.

Fiir viele Zwecke ist die euklidische Norm am zweckmafligsten, beispiels-
weise flir geometrische U’berlegungen. Fiir komplexe Zahlen haben wir

|z + iyl = [[(z, y)ll2 = Va* + 92
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Satz IX.1.9. Sei 1 <p < o0,

(1) Eine Folge in (K™, || -|l,) konvergiert genau dann, wenn sie komponenten-
weise konvergiert. Insbesondere hangt dies nicht von p ab.

(2) (K™, ||-||p) ist ein Banachraum, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beweis. (1) Sei (2("™),,en eine Folge in K™ und

(M) = (zgm), zém), COMY

Gilt limy, .o 2™ = 2z, d.h. ||20™ — 2|, — 0, so gilt fiir alle j die Beziehung
]zj(-m) — 2| < ]2 — 2|, — 0, also zj(-m) — z; fiir jedes j, d.h., die Folge
konvergiert komponentenweise.

Gilt andererseits z](.m)

2 —2llp = (15" = =1) " =0,
j=1

— z; fiir jedes j, so gilt auch

d.h. limy, e 2(™ = 2.
(2) Sei (2™),,en eine Cauchy-Folge in (K", || - [,). Wegen

2 = 2] < |l —

fiir alle m,n € N ist dann auch jede Komponentenfolge (zj(-m))meN eine Cauchy-
Folge in K, also konvergent (Folgerung I11.2.33). Wegen (1) ist damit auch die
Folge (2(™)),,en konvergent. n

Beispiele IX.1.10. (a) Die Folge (z(™),,cy in R? mit (™ = (5,1 — %)
konvergiert komponentenweise gegen (0,1), also auch bzgl. jeder der Normen
- -

(b) Die Folge (z(™)pen in R? mit z(™ = (2™,1 + 1) konvergiert nicht
komponentenweise, denn die erste Komponentenfolge kovergiert nicht. Also
konvergiert sie bzgl. keiner der Normen || - ||,. ]

IX.2. Mehr iiber metrische Raume

Im néchsten Abschnitt werden wir das grundlegende Konzept der Kompaktheit
kennenlernen, das hinter vielen Existenzsidtzen der Analysis steht. Um dieses
Konzept in der angemessenen Allgemeinheit einfithren zu konnen, miissen wir
unsere Kenntnisse iiber metrische Raume etwas vertiefen.

Definition IX.2.1.  (Vgl. Definition II1.1.5) Sei (X,d) ein metrischer Raum.
(a) Fiir p € X und € > 0 heift

Ues(p) :={x € X:d(z,p) < e}
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die €-Umgebung von p oder die offene Kugel vom Radius € um p.

(b) Eine Umgebung von p ist eine Teilmenge U C X, fiir die ein ¢ > 0 mit
U.(p) C U existiert. Man beachte, dass fiir jede Umgebung U des Punkte p
auch jede Obermenge V O U eine Umgebung von p ist.

(c) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn U Umgebung aller seiner Punkte
ist, d.h.
(Vp e U)(Je > 0)U(p) C U.

(d) Eine Teilmenge F' C X heif}t abgeschlossen, wenn X \ F' offen ist. n

Bemerkung IX.2.2. (1) Ist (V,||-||) ein normierter Raum, so sind die offenen
Kugeln bzgl. der zugehorigen Metrik d(z,y) := ||z — y|| gegeben durch

Ue(p) = {z € Vi |z —pl| <&}

(2) Offene Kugeln, d.h. Mengen der Gestalt U,.(p), r > 0, sind offen im Sinne
von Definition I1X.2.1(d) (Lemma III.1.6). u

Satz IX.2.3. (Eigenschaften offener Mengen, Satz I11.1.7) Sei (X,d) ein met-
rischer Raum. Dann gelten folgende Aussagen:

(O1) @ und X sind offen.
(02) Sind Uy,...,U, offene Mengen, so ist auch Uy N...NU, offen.

(03) Ist (Uj)jes eine Familie offener Teilmengen von X, so ist auch ;¢ ; U;
offen. [ ]

Folgerung IX.2.4. (Eigenschaften abgeschlossener Mengen) Sei (X,d) ein
metrischer Raum.

(A1) @ und X sind abgeschlossen.

(A2) Sind Aq,..., A, C X abgeschlossen, so ist auch A1U...UA,, abgeschlossen.

(A3) Ist (Aj)jes eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X, so ist auch
Njes Aj abgeschlossen.

Beweis. Man wendet IX.2.3 auf die Komplemente an. Wir fiihren beispielhaft
einen Beweis von (A2). Sind die Mengen A;,..., A, abgeschlossen, so sind die
Mengen U; := X \ 4;, j =1,...,n, offen. Nach (02) ist dann

Un...NnU, =X\ (A1U...UA,)

offen, also A; U...U A, abgeschlossen. (A1) ist trivial, und (A3) zeigt man
analog zum gerade durchgefiihrten Beweis von (A2). [ |

Beispiel IX.2.5. (a) Die Intervalle U, :=]— 1,1+ 1[ C R sind offen, aber
ihr Schnitt ()~ U, = [0,1] ist nicht offen in R. Die Bedingung (02) gilt also
im allgemeinen nicht fiir unendliche Durchschnitte.

(b) Die Intervalle A,, :=[L,1—1] C R sind abgeschlossen, aber (J;-; A, =]0,1]
ist nicht abgeschlossen. Die Bedingung (F2) gilt also im allgemeinen nicht fiir
unendliche Vereinigungen. |
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Definition IX.2.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum M C X eine Teilmenge.
(a) Die Menge

M := ﬂ{F C X: F abgeschlossen, M C F'}

heifit Abschluf8 von M. Wegen (A3) ist M abgeschlossen. Die Menge M
ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthéalt. Man nennt sie daher
auch die abgeschlossene Hille von M.

(b) Die Menge
M° = | {U € X:U offen, U C X}

heifit das Innere oder der offene Kern von M. Nach (O3) ist M° eine offene
Teilmenge von X . Sie ist die grofite offene Teilmenge, die in M enthalten
ist.

(¢) Die Menge
OM = M\ M°

hei3t Rand von M. n

Mit den obigen Definitionen gelten folgende Beziehungen:
M° CMCM=M°UOdM,

Moffen <= M =M° <<= O0MNM =0

und
M abgeschlossen <= M = M <= OM C M.

Satz IX.2.7. Sei M eine Teilmenge des metrischen Raumes (X,d) und p €
X . Dann gelten:

(1) pe M <= jede Umgebung von p schneidet M .

(2) pe M° < M ist Ungebung von p.

(3) p€ OM <= jede Umgebung von p schneidet M und X \ M .

Beweis. (1) Ist 2 ¢ M, so ist X \ M eine offene Menge, die = enthilt, und
damit eine Umgebung von z, die M nicht schneidet.

Ist andererseits * € X ein Punkt, der eine Umgebung U besitzt, die
M nicht schneidet, so existiert ein § > 0 mit Us(x) € U. Da Us(z) offen
ist, ist X \ Us(z) eine abgeschlossene Menge, die M enthélt, und daher ist
M C X \ Us(x). Insbesondere ist = ¢ M.
(2) Ist p € M°, so ist die offene Menge M° eine Umgebung von p, also M
ebenfalls. Fiir die Umkehrung sei M Umgebung von p. Dann existiert ein € > 0
mit U.(p) C M. Da U.(p) offen ist, gilt U.(p) C M°. Folglich ist p € M°.
(3) Wegen OM = M \ M° und (1) und (2) besteht M aus denjenigen Punkten
p von X, fir die jede Umgebung die Menge M schneidet, aber nicht in M
enthalten ist, d.h. auch X \ M schneidet. |



IX.2. Mehr iiber metrische Riume 175

Folgerung IX.2.8.  Es gilt genau dann p € M, wenn eine Folge (x,)nen in
M existiert mit lim,, oo Tn, = p.

Beweis. ,, = “ Ist p € M, so existiert nach Satz 1X.2.7(1) zu jeder Zahl n € N
ein Punkt x, € Uy /,(p) N M. Damit ist d(z,,p) < %, also lim,, o x, = p.

» <% Sei p = lim, ooz, mit 2, € M. Ist p ¢ M, so existiert nach Satz
IX.2.7(1) ein € > 0 mit U.(p) N M = @, ein Widerspruch zu lim, .oz, =p. ®

Beispiele IX.2.9. (1) Wir betrachten zunéchst den metrischen Raum X =R
mit d(z,y) = R.
(a) Fiir die Menge M = [0, 1] verifiziert man direkt mit Satz X.2.7:

M° =)o, 1], M =1[0,1 wund OM = {0,1}.
(b) Fiir die Menge M = [0, 1] erhalten wir ebenfalls mit Satz X.2.7:
M°=]0,1[, M =1[0,1]=M und OM ={0,1}.
(c) Fiir die Menge M = R erhalten wir
M° =R, M=R und OM =0.
(d) Fir M = {+:n € N} ist
M=, M=MU{0} und OM = M.

(2) Die Konzepte: Inneres, Rand, Abschlul hingen ganz wesentlich von dem
Raum X ab, in dem man die Menge M betrachtet. Hier ist ein instruktives
Beispiel:

In dem metrischen Raum X = [0,1] mit der Metrik d(z,y) = |z — y|
erhalten wir fiir die Teilmenge M = X:

M=M"=M und OM=0.

Fiir dieselbe Menge M , betrachtet als Teilmenge des metrischen Raums (R, d),
haben wir unter (b) ganz andere Eigenschaften terhalten.

(3) Fiir X = R? mit d(a,b) = ||a — b||ec = max(|a; — b1}, |ag — ba|) und
M={(z,y) eR:0< 2 <1,0<y<1}=][0,1[x[0,1]
(Skizze!), erhalten wir

M = {(z,y) eR:0 <z < 1,0 <y <1} =]0,1[x]0, 1]
M= {(z,y) eRZ0<z<1,0<y<1}=1[0,1] x [0,1]
OM = {(z,y) € R* (Jz| < 1,|y| =1) oder (|z|=1,[y[ <1)}.
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Aufgabe IX.2.1. Ist (V] ||) ein normierter Raum und
B ={ve V|| <1},
so gelten B = U (0) ={v e V:|v| <1}, B=Bund dB={v e V:|v]|=1}m

Aufgabe IX.2.2. (a) Fir X =R gilt 0Q =R und fir X =Q gilt 0Q = .

(b) Fiir X =R und a < b gelten [a,b]° = ]a,b[ und [a,b[ = [a, b]. n

Aufgabe IX.2.3. Ist (X,d) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge,
so gilt o
X\ M= (X\M)°. m

Aufgabe IX.2.4. Eine Folge (x,)nen in einem metrischen Raum (X, d) kon-
vergiert genau dann gegen p € X, wenn fiir jede Umgebung U von p ein Ny € N
existiert, so dass x, € U fir alle n > Ny gilt. [ ]

Aufgabe IX.2.5. Sind A C R* und B C R™ abgeschlossen, so ist die Menge
A x B C RFt™ abgeschlossen. m

Aufgabe IX.2.6. Sei A eine abgeschlossen Teilmenge des metrischen Raums
(X,dx) und B eine abgeschlossene Teilmenge des metrischen Raums (A,d4),
wobei dy := d|axa die eingeschréankte Metrik ist. Dann ist B auch in (X,d
abgeschlossen. [ ]

IX.3. Kompaktheit

In diesem Abschnitt behandeln wir den Begriff der kompakten Teilmenge eines
metrischen Raumes und das Verhalten von stetigen Funktionen auf kompakten
Mengen (Satz vom Maximum, gleichméBige Stetigkeit). Wir erhalten hierbei
von einem abstrakten Standpunkt aus Sitze, die wir schon fiir den Spezialfall
von Funktionen auf abgeschlossenen beschrankten Intervallen in der Analysis I
kennengelernt haben.

Definition IX.3.1. Sei A eine Teilmenge des metrischen Raums (X, d).

(a) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (U;) ;e offener Teilmengen
von X mit {J,;.,U; 2 A.

(b) A heiBt kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung (U;) ey von A eine
endliche Teilmenge F' C J mit |J ier U; O A existiert. Man nennt (U;) er
dann eine endliche Teiltiiberdeckung. [ ]

Man beachte, dass in der Definition der Kompaktheit nicht verlangt wird,
dass A eine endliche offene ﬂberdeckung besitzt, sondern dass jede offene Uber-
deckung eine solche enthélt. Die Eigenschaft, die unter (b) von einer kompakten
Menge gefordert wird, heiBt die Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft.

Wir machen uns zuerst etwas mit dem Kompaktheitsbegriff vertraut.
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Satz IX.3.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,)nen eine Folge in X,
die gegen p € X konvergiert. Dann ist die Menge

A:={x,:n e N} U{p}

kompakt.

Beweis. Sei (U;), e eine offene Uberdeckung von A. Dann existiert ein jo € J
mit p € Uj,. Da Uj, eine Umgebung von p ist, existiert ein € > 0 mit
U:(p) € Uj, und weiter ein N, € N mit z,, € U(p) C Uj, fiir alle n > N.. Wir
wéhlen nun zu jedem n < ng ein j, mit =, € U;, . Fir F := {j,:n < no}U{jo}
ist dann A C | ierp Uj. Wir haben somit gezeigt, dass jede offene Uberdeckung
von A eine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Also ist A kompakt. |

Beispiel IX.3.3. Der Satz besagt insbesondere, dass die Teilmenge
1
{—;ne N} U{0} CR
n

kompakt ist. Beachte dabei, dass die Menge %:n € N} in R nicht kompakt

ist: Die Intervalle (]e,2[).>0 bilden eine offene Uberdeckung, die keine endliche
Teiliiberdeckung enthélt. [ |

Definition IX.3.4.  Wir betrachten auf dem R™ die Norm || - ||oc und die
zugehorige Metrik doo(7,y) = [|[v — ylloo. Fiir a,b € R™ mit a; < b; fiir alle
7 =1...,n heifit

la,b] :={z e R":(Vj=1,...,n)a; <x; <b;}
ein Quader. Die Menge
[(—1,1),(1,2)] ={r e R*: —1 <2, < 1,1 <y <2}

ist ein Beispiel eines Quaders. Fiir eine Teilmenge A des metrischen Raums
(X,d) heift
diam(A) := sup{d(z,y):z,y € A} € [0, 0]

der Durchmesser von A (engl.: diameter). Die Mente A heifit beschrdnkt, wenn
ihr Durchmesser endlich ist. Ist [a,b] ein Quader in (R",d), so ist

diam([a, b]) = ||b — a||c = max{b; —a;:j =1...n},

denn fiir alle z,y € [a,b] und alle j = 1...,n gilt x;,y; € [a;,b;], also
|zj—y;| < bj—a; fiir alle j und daher ||[z—y||- < ||b—al/« . Man verifiziert leicht,
dass jeder Quader @) eine abgeschlossene Teilmenge des R™ ist (vgl. Folgerung
IX.2.8). -

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zu einem wichtigen Lemma.
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Lemma IX.3.5. In (R",d) ist jeder Quader [a,b] kompakt.

Beweis. Wie beweisen die Kompaktheit von [a,b] indirekt. Sei dazu (U;) c.s
eine offene Uberdeckung von Qo := [a,b], von der wir annehmen, dass sie keine
endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wie werden induktiv eine Folge @Q,,,m € N,
von Quadern mit diam(Q,,) = 5||b — af|~ konstruieren, die sich nicht durch
endlich viele U; iiberdecken lassen und ineinander liegen, d.h.

QOQngng—ngmQ

gelten. Sei @, schon konstruiert und @,, = [c¢,d]. Wir zerlegen Q,, in 2"
Teilquader der gleichen Grofe:

Qgﬁl"“’sn) = [c5,d?], e=(e1,...,en) €{0,1}".

Dabei sei p p
i 6 € ._ £ i G
5 und d; :=c¢j + 5
Nach Induktionsvoraussetzung lafit sich @, nicht durch endlich viele U; iiber-
decken; also existiert auch ein Q%% mit dieser Eigenschaft, denn sonst wiirde

sich

€ . . .
Cj = Cj + €5

entgegen der Voraussetzung mit endlichen vielen Mengen U; iiberdecken lassen.
Wir setzen Q41 := Q5° und beachten

i 1. 1
diam(Qp+41) = §d1am(Qm) = 2mTHb — alco-

Die Folge (Q.n)men, die wir so induktiv erhalten, besitzt nun die gewiinschten
Eigenschaften.

Sei jetzt x,, € @, beliebig. Dann ist (z,,)men eine Cauchy-Folge im
metrischen Raum (R",d,), denn fiir n > m ist

oo, 7n) < diam (@) < 5 lb— all.
Wegen Satz [X.1.9 iiber die Vollstdndigkeit von (R",d,) konvergiert diese Folge
gegen ein z € R™. Da alle @,, abgeschlossen sind (Aufgabe I1X.2.5), gilt
z =lim, 00 Tn, € Qm, da x,, € Qyy, fiir alle n > m. Seinun jo € J mit z € Uy, .
Da Uj, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit U.(x) C U;,. Fiir diam(Q,,) < ¢
ist dann auch @, C U.(x) C Uj, , was einen Widerspruch zur Konstruktion von
@, darstellt. [ |

Satz IX.3.6. Sei (X,d) ein metrischer Raum.
(1) Ist A C X kompakt, so ist A beschrdnkt und abgeschlossen.
(2) Ist (X,d) kompakt und A C X abgeschlossen, so ist A kompakt.
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Beweis. (1) Seio0.B.d.A. A# @ und a € A. Dann ist das System (Un(a))neN
der offenen Kugeln vom Radius n um a eine offene Uberdeckung von A, hat also
eine endliche Teiliiberdeckung: Es gibt nq,...,ng mit A C U,, (a)U...UU,, (a).
Fiir n:=max{ni,...,ni} gilt dann sogar A C U, (a). Insbesondere ist

diam(A) < 2n,

d.h., A ist beschriankt.

Um die Abgeschlossenheit von A zu zeigen, sei a € A. Wir zeigen a ¢ A;
hieraus folgt dann A C A und somit die Abgeschlossenheit von A. Das System
der Mengen V,, := {z € X:d(z,a) > +} ist eine offene Uberdeckung von A, hat
also eine endliche Teiliiberdeckung. Da diese Mengen alle ineinander enthalten
sind, gibt es folglich eine Zahl ng mit A C V,,,. Dann ist U, /,,(a) VA = @ und
daher a ¢ A; es folgt A C A und damit die Abgeschlossenheit von A.

(2) Sei (Uj)jes eine offene Uberdeckung von A. Da A abgeschlossen ist, ist
X\ A offen, also (X \ A)UU;c;U; = X, dh. X\ A bildet zusammen mit
den Mengen Uj, j € J, eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist,
existiert eine endliche Teilmenge F' C J mit X = (X \ A)U;cp U;. Damit ist
(Uj)jer eine endliche Teilitberdeckung von A. n

Folgerung IX.3.7. In einem metrischen Raum ist jede konvergente Folge
beschrankt.

Beweis. Sei (x,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert x. Nach
Satz 1X.3.2ist A := {x,,: n € N}U{z} kompakt, also beschrénkt nach Satz IX.3.6.
]

| SATZ VON HEINE-BOREL |

Theorem IX.3.8.  FEine Teilmenge A des metrischen Raums (R™,ds) ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Beweis. Ist A kompakt, so ist A nach Satz 1X.3.6(1) abgeschlossen und
beschrankt. Ist andererseits A beschrénkt, so ist A in einem ausreichend grofien
Quader @ enthalten. Ist A zusétzlich in (R",d,) abgeschlossen, so ist A in
(Q,d~) abgeschlossen (Aufgabe IX.2.6), also kompakt nach Satz 1X.3.6(2), da
(Q, ds) nach Lemma IX.3.5 kompakt ist. n

Der folgende Satz ist die abstrakte Version des Satzes von Bolzano-Weier-
strafl, den wir schon fiir R kennen.

| SATZ VON BOLZANO-WEIERSTRASS |

Satz IX.3.9. Sei A eine kompakte Teilmenge des metrischen Raums (X,d).
Dann hat jede Folge (xn,)nen in A eine Teilfolge, die gegen einen Punkt a € A
konvergiert.

Beweis. Wir fiihren einen indirekten Beweis. Angenommen, keine Teilfolge
der Folge (x,)nen konvergiert gegen ein a € A. Wir behaupten, dass fiir jedes
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a € A eine Umgebung U, existiert, fiir die die Menge {n € N:z,, € U,} endlich
ist.
Ist dies fiir ein @ € A nicht der Fall, so finden wir zu jedem m € N ein n,, > m
mit x,, € Ul/m(a). Dann bilden diese x,,,, eine gegen a konvergente Teilfolge,
was nach unserer Annahme nicht sein kann.

Nun ist A C (J,c4 Ua, und da A kompakt ist, existieren ay,...,a, € A
mit A C Uy, U...UU,, . Damit liegen in A nur endlich viele Folgenglieder, und
dies ist ein Widerspruch. [ |

Von Satz IX.3.9 gilt auch die Umkehrung: Eine Teilmenge K eines met-
rischen Raumes (X,d) ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in K eine
in K konvergente Teilfolge besitzt (siehe J. Jost, “Postmodern Analysis”,
Theorem 7.38).

Folgerung IX.3.10.  Jede beschrinkte Folge (xn)nen in (R™,ds) hat eine
konvergente Teilfolge.

Beweis. Das folgt aus Satz 1X.3.9, da die Folge in einem (ausreichend grofien)
Quader enthalten ist, und dieser nach Lemma IX.3.5 kompakt ist. |

Kompaktheit und Stetigkeit

Wir kommen nun zu den Anwendungen des Konzepts der Kompaktheit
auf stetige Abbildungen. Zuerst eine kleine Wiederholung zur Stetigkeit (siehe
Satz IV.1.3 und Satz IV.1.4).

Satz IX.3.11. (a) Fir eine Funktion f: X — Y zwischen metrischen Rdumen
(X,dx) und (Y,dy) sind dquivalent:

(1) Die Funktion f ist stetig in p.

(2) (Ve>0)(30>0)f(Us(p)) € U:(f(p)-

(3) Aus lim,— 0oz, =p in X folgt lim,, . f(xz,) = f(p) in Y.
(b) f ist genau dann stetig, wenn fir jede offene Teilmenge U C'Y das Urbild
f~YU) € X offen ist. [

Satz 1X.3.12. Ist f : X — Y stetig und A C X kompakt, so ist auch
f(A) CY kompakt.

Beweis. Sei (Uj)jes eine offene Uberdeckung von f(A). Dann ist die Familie
(f*I(Uj))jeJ in X eine offene Uberdeckung von A (beachte, dass f~!(Uj)

wegen der Stetigkeit von f offen ist). Damit existiert eine endliche Teilmenge

FCJmit AC UjeF f71(Uj). Dann ist f(A) C UjeF f(f_l(Uj)) - UjeF Uj,
d.h., das System (Uj;);jer ist eine endliche Teiliiberdeckung von f(A). n

Lemma IX.3.13. Ist @ # A C R eine kompakte Menge, so besitzt A ein
Minimum und ein Maximum.
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Beweis. Nach dem Satz von Heine-Borel ist A abgeschlossen und beschréankt.
Wir zeigen nun sup A,infA € A. Fir jedes ¢ > 0 existiert ein a € A
mit a > supA — . Also ist a € U.(supA) und somit supA € A = A

(Satz 1X.2.7(1)). Fiir das Infimum argumentiert man analog. ]

Aufgabe IX.3. Sei D C R ein kompaktes Intervall. Dann existieren a,b € R
mit D = [a, b]. u

| SATZ VOM MAXIMUM |

Satz IX.3.14. Ist (X,d) ein kompakter metrischer Raum und f : X — R
stetig, so nimmt die Funktion f ein Maximum und ein Minimum an, d.h., es
existieren Elemente z,y € X mit f(x) = min f(X) und f(y) = max f(X).

Beweis. (Siehe Satz IV.1.12) Nach Satz 1X.3.12 ist f(X) C R kompakt, be-
sitztat also nach Lemma IX.3.13 Maximum und Minimum. [ ]

Folgerung IX.3.15. Sei A C X kompakt und a € X . Dann enthdlt A einen
Punkt x kleinsten Abstands von a, d.h., es gilt

d(a,z) = min{d(a,y):y € A}.

Beweis. Wir betrachten die Funktion f: A — R, y — d(a,y). Dann ist f

stetig, da [f(y1) — f(y2)| = |d(a, y1) — d(a,y2)| < d(y1,y2) gilt (Aufgabe IIL.1.1).
Also nimmt f nach Satz 1X.3.14 ein Minimum an. ]

Bemerkung IX.3.16. (a) Ist A nicht abgeschlossen (und damit auch nicht
kompakt), so wird die Behauptung von Satz 1X.3.14 in der Regel falsch, denn
fiir jeden Punkt p € A\ A ist d(p,z) > 0 fiir alle z € A. Also ist

1
d(z, p)
eine stetige Funktion, die auf A unbeschrankt ist, denn es existiert eine Folge
(Tp)nen in A mit x,, — p, d.h. d(p,z,) — 0.
(b) Punkte kleinsten Abstands von einer Menge sind in der Regel nicht eindeutig.
Hierzu betrachten wir X = R? mit der Metrik d(z,y) = ||z — y/lcc und A =
{z € R™:||z]lcc < 1} sowie den Punkt a = (2,0). Man verifiziert leicht, dass
d(a,z) > 1 fiir alle x € A gilt. Fiir alle Punkt = = (1,29) mit |zo < 1
ist allerdings x € A und d(x,a) = 1. Warum tritt dieser Effekt nicht fiir die
Metriken d,,, p €]1,00[ auf? Man konstruiere ein dhnliches Beispiel fir p=1.m

ffA—-R, x—

Wir erinnern uns, dass eine Funktion f : X — Y zwischen zwei metrischen
Réaumen gleichmdjig stetig heifit, wenn gilt

(Ve >0) (36 >0) (Vp,ge X)  dx(p.q) <= dy(f(p), f(q)) <e.

Ist die Funktion f Lipschitz-stetig, d.h. existiert ein L > 0, so dass fiir alle
p,q € X gilt
dy (f(p), f(9)) < L-dx(p,q),

so ist f gleichmaBig stetig (setze § := 7).
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Lemma IX.3.17. Ist || - || eine Norm auf dem K-Vektorraum V', so gilt:

[zl = lyll| < llz =yl fir alle z,y € V.

Beweis. Da d(x,y) = |z — y|| eine Metrik auf V definiert, folgt dies aus
|d(x,0) — d(y,0)| < d(x,y) (Aufgabe I11.1.1). u

Bemerkung IX.3.18. (a) Ist (V,| - ||) ein normierter Raum, so ist die
Normfunktion f : V — R, v +— ||v|| Lipschitz-stetig mit L = 1, denn wegen
Lemma IX.3.17 gilt |f(v) — f(w)| < [Jv —w].

(b) Sei D C R ein Intervall und f: D — R differenzierbar mit |f’(z)| < M fiir
alle x € D. Dann ist f Lipschitz-stetig. Dies folgt aus dem Mittelwertsatz; ihm
zufolge gibt es zu x <y in D ein z € |z, y[ mit |f(y) — f(z)| = |f'(2)| |y —z| <
My — z|.

(c) Ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge, so betrachten
wir die Distanzfunktion

da(x) := inf{d(x,a):a € A}.

Wir behaupten, dass d4 Lipschitz-stetig mit Konstante L = 1 ist. Fur
z,y € X und a € A gilt zundchst d(z,a) < d(y,a) + d(z,y) und daher
da(z) < d(y,a)+d(x,y), somit da(x) < da(y)+d(z,y). Aus Symmetriegriinden
gilt auch da(y) < da(x)+ d(x,y) und daher

|da(z) —da(y)| < d(z,y).

Also ist d4 Lipschitz-stetig mit Konstante L = 1, insbesondere gleichmafig
stetig. [ ]

| SATZ VON DER GLEICHMASSIGEN STETIGKEIT |

Satz IX.3.19. Ist X ein kompakter metrischer Raum und f : X — Y eine
stetige Funktion, so ist f gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da f stetig ist, existiert zu jedem x € X ein 6, > 0
mit dy (f(z), f(y)) < § fir dx(z,y) < 6,. Nun ist <U‘Sz/2<m))w6X eine offene

U’berdeckung von X. Da X kompakt ist, existieren
T1,...,2p, € X mit X C UU(ij/Q('Tj)'
j=1

Sei 6 := 12 min{d,,,...,0s,} und y,z € X mit dx(y,2) <. Dann existiert ein
jeA{l,...,n} mit dx(y,z;) < %5%- Also ist auch

dx(z,l‘j) <d+ dx(y,l'j) < 2%5% = 590J

Somit sind ¥, 2z € U(;Ij (x;). Es folgt nun

dy (f(y), f(2)) < dy (f(y), f(z;)) +dy (f(z;), f(2)) <
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IX.4. Stetige Funktionen und lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst einige spezielle Aspekte stetiger Ab-
bildungen in mehreren Verdnderlichen diskutieren. Danach werden wir die
Stetigkeitseigenschaften linearer Abbildungen betrachten.

Stetige Funktionen auf K"

Definition IX.4.1. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Réume sowie
f:X — Y eine Funktion. Wir haben in Satz IV.1.3(3) das Folgenkriterium
fiir die Stetigkeit von f kennengelernt: Die Abbildung f ist genau dann stetig
in p € X, wenn fiir jede Folge (z,)nen in X mit lim,,_, x,, = p die Beziehung
lim,, oo f(2,) = f(p) in Y gilt. Im folgenden schreiben wir dies abkiirzend als:

lim f(z) = f(p). m

r—Dp

Lemma IX.4.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und K™ sei versehen mit
einer der Metriken d,, p € [1,00]|. Eine Abbildung

f=0U1, s fm): X =K

ist genau dann stetig, wenn alle Komponentenfunktionen f;: X — K, j =
1,...,m, stetig sind.
Beweis. Sei

g;: K™ — K, r=(21,...,Tm) = T,

die Projektion auf die j-te Komponente. Dann ist ¢; stetig, denn nach
Satz 1X.1.9 gilt

lim z; = p; = q;(p) = lim g;(7)

fiir alle p € K™.

Ist nun f: X — K™ stetig, so sind auch die Kompositionen f; = g; o f
stetig (Satz IV.1.5).

Sind andererseits alle Funktionen f;: X — K stetig, p € X, und gilt
lim, ,oozp, = p in X, so gilt f;(z,) — fj(p) fur alle j und daher nach
Satz IX.1.4:

lim f(ea) = T (fi@n), - fon(on)) = (D) Fon(0) = F ()

n—oo

Also ist f in p stetig. ]
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Lemma IX.4.3. Sei K* : =K\ {0}. Folgende Abbildungen sind stetig:
(i) add: K x K- K, (z,y) — x+vy.

(ii) mult: K x K — K, (z,y) — zy.

(iii) quot: K x K* — K, (z,y) — zy~'.
Beweis. (i), (ii) Sei (x,y) € K® und (2., yn)nen eine Folge in K2, die gegen
(x,y) konvergiert, d.h. z,, — = und y,, — y. Dann gilt auch =, +y, — x+vy
und x,y, — xy. Also sind die Abbildungen add und mult stetig.

(iii) Wir nehmen jetzt zusétzlich an, dass y # 0 ist und y, # 0 fiir alle n € N
gilt. Dann erhalten wir auch x,y,* — xy~! (Satz I11.2.13), d.h., die Abbildung
quot ist stetig. [

Folgerung IX.4.4. Ist (X,d) ein metrischer Raum und sind f,g,h: X — K
stetig mit h(X) C K* | so sind die Funktionen

f+9gX—-K f-¢gX—->K und %:X—>K

stetig.

Beweis. Zunichst ist die Abbildung (f,g): X — K? gemifl Lemma IX.4.2
stetig. Alsoist f+4 g =addo(f,g) stetig, da add stetig ist (Lemma IX.4.3) und
Kompositionen stetiger Abbildungen stetig sind (Satz IV.1.5). Analog erhalten
wir die Stetigkeit von f - ¢ = multo(f,g) und % = quot o(f, h). [ |

Beispiel IX.4.5. Sei a = (a1,...,a,) € Nj und |a| == aq + ...+ a,. Die
Funktion

[K' =K, f(z)=a% =2 ... 20"

n

heit Monom vom Ezponenten «. Eine Funktion der Gestalt

P(x) = Z cat”

la|<k
heifit Polynomfunktion vom Grad k, wenn ein a mit |a| = k und ¢, # 0
existiert. Durch sukzessives Anwenden von Folgerung 1X.4.4 erhalten wir unmit-
telbar die Stetigkeit aller Polynomfunktionen f: K" — K. |

Bemerkung IX.4.6. (Richtungsgrenzwerte und Stetigkeit) Sei U C R™,
f:U — R™ eine Funktion und p € U° ein innerer Punkt von U. Sei 0 # v € R".
Dann existiert ein ¢ > 0 mit U.(p) C U, und folglich gilt p + hv € U fiir
|h| < gy - Falls er existiert, heifit

lim f(p + hv)

h>0

der Richtungsgrenzwert von f in Richtung v.
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Ist f stetig, so folgt aus h,, — 0 sofort p + h,v — p, und wir erhalten

lim f(p + hv) = f(p)

h>0

fiir alle Richtungen v. Man kénnte nun glauben, dass die Existenz und Gleich-
heit der Richtungsgrenzwerte mit f(p) fiir alle Richtungen auch umgekehrt die
Stetigkeit der Funktion f im Punkt p impliziert. Das ist aber falsch, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Wir betrachten hierzu auf U = R? die Funktion

0 falls (x,y) = (0,0) oder y # x>

.2 o
SRR, f(@.y) '_{1 falls y = 22 # 0.

Fiir p = (0,0) ist dann f(0,0) = 0 und

lin £ (he) = 0 = £(0,0)

h>0

fiir alle v € R?\ {(0,0)}, denn ist v = (v1,v2), so gilt hvy # h?v} fiir alle
ausreichend kleinen h (Nachweis!). Andererseits ist die Funktion f in p nicht

stetig, da

1= (5 5) £ 70.0) =0

)
n’ n?

gilt. [ ]

Beispiel IX.4.7. Wir betrachten die Funktion

, _ [ e falls (z,9) #(0,0)
f'R2 — R, f(x?y) T {O v falls (Z,y) =

Diese Funktion ist in (0,0) unstetig, denn

My“il>:1#ﬂQ®:0

n—oo’ \n' n 2

Fiir diese Funktion existieren die Richtungsgrenzwerte fiir alle Richtungen
0 # v € R2:

) ) h2vy vy ) V1V2 V1V2
o SO = e heg e T e
h>0 h>0 1 2 h>0 1 2 1 2

d.h., der Richtungsgrenzwert hangt von der Richtung ab und stimmt in der Regel
nicht mit dem Funktionswert f(0,0) iiberein. u
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Stetigkeit und lineare Abbildungen

Definition IX.4.8. Zwei Normen || -|; und || - ||2 auf einem Vektorraum V
heiflen dquivalent, || - |1 ~ | - ||2, wenn
(Fe,C>0) (Vv e V) cl|v]li < v]l2 < C|v]|r- u

Aufgabe IX.4.1. Sei V ein Vektorraum. Zeigen Sie, dass durch ~ auf der
Menge N aller Normen auf V eine Aquivalenzrelation gegeben ist. [ ]

Satz 1X.4.9. Alle Normen auf R™ sind dquivalent.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass alle Normen zu || - || &quivalent sind, denn
die Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation (Aufgabe 1X.4.1). Sei
ej :=(0,...,0,1,0,...,0) derjenige Vektor, der an der j-ten Stelle eine 1 besitzt,

und eq,...,e, die kanonische Basis des R™. Sei weiter || - || eine Norm auf R".
Dann ist
n n n
lzll = || Dozl < D lasl - lesll < llzlloe Y llesl
j=1 j=1 j=1
Sei C':=>""_, |lejl|. Die Norm || - || : (R, ds) — R ist stetig, denn es gilt

[zl = lyll] < lle =yl < C+ Iz = ylls.

Die Menge
S:={x € R"||z||x = 1} = 0U(0)

ist abgeschlossen und beschrankt, also nach dem Satz von Heine-Borel kompakt.
Da || - || auf S stetig ist, existiert ¢ := min{||y|| : [|y|lcc = 1} > 0. Fiir y # 0 ist
dann

) )
HyH:H—-HyH H:uyu -H—quyu
ol Woloo || = Ml - o] 2 Tolee

Insgesamt folgt
Yy eR": cl|ylloe < llyll < C - |Ylloo- .

Folgerung 1X.4.10.
(i) Der Raum R™ ist beziiglich jeder Norm vollstindig.
(ii) Alle Normen liefern auf R™ die gleichen offenen Mengen.
(iii) Die Stetigkeit einer Abbildung f : X — R™ oder g : R — Y, wobei X
und Y metrische Raume sind, hingt nicht von der Wahl der Norm auf R™
ab.

Beweis. (i) Zwei dquivalente Normen haben die gleichen Cauchy-Folgen. Die
Behauptung folgt also aus der Vollsténdigkeit von (R", || - ||o) und Satz 1X.4.9.



IX.4. Stetige Funktionen und lineare Abbildungen 187

(ii) Wir zeigen, dass dquivalente Normen die gleichen Umgebungen und daher
auch die gleichen offenen Mengen definieren: Es gelte

cllell < llzfl. < ]

fir alle z € R™. Ist U Umgebung von p beziiglich || - ||, so existiert ein £ > 0
mit U.(p) C U. Dann ist auch

Ub(p) ={qeR":|lg—pl+ <c-e} CU:(p) CT,

d.h., U ist Umgebung von p beziiglich || - |«. Die Umkehrung folgt aus der
Symmetrie der Aquivalenzrelation.

(iii) folgt aus (ii) und der Tatsache, dass eine Abbildung f genau dann stetig ist,
wenn die Urbilder offener Mengen unter f offen sind (Satz IV.1.4). |

Aufgabe IX.4.2. Zeigen Sie, dass sich Satz [X.4.9 und Folgerung IX.4.10 auch
auf den C" tibertragen lassen. ]

Definition IX.4.11.  Seien (V|- ||v) und (W, || - ||w) normierte Réume und
Hom(V, W) der Raum der linearen Abbildungen von V nach W. Wir definieren
fir A € Hom(V, W) die Operatornorm

|A]| == sup{[|Av[lw : v € V,[jv[|y <1} € [0, oc],
und wir setzen
LV, W):={A € Hom(V,W) : ||A| < oo}. n

Satz 1X.4.12. Fir eine lineare Abbildung A : V. — W zwischen normierten
Raumen sind aquivalent:

(1) Esist Ae L(V,W), d.h. ||A|l < oc0.
(2) Es ezistiert ein C >0 mit ||Av|| < C - ||v|| fir alle ve V.
(3) A ist stetig.
(4) A ist im Nullpunkt stetig.
Beweis. (1) = (2): Ist v # 0, so ist ||f2r]| = {2 = 1 und daher [[Ag] <

|Al|. Folglich gilt ||Av|| < ||A] - |lv]| fir alle v € Yﬂ.”

(2) = (3): Fir v,w € V gilt ||Av—Aw|| < C||lv—w||, also ist A sogar Lipschitz-
stetig und insbesondere stetig.

(3) = (4): Das ist trivial.

(4) = (1): Sei € > 0 und 6 > 0 mit ||Av| < e fir ||v]| < §. Dann ist
|A(6v)]| < e fiir [jv]| <1, also ||A| < & < oo. u

Lemma 1X.4.13. Seien V,W und U normierte Rdume.
(a) Die Menge L(V,W) ist beziiglich der Operatornorm ein normierter Raum.

(b) Fir Ae L(V,W) und B € L(W,U) ist BA:= BoAec L(V,U), und es
gilt ||BA|| < || A]| - [ B]|.

Beweis. Ubung! |
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Beispiele IX.4.14. (a) Sei [a,b] C R ein Intervall und C([a,b]) der Vektor-
raum der stetigen Funktionen f:[a,b] — R, versehen mit der Supremumsnorm
11l := sup{[f(2)]:a < z < b}.

Wir betrachten die lineare Abbildung

LC(a b)) R, I(f) = / f(z) dz,

die durch das Riemann-Integral gegeben ist. Dann ist I stetig, denn wir haben
die Abschéatzung

b
()] S/ [f(@)|de < (b—a)[lfl| firalle feC([a,b]),

d.h. [[I|| < b—a. (Wieso gilt hier sogar Gleichheit?)
(b) Sei C1([0,1]) der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen
f:10,1] — R, ebenfalls versehen mit der Supremumsnorm. Wir betrachten die
lineare Abbildung

D:C([0,1]) — C([0,1]), D(f) = f',
die durch die Ableitung gegeben ist. Dann ist D unstetig, denn fiir die Funk-
tionen f,(z) = 2™ auf [0,1] gilt ||f.]| = 1 und ||D(fn)|| = || f}]| = n. Folglich
ist

D] = sup{[|D(fn)|:n € N} = oc.

(c) Wir versehen R™ mit der Norm || - ||o und betrachten eine lineare Abbildung
A:R" — R™, die beziiglich der kanonischen Basis durch die Matrix (a;jx);.x
gegeben sei. Fir z € R" gilt dann

n n
[A@)lo = max |3 ajpae| < 7o max > Jaul,
J geees k:]_ ] yeeny k:]_
also

.....

n
JAl < max 3 fagil
= k=1

Wir zeigen, dass sogar Gleichheit gilt. Ist A = 0, so ist dies trivial. Wir nehmen
daher A # 0 an. Nun wéhlen wir jy so, dass

n

n
max Y ajkl = lajoxl
1 m

k=1

j: PR
k=1
gilt, und betrachten den Vektor x € R™ mit xj = sgn(aj,x). Da mindestens ein
k mit aj,r # 0 existiert, ist ||z]/co = 1. Weiter ist

n
Al > A@) oo =Y ajorar = Y _ lajor| = .j{laxmz |ajkl,
A A O W
und wir erhalten

n
4= max 3 Jael. .
71=1,..., 1
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Theorem 1X.4.15.  Alle linearen Abbildungen zwischen endlichdimensionalen
normierten Raumen sind stetig.

Beweis. Da jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum V zu R" mit n =
dim V' isomorph ist (Lineare Algebra), kénnen wir uns auf lineare Abbildungen
A : R" — R™ beschrianken. Wegen Folgerung 1X.4.10(iii) diirfen wir weiter
annehmen, dass beide Raume mit || - ||oo versehen sind. Fir Ae; = Y"1 a;je;
gilt dann wegen Beispiel 1X.4.14:

n
Al = max 3" Jaj] < oo,
O

insbesondere ist A stetig. [ ]

Sind Vi, Vo, W Vektorrdume, so nennen wir eine Abbildung
A:Vix Vo — W
bilinear, wenn die Abbildungen
vy — A(v1,v2)  bzw. vy — A(vi,v2)
fur alle v1 € V] bzw. vy € V5 linear sind.

Beispiele IX.4.16. (fiir bilineare Abbildungen)
(a) Sind V und W Vektorrdume, so ist die Abbildung

Hom(V,W) xV — W, (A,v)+— A(v)
bilinear.
(b) Ist M,y m(R) der Raum der reellen n x m-Matrizen, so ist die Multiplika-
tionsabbildung

My m(R) X My, x(R) = My, x(R), (A,B)+— AoB

bilinear.

(c) Das Skalarprodukt
R"xR" =R, (z,y)— (z,9) =Y _z;y
j=1

ist bilinear. Sind p, ¢ € [1, 00| mit % + % =1, so besagt die Holder-Ungleichung

[z, 9 < llzllp - lyllg-

Man vergleiche dies mit der Aussage von Satz 1X.4.17. |
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Satz I1X.4.17. FEsscien Vi, Vo und W normierte Raume und A: VixVo — W
eine bilineare Abbildung. Wir versehen Vi x Vo mit der Norm ||(v1,v2)| =
max{||v1 ||, [|v2]|}. Dann sind dquivalent:

(1) Die Abbildung A ist stetig.
(2) Die Abbildung A ist im Nullpunkt stetig.
(3) Es existiert eine Zahl C >0, so dass fir alle (v1,v2) € Vi x Va gilt

[A(v1, v2)|| < C - loa] - [Jvz]]

Beweis. (1) = (2) ist trivial.

(2) = (3): Sei € > 0 und § > 0 so, dass fiir alle Paare (vy,vs) mit |[(vy,v2)|| < 0
die Ungleichung ||A(vi,v2)|| < € erfiillt ist. Dann gilt A(vy,v2) =0, falls v1 =0
oder vy = 0, und sonst

(%1 V2 H’UlH . ”Uz” g
A, v2)l H <5HU1H75HU2H)H 62 B 52||U1H 2l

da ||(5L (5”—2)H = ist.

lo]l? ™ floz|

(3) = (1): Wir rechnen

[A(v1, v2) = Aoy, 5)[| < [|Ave, v2) — Avr, 3)l| + [[Avy, v5) — A(v), )
= [|A(v1, v2 — v3) || + | A(v1 — w1, 0|
< C- o - flve = vall + C - floy = vl [l .

Hieraus folgt, dass A stetig ist. [

Analog zu Theorem 1X.4.15 zeigt man:

Satz IX.4.17. Sind Vi, Vo und W endlichdimensionale normierte Raume, so
ist jede bilineare Abbildung A : V3 x Vo — W stetig. [ |

Folgerung 1X.4.18. Sind Vi, Vo und V3 endlichdimensionale normierte
Raume, so ist die Kompositionsabbildung

Hom(V7, V) x Hom(V2, V3) — Hom(V4,V3), (A,B)— Bo A

stetig. Fs gilt sogar |Bo Al < ||B] - [|A4]|- n



