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VI. Integralrechnung

Nachdem wir im letzten Kapitel die Differentialrechnung kennengelernt haben,
mit deren Hilfe es moglich ist, die Anderungsrate einer Funktion durch deren
Ableitung zu beschreiben, wenden wir uns in diesem Abschnitt der Frage zu,
wie man die Flache berechnet, die ein Funktionsgraph mit der xz-Achse ein-
schlieft. Die Beobachtung, dass die Anderungsrate dieser Flache bei fortschreit-
ender rechter Grenze des Definitionsbereichs durch die Funktion gegeben ist, ist
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — eines der zentralen Resul-
tate der Analysis der Funktionen von einer Veranderlichen. Insbesondere werden
wir sehen, wie sich dieser Satz dazu verwenden lasst, viele konkrete Integrale
explizit zu berechnen.

VI.1. Treppenfunktionen

Definition VI.1.1. (a) Seien a,b € R mit a < b. Eine Zerlegung des
Intervalls [a, b] ist ein (n + 1)-Tupel

Z =(20,21y---52n) mit a=20<z <20<...<2z,=0b.

Die Zerlegung Z = (2o, ..., 2n) heiBt feinerals die Zerlegung W = (wy, . .., wn,),
wenn {wo, ..., wn} C {z0,...,2n} gilt, d.h. wenn jeder Unterteilungspunkt von
W auch ein Unterteilungspunkt von Z ist. Sind Z; und Z, zwei Zerlegungen
des Intervalls [a,b], so sei Z; U Zy diejenige Zerlegung, die durch Vereinigung
der Mengen der Unterteilungspunkte entsteht.

(b) Eine Funktion f : [a,b] — R heiit Treppenfunktion, wenn es eine
Zerlegung Z = (zg,...,2,) von |a,b] und Zahlen ¢1,...,¢, € R gibt mit

ft)=cp fir zp_1 <t < z.

Wir sprechen dann von einer Treppenfunktion bzgl. der Zerlegung Z. Von
den Funktionswerten an den Unterteilungspunkten wird nichts verlangt. Wir
schreiben T? fiir die Menge der Treppenfunktionen f:[a,b] — R. ]

Lemma VI.1.2. Die Menge T? ist ein reeller Vektorraum, d.h., fir f,g € T?
und A € R sind f+ g und \f wieder Elemente von TP.
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Beweis. Wegen T° C B([a,b]) (beschrinkte Funktionen) haben wir nur zu
zeigen, dass T? ein Untervektorraum ist. Fiir f € 7% und \ € R ist klar, dass
Af € T® ist. Sind f und g Elemente von T zu den Zerlegungen Z; und Zs,
so sind sie auch Treppenfunktionen zu der Zerlegung Z; U Z5. Also ist f+ g
Treppenfunktion zu der Zerlegung Z;UZ5. Daher ist T® C B([a, b]) unter Skalar-
multiplikation und Addition abgeschlossen und somit ein Untervektorraum. m

Satz VI.1.3. Ist f : [a,b] — R stetig, so existiert zu jedem & > 0 eine
Treppenfunktion ¢ € T? mit

1f = #llany = sup{lf(z) — p(2)[: 2 € [a,b]} <e.

Jede stetige Funktion lasst sich also gleichméaflig durch Treppenfunktionen ap-
proximieren.

Beweis. Nach Satz IV.1.24 ist f gleichméfBig stetig. Es existiert also ein § > 0
mit |f(z)—f(y)| < e fiir alle z,y mit |[z—y| < §. Wir wihlen nun eine Zerlegung
Z :=(20,--+,2m) von [a,b] mit |zx11 — 2x| < ¢ fiir alle k =0,...,m — 1! und
definieren die Funktion ¢ durch

(t) := f(zr), firzy <t < zgy1,k=0,...,m—1
PE= F),  fir t = b,

Fiir t € [zk, zk4+1] ist dann

d.h. Hf_ SOH[a,b} <e. n

Folgerung VI.1.4. Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion und € > 0, so
existieren Treppenfunktionen o, : [a,b] = R mit o < f < und v —p =¢.
Beweis. Mit Satz VI.1.3 finden wir eine Treppenfunktion A : [a,b] — R mit

|f = hlljay < 5. Dann setzen wir ¢ := h— 5 und ¥ := h+ 5. Nun ist

2
bop=j-(-H=cudp—h-5<f<h+i=v. .

Das Riemann-Integral

Gesucht ist der Inhalt der Fliche, die der Graph einer Funktion f : [a,b] —
[0, 00[ mit der x-Achse einschlieit, d.h. der Menge

F={(z,y):z €la,b],0 <y < f(a)}.

1 7.B. eine dquidistante Zerlegung: z = a—l—kbﬁ, wobei m so grof3 gewahlt
ist, dass Z’_Ta < ¢ ist.
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Wir werden sehen, dass sich diese Aufgabe fiir stetige Funktionen immer losen
lasst. Auch fiir Funktionen mit endlich vielen Unstetigkeitspunkten lassen sich
diese Fldchen berechnen. Als problematisch erweisen sich Funktionen, die ,, sehr
oft“ springen, wie zum Beispiel die Dirichletfunktion

. 1, fallsxzeQnlo,1]
f:00,1] =R, xr—>{07 falls z € [0,1] \ Q.

Wir beginnen die Berechnung des gesuchten Flicheninhalts bei den Treppen-
funktionen.

Lemma VI.1.5. Ist f : [a,b] — R eine Treppenfunktion bzgl. der Zerlegung
Z = (20,...,2n) mit f(z)=ck fir alle zx_1 < x < 2}, so hingt die Zahl

n

Sz(f) = e (2 — 26-1)

k=1

nicht von der Zerlegung Z ab, d.h., fir jede andere Zerlequng Z', bzgl. der f
eine Treppenfunktion ist, gilt Sz (f) = Sz(f).

Beweis. Ist Z’ eine andere Zerlegung, so dass f auf dem Innern der Zer-
legungsintervalle konstant ist, so existiert eine gemeinsame Verfeinerung von
Z und Z'. Es reicht also zu sehen, dass Sz(f) = Sz/(f) gilt, wenn Z’
durch Hinzunahme eines Punktes zu Z entsteht. Sei dazu z € [z;_1, 2] und
Z' = (204 2k—1,%Zky -+ -, 2n) - In diesem Fall ist

ek (2 — 2k—1) = ck(zk — 2) + ek(z — zk—1),

und daher Sz(f) = Sz/(f). Die Behauptung folgt nun durch Induktion nach
der Zahl der hinzugenommenen Punkte. [ ]

Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion und Z = (zp,...,2,) eine Zer-
legung mit f(x) = ¢ fiir alle € |zx_1, 2zx[. Wir definieren das Integral von f

durch ) .
/ f:: ch-(zk—zk_l).
@ k=1

Das ist dadurch gerechtfertigt, dass wir uns gerade davon tiberzeugt haben, dass
die rechte Seite Sz(f) nicht von der Zerlegung Z abhéngt.

Fir a = b setzen wir [ f = 0; ferner [ f = —f:f. Die Zahl a
heiflt die untere Grenze des Integrals, die Zahl b die obere Grenze. Eine weitere
Schreibweise fiir das Integral ist

/ab f(x) dz  oder /ab f(t)dt.

Satz VI.1.6. Das Integral von Treppenfunktionen hat folgende FEigenschaften:



VI.1. Treppenfunktionen 127

(I1) Intervalladditivitit: Fir a <b<c und f € TS gilt

c b c
[
a a b
(I2) Monotonie: Sind f,g € T® mit f < g, so ist fabf < fabg.
(I3) Linearitit: Fiir alle \,u € R und alle Treppenfunktionen f,g € T? gilt

/abAerug:A/aberu/abg-

(I4) Normierung: Ist f auf [a,b] konstant gleich c, so ist f:f =c-(b—a).

Beweis. (I1): Ist Z eine Zerlegung des Intervalls [a,c|, die den Punkt b
enthélt, so folgt (I1) direkt aus der Definition des Integrals.

(12), (I3): Zuerst wahlen wir eine gemeinsame Zerlegung Z fiir f und g. Es
gelte f(z) = ¢, und g(x) = djy, fir x € |zx_1, 25|

Ist f < g, soist ¢, < dj fiir alle ¥ und daher f: f < f; g. Andererseits
haben wir (Af + pg)(z) = Ac + pdy, fir alle x € ]z;_1, zx[. Hieraus folgt (I3).
(I4) ist klar. n

Definition VI.1.7. (a) Ist f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion, so
definieren wir das Oberintegral

ZU:ﬂﬁ{[¢jsw¢fTﬂ

und das Unterintegral

/abfrzsup{/abeorsOSf, soGTfi}-

Um die Endlichkeit dieser Werte einzusehen, beachten wir, dass aus der
Beschranktheit von f die Existenz von m,M € R mit m < f < M folgt.
Insbesondere existieren ,7 € T? mit ¢ < f < . Fiir solche Paare gilt

f; o < f; ¢ wegen (12). Insbesondere sind [ *ab f und f*Z f reelle Zahlen mit

b b
[r<]1
(b) Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heit Riemann-integrabel

(Riemann-integrierbar), wenn
b b
[r=]1
a a
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gilt, d.h., wenn zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T? mit ¢ < f < und
ff o — ffw < ¢ existieren. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral

von f durch )
=] e= [

Die Menge der Riemann-integrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit
RY. Wir bemerken, dass T C R? trivialerweise gilt. Fiir f € R definieren wir

fbaf::_f;f' u

Beispiel: Ein wichtiges Beispiel, das die Subtilitdt des Integrierbarkeitsbegriff
zeigt, ist die Dirichlet- Funktion:

. 1 firzeQnlo0,1]
f:0,1] — R, f(a:).—{o fiir 7 € [0,1] \ Q.

Da jedes offene Intervall reeller Zahlen eine rationale Zahl enthalt, gelten fiir

jedes Paar von Treppenfunktionen ¢, mit ¢ < f <1 die Beziehungen ¢ <0
und 1 < ¢ bis auf endlich viele Punkte. Mit 0 < f <1 ergibt sich damit

*/Olf0<1/*01f.

Insbesondere ist f nicht Riemann-integrabel. [ |

Satz VI.1.8. Das Riemann-Integral hat folgende Eigenschaften:
(I1) Intervalladditivitit: Fir a <b <c ist f € R; genau dann, wenn f |4z €
R und [l € R gelten. In diesem Fall ist

/acf:/aber/bcf-

(I2) Monotonie: Sind f,g € R® mit f <g, so ist fabf < fabg.
(I3) Linearitit: Fiir \,u € R und f,g € Rb ist \f + ug € R% mit

/abkf+ug=A/abf+/~b/abg.

(I4) Normierung: Ist f auf [a,b] konstant gleich c, so ist fff =c-(b—a).

Beweis. (I1) Zwischenbehauptung: Das Oberintegral ist intervalladditiv,
d.h., fiir jede beschrankte Funktion f:[a,c] — R gilt

[ [
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Fiir ¢ € T¢ mit f <4 gilt [Co= [T+ [T > [5f+ [1°f, also auch

e b e
=] s+ ]2
a a b
Seien nun ¢ € T? und ¥y € Ty zwei Treppenfunktionen mit ; > ﬂ[a,b] und
e > ﬂ[b,c} . Aus diesen erhalt man eine neue Treppenfunktion durch

[ i(x), falls x € [a,b]
Ylz) = {wg(x), falls z € [b, c|.

Diese neue Treppenfunktion ist Element von T, und es gilt ¢ > f. Nun ist

ffwl + [ = f:¢ > f*acf, also auch

P b P c " c
[+ [s=]1
a b a
denn fiir zwei nach unten beschriankte Mengen A, B C R ist
inf(A + B) = inf(A) + inf(B).

Damit ist die Intervalladditivitat des Oberintegrals gezeigt. Die analoge Aussage
fiir Unterintegrale erhélt man genauso und durch Zusammensetzen

/Zcfz/:bfwt/lcfz/abﬁr/bcf:/:f-

Ist nun f € RS, soist [°f = [.°f und wir erhalten wegen f*abf > f*Zf
und [*f > [.,f zwischen den inneren Summanden [ *ab f= f*z fund [f =
[..f. Dies bedeutet f | € RS und f|p, € Rs. Ferner erhalten wir die
Intervalladditivitat.

Sind andererseits f |4 € R% und f|pq € RY, so gilt

y c y b % c b c c
Lor=Loo =L fo= ]
a a b 9 a ’ b ' a
und folglich f € RS. Auch in diesem Fall erhalten wir die gewiinschte Gleichheit.

Damit ist (I1) bewiesen.
(I2) Monotonie: Seien f,g € R2 und f < g auf [a,b]. Dann ist

/abfzfzbfzinf{/abw:féw, veT!)
smf{/:w:gsw, weTf}z/zbg:ng
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wegen b b
{/a vifsd, weTf}Q{/a big<u, veTt).

(I3) Linearitéit: Seien f,g € R’ und ¢ und v zwei Treppenfunktionen mit
f<pund g <. Dannist f+ g < ¢+ 1, also

/:bergﬁ/absoﬂ/J:/abw/abw

Daher gilt nach Ubergang zum Infimum auf der rechten Seite auch

b b b b b
/f+g§/f+/g=/f+/g-
Hierbei verwenden wir wieder die Ungleichung
inf(A + B) = inf(A) + inf(B)

fiir nichtleere Teilmengen A, B C R. Ferner erhélt man analog

[s5[a=[r4 [oz [rva< [r+a

Diese zwei Ungleichungsketten zeigen, dass iiberall Gleichheit gilt; insbesondere
folgt [**f+g=["f+g,dh f+ge R und die Additivitiit des Integrals.

Wir zeigen noch A\f € R’ und ff)\f = )\fff. Fir A = 0 ist die
Behauptung trivial. Sei zunéichst A > 0. Dann gilt fiir jede Funktion f € RC:

/ZbAsz/bezA/abfzfAf;

folglich ist Af € R, und A [7f = [PAf. Ist A <0, also A = —|A|, und f < ¢,
so ist Af > M. Es folgt

/abAsz/:bsz/absz/abf

*

und analog f*ab/\f = )\f*Zf: )\fff, also Af € R® und )\fabf = f;)\f.
(I4) ist klar (vgl. Satz VI.1.6). u

Bemerkung VI.1.9. Es gilt fj f =0 fiir alle Funktionen

fila,a] ={a} = R,

denn fiir alle Treppenfunktionen ¢ € T ist faa v =0. [ ]
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Satz VI.1.10. Stetige Funktionen und monotone Funktionen f:[a,b] — R sind
Riemann-integrabel.
Beweis. (a) Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f nach Satz IV.1.12 beschrankt.
Nach Folgerung VI.1.4 existieren zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T?
mit ¢ < f < ¢ und Y —¢ = = . Dann ist aber ffw—gOZ f;ﬁ = % =,
und somit f € RY.

(b) Sei f : [a,b] — R monoton wachsend. Wegen f(z) € [f(a), f(b)] fur
x € [a,b] ist f beschrinkt. Sei 0.B.d.A. f(a) # f(b) (sonst ist f konstant und
die Behauptung trivial). Wir wéhlen eine Zerlegung Z = (zo, 21,...,2,) von
[a,b] mit zp — zp_1 < m fir K = 1,2,...,n. Nun definieren wir zwei
Treppenfunktionen ¢ und % € T° durch p(z) := f(2x) bzw. ¥(x) := f(zr41)
fir © € [zk,2k+1[, & = 0,1,...,n — 1 und ¢(b) = ¢¥(b) = f(b). Dann ist
offensichtlich ¢ < f <, und wir erhalten

/abw—so
n—1

=3 (Fleksn) = F(28)) (2hs1 — )
k=0

f(b) = f(a)
= ———— (f(zn) = fzn-1) + f(2n=1) = f(zn—2) + ...+ f(21) — f(20))

<3 () — F0)
k=0

und damit ist f Riemann-integrabel. Fiir monoton fallendes f geht man zu —f
{iber und beachtet, dass R® ein Vektorraum ist. |

Aufgabe VI.1. Fir x € R definieren wir
zry :=max(z,0) und z_:=max(0,—x)=z4—x > 0.
Dann gilt fiir alle x,y € R mit = <y die Beziehung
ry <yr und y_ <zx_. [ |
Lemma VI.1.11. Fir f,g € R® sind die Funktionen

fii=max(f,0), fo:=max(~f,0), max(f.g), min(f.g) wnd |f]

integrabel.

Beweis. Esist f- = fi. —f, |f| = f++ f-, max(f,g9) = 5(f +9) + 3/ — gl
sowie min(f,g) = 3(f + g) — 3|f — g|. Wegen Satz VI.1.8 reicht es aus, die
Integrabilitat von fi zu zeigen.
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Dazu seien zwei Treppenfunktionen ¢, € T® gegeben, fiir die ¢ < f < 1
und f; Y — ¢ < e gilt. Dann gelten auch ¢ < fi <, und

b b
/¢+—90+§/ Y —p <&,

da vy —pr <tV —paus Yy —Yp=19_ < p_ =py — ¢ folgt (Aufgabe VI.1).m

| INTEGRALABSCHATZUNG |

Satz VI.1.12. Fiir a <b und f € R? gilt

séﬂﬂ

Beweis. Aus Lemma VI.1.11 erhalten wir |f| € RZ. Weiter ist —|f] < f < |f],
also wegen der Monotonie des Integrals — fab If] < fab f < fab |f|. Hieraus folgt

< 2171 =

Lemma VI.1.13. Fir f,g € R? ist auch f g€ RY.

Beweis. Wegen f-g = 3(f+¢)*>—1f?—19? haben wir wegen (I3) nur f? € R,
zu zeigen. Wegen |f| € R? (Lemma VI, r 11) und f? = |f|* diirfen wir sogar
f > 0 annehmen.

Sei € >0 und M := sup f([a,b]). Dann existieren ¢, € T® mit

b
0<p<f<¢<M und /Y¢ °) < 5.

In der Tat finden wir zunéchst g, 1o € TP mit g < f < 1bp und f;(zpo — o) <

577- Dann setzen wir ¢ := max(0,¢p) und 1 := min(M,vy) und erhalten

wo <o < f <<y
Damit sind p?,¢? € TP, ¢? < f2 <2 und

[ o= wrow-os [ mw-g<m =

§2M

Also ist f? € RY. m

| MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG
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Satz VI.1.14. Sei f : [a,b] — R stetig und g € R’ sowie g > 0. Dann

existiert ein & € [a,b] mit
b b
/fﬁ?%%/g

Fir g =1 folgt insbesondere

b
| =19 0-a
fiir ein £ € [a,b].

Beweis. Sei m = min f([a,b]) und M = max f([a,b]). Wegen g > 0 ist dann

mg < fg < Mg, also mf;g < f(f fg < Mf;g. Beachte hierbei, dass f;fg
wegen Lemma VI.1.13 existiert. Wir wenden jetzt den Zwischenwertsatz auf die
stetige Funktion F(z) := f(z) [, ) [g an. Da F die beiden Werte m fabg und

M f ¢ annimmt, existiert ein 5 € [a,b] mit f(& f g= f fg. n

V1.2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir zeigen nun, dass Ableiten und Integrieren zueinander inverse Operationen
sind. In diesem Abschnitt sei D ein Intervall, das mehr als einen Punkt enthéalt.

Definition VI.2.1. Eine Funktion F': D — R heifit eine Stammfunktion von
f:D — R, wenn F differenzierbar ist und F’ = f gilt. [ ]

Beachte: Sind F; und F, Stammfunktionen von f,soist (F1—Fy) = f—f =0,
also ist F} — F5 konstant (vgl. Folgerung V.2.3).

| HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG |

Satz VI1.2.2. Sei D ein Intervall mit mehr als einem Punkt. Ist a € D und
f:D — R eine stetige Funktion, so ist die Funktion

F:D—R, F(x /f

eine Stammgfunktion von f auf D. Ist umgekehrt F eine Stammfunktion von f
auf D, so gilt fir alle x € D:

/ " f = Flo) - Fla) = [FIE.

Beweis. Fir z,x + h € D ist nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
(Satz VI.1.14)

T _ T x+h T z+h
F( +h})b F():%(/a f_/a f);%/:E f=f(x+0rh)
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fir ein 0, € [0,1]. Folglich ist
F(zx+h)— F(z

Daher ist F' eine Stammfunktion zu f. Ist F eine weitere Stammfunktion zu
f,soist F'— F konstant, also

lim
h—0

F(m)—F(a):F(x)—F(a):/wf. n

Bemerkung: Alternativ kann man den Hauptsatz auch direkt, also ohne den
Mittelwertsatz beweisen. Sei dazu x € D und € > 0. Dann existiert zunachst
ein 6 > 0,sodass |f(x) — f(y)| <e fur |z —y| <0 gilt. Fir |h| < J ergibt sich
damit

x — x vth ’ T
F( +hf)L F()_f(x):%</a f_/a f>_|_f(x):%/m (f(t)—f(x))dt,

und daher

F(x+h) — F(x) 1 [rth 1 B
) —r@|<gr [ 0= s@ld < pelhl ==
Damit haben wir Flz + h) — F(x)
_ x — F(x
me W
gezeigt. [

Der wesentliche Vorteil des Hauptsatzes ist, dass er uns ein Mittel in die
Hand gibt, um Integrale wirklich auszurechnen, indem wir eine Stammfunktion
bestimmen. In der Regel ist das technisch einfacher als direkt zu integrieren.

Bemerkung VI.2.3. (Unbestimmte Integrale) Sei D C R ein Intervall mit
mindestens zwei Punkten. Auf der Menge C'(D) der stetigen Funktionen D — R
definieren wir eine Aquivalenzrelation durch

F~G: << F -G ist konstant.

Wir schreiben [F] := {G: G ~ F} fiir die Aquivalenzklasse der Funktion F', d.h.
fiir die Menge der Funktionen der Gestalt F' + ¢, c € R.

Ist F differenzierbar, so sind alle zu F' &aquivalenten Funktionen G dif-
ferenzierbar mit F' = G’.

Ist umgekehrt f: D — R stetig und F' eine Stammfunktion von f, so
definieren wir das unbestimmte Integral auf D durch

/f(x) dx .= [F] ={F + c:c € R}.

Ein unbestimmtes Integral ist also eine Menge von Funktionen und keine Funk-
tion. Die Bezeichnung wird dadurch gerechtfertigt, dass

b
F(b) — F(a) = [F] = / f(z) da

fir alle a,b € D gilt (Satz VI.2.2) und nicht von der Wahl des speziellen
Représentanten F' in der Aquivalenzklasse [F] abhéngt. n
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Beispiel VI.2.4. (a) Fiir eine Polynomfunktion f:R — R,z — >, ay - 2"
ist .
Ak k+1
F(x) = x
= k+1

eine Stammfunktion.
(b) Fiir f =exp ist F' = exp eine Stammfunktion.

(c) Sei =1 # a € R. Fiir f :]0,00] = R, z — % ist F(z) = f:ll eine
Stammfunktion. Ist « = —1 und f :]0,00[ = R, z — %, so ist F'(z) = logx

eine Stammfunktion. Speziell ist fiir alle z > 1:

1
/ ;dt:logx—logl = logx.
1

(d) Auf dem Intervall | — oo, 0] erhalten wir fiir die Funktion F(x) := log(—x)
ebenfalls F'(z) = -+ =1

—x x*

Daher ist log |z| auf dem ganzen Bereich R* eine Stammfunktion von 1.

Da R* in zwei Intervalle zerfallt, erhdlt man alle Stammfunktionen von % auf

R* durch

__Jlogz+c fir z >0
F(z) = {log(—x) +d fiir x <0,
wobei c¢,d € R beliebige Konstanten sind. [ ]

Jede Regel der Differentialrechnung zieht eine Regel der Integralrechnung
nach sich. Aus der Kettenregel wird so die Transformationsformel:

| TRANSFORMATIONSFORMEL / SUBSTITUTIONSREGEL |

Satz VI.2.5. Ist f: D — R eine stetige Funktion und ¢ : [a,b] — D stetig
differenzierbar, so ist (f o ¢) - ¢’ Riemann-integrabel und es gilt

b e (b)
| seae@a= [ s

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die stetige Funktion (fo¢)¢’ nach Lemma
VI.1.13 auf [a,b] integrabel ist. Wir betrachten die Funktionen

F:D—>R,F(a:):/ f(u) du und G:=Foyp:[a,b] —R.
w(a)

Nach dem Hauptsatz ist F' differenzierbar mit F’ = f und nach der Kettenregel
ist G differenzierbar mit G'(t) = F'(¢(t))¢'(t) = f(p(t))¢'(t), d.h., G ist eine
Stammfunktion von (f o @)y’ auf dem Intervall D. Folglich ist

w(b)
/ fu)du. m
¢(a)

I
Q
S
|
2
=
[
g
3S
S
|
o
5
2
I

b
/ Fo(t)(t) di
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Beispiel VI1.2.6. Gesucht ist fiir y > 0 das Integral foy vV 1+x dr. Zuerst
stellen wir fest, dass der Integrand auf [0,y] stetig ist und das Integral daher
definiert ist. Wir setzen ¢(x) = v/1+x, dh. = p(z)? — 1. Nach der
Kettenregel gilt ¢'(z) = 5 \/}—i—ix = le(x) . Somit kénnen wir rechnen:

/ VT da
- / " (o(@)? — 1) ola) dr = / " (o(@)? — 1) ole) - 20(2)¢/ (2) da

0 ~———
=1

e(y) T+y 5 3 .V/ITy
:/ (u? — 1)2u® du = / ut —u? du = [——u—

©(0) 1 1

2 5 2 3 2 2
=S4y -S(1+y): -+ 2.

Aty —o(+y)? - 45

Indem man den Kalkiil der unbestimmten Integrale verwendet, lassen sich
Stammfunktionen oft direkter bestimmen. Fiir das obige Beispiel geht man hier
wie folgt vor.

Gesucht ist das unbestimmte Integral [ z+v/1+ z dz auf D =] —1,00[. Mit

u=+v1+uz, r=u’—-1
erhalten wir
d_x =2u
du
und daher haben wir im Sinne unbestimmter Integrale
9 dz
zV1l+zxde= [ (u*— 1)u7 du
U

= /(u2 —1)2u® du = [2u® - 2°] = [2(V1+2)° — 2(V1+2)°].
Wir erkennen nun, dass durch

F(z) =2(V1+z)° - 2(V1+2)®

auf | — 1, 00[ eine Stammfunktion von f(z) = zv/1+ = gegeben ist und kénnen
jedes Integral iiber ein Teilintervall von D leicht durch Einsetzen der Grenzen
berechnen, z.B. ist

[S1] )

njw

-(3-3).

Man beachte, dass die Rechnungen in beiden Fallen sinngeméafl die gleichen
waren, aber dass man auf der Ebene der unbestimmten Integrale mit den for-
malen Regeln

/ny\/l-l-x dr = F(y) — F(0) = %(1+y)% —2(1+vy)

dx du
dr = @du bzw. du = @dx,

die der Substitutionsregel entsprechen, leichter rechnen kann. [ ]
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Anwendungen der Transformationsformel: Es gelten
b+c

b
o/f(t+c)dt= . f(x) dx (setze p(t) =t+c)

Ce bf(ct) dt = ’ f(x) dz (setze p(t) =ct)
b

. / ") dt = %/n f(x) dx (setze @(t) =t™). [

a

Lemma VI.2.7. Ist f: [a,b] — f([a,b]) streng monoton und differenzierbar,
so existiert auf f([a,b]) die inverse Funktion f=1: f([a,b]) — [a,b], und es gilt:

b f(d)
/f+/ Fi=b-f(b) —a- fla).
a f(a)

Beachte, dass f und f~! beide stetig und monoton sind, also auf [a, b] bzw. auf
f([a,b]) integrierbar.

Beweis. Wir setzen
x f(z)

= f+ f7t =z f(@) +a- fla).
o= [ s [ 5 e @ e s@

Dann ist nach der Kettenregel
g'(x) = fla) + fTH(f() - f'(x) = 1- f(x)
= f(@) +zf'(z) - f(z) —2f(z) = 0.
Daher ist g konstant, also g(b) = g(a) =0. n

Hinter dem obigen Lemma steht folgende algebraische Uberlegung. Ist G
eine Stammfunktion der Umkehrfunktion f~! und F eine Stammfunktion von
f, soist

(Go f)(x) = (G o f)(x) f(x) = xf'(z) = (zf)(x) — f(x).

Daher ist die Funktion G(f(x)) + F(x) — xf(x) konstant, so dass G(y) :=
f~Yy)y — F(f~'(y)) eine Stammfunktion von f~! liefert.

| PARTIELLE INTEGRATION |

Satz VI.2.8. Sind f,g:[a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt
b , b
| rog@a=(r-gl. - [ rogwa.
Beweis. Die Funktion h := f-g ist Stammfunktion von f-¢'+ f'-g. Also gilt

[ g+ 1 0) = h) ~ (a) = [£ -] .
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Beispiel V1.2.9. (a) Fiir g(x) = x erhélt man die Formel

(1) [r=tra [ 1@ e

Speziell ergibt sich fiir f = log auf D =]0, oo:

b b b
/logxdx:[a:~logx]2—/ IOg/($)'xdx:[x-logx]Z—/ z dy

= [m-logx—x]z,

d.h. h(z) := xzlogx — x ist eine Stammfunktion der Logarithmusfunktion.
Mit unbestimmten Integralen berechnet man dies wie folgt:

/logm dx = [zlog x| — /log'(x)a: dx = [zlog x| — / ldx = [xlogx — z].
Man beachte, dass man hierbei mit Klassen von Funktionen rechnet.
(b) Sei

* dt

Dann erhalten wir mit (T):

t * Tt 2t-m

A ()= | ——— Tt
(=) [u+mm}+A @+ @y
142 -1

dt

(1+ac2 +m/ (1+¢2)m+t

m-f—QmA ( )—QmAm_H( )

Hieraus ergibt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung dieser Integrale:

2m — 1 T
An(@) ¥ 5oy

Am—l—l('T) =

2m

wobei

Ai(x) = /Ow ﬂ:i-—ttQ) = arctan(x) — arctan(0) = arctan(z)

ist (vgl. Bemerkung V.4.16(5)). u
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VI1.3. Integrale und Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt stellen wir uns die Frage, inwieweit das Integrieren und
das Ableiten mit der Konvergenz von Funktionenfolgen vertraglich ist. Fir die
Integration ist das recht unproblematisch: gleichméaflige Konvergenz reicht hier
aus, um Grenziibergang und Integration zu vertauschen. Bei der Differentiation
ist es etwas subtiler, denn hier wird man fordern, dass die Folge der Ableitungen
gleichmafig konvergiert und der Tatsache Rechnung tragen, dass eine Funktion
nicht eindeutig durch ihre Ableitung bestimmt ist.

Um unsere Intuition zu scharfen, betrachten wir zuerst einige Beispiele.

Beispiel VI.3.1. Wir betrachten wieder die Funktionenfolge

n’x,

fn:[0,1] = R, fo(z) =< 2n —n’z,
07

<
<

8 3= D
VoA IA
SIMSIH

x
x
2
-

Wir wollen diese Funktionen integrieren.

1 o 2 27w
/ fn:/ n’x dx+/ n?(2 —z) dv = n? | 4w [-1(2 — 2)?]
0 0 1 " 2], n
n2L+n2L—1 fir alle n € N
2n2 omn2 '

Andererseits ist lim,,_,o fn(z) = 0 fiir alle z € [0,1] (vgl. Beispiel IV.2.2). Im
allgemeinen ist also
/ lim f, # lim /fn [

| VERTAUSCHEN VON GRENZUBERGANG UND INTEGRAL |

3|3

Satz V1.3.2. Konwvergiert die Funktionenfolge (fn)nen, fn:|a,b] — R gleich-
mapig gegen f :[a,b] — R und sind alle Folgenglieder f, integrabel, so ist auch
f integrabel und

b b
/ f = lim I
Beweis. Sei € > 0 und
[ frn = fll{ap) = SUPu<p<p [fn(x) — f2)] <€

fir n > N. (gleichméBige Konvergenz). Da f,, integrabel ist, existieren v, ¢, €
T mit ¢, < f, <1, und f; Yy — @n < €. Dann ist auch

on—€e< fp—el f<fntelY, +e.
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Weiter gilt
b b
[ @nte) = (-0 =2elb-a)+ [ (o —pu) S2:(0- ) 42,

Da ¢ > 0 beliebig war, ist daher f € R%. Aus ||fn — fl|ja5 < € folgt weiter mit

Satz VI.1.12:
b b
/ f_/ fn

Hieraus schlieSen wir lim,, oo f; fn = ff f. n

b
< [ 1= nl<=b-a

| VERTAUSCHEN VON GRENZUBERGANG UND ABLEITUNG |

Satz VI.3.3. Sei D C R ein Intervall und f,:D — R, n € N, eine Folge
stetig differenzierbarer Funktionen.

(1) Fir einen Punkt p € D sei die Folge (fn(p))nGN
(2) die Folge (f])nen sei gleichmdfig konvergent.

konvergent und

Dann konvergiert die Folge (f,)nen punktweise gegen eine stetig differenzierbare
Funktion f:D — R, und es gilt

f=(lim f,)" = lim f.

n—oo

Beweis. Fir z € D gilt erhalten wir aus dem Hauptsatz f,(z) = f.(p) +
fpm fh(t) dt. Also existiert

xT

f(a) = lim fu(p)+ lim [ f(t) dt = f(p) + / m( lim f})(¢) dt

n—oo p n—oo

nach Satz VI.3.2. Daher existiert f := lim,,_,o f, punktweise. Da lim, . f},
nach Satz IV.2.12 stetig ist, ist f nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung differenzierbar mit Ableitung f' = lim,, o f/ . ]

Bemerkung VI.3.4. (a) Die Funktionenfolge (f,)nen aus Satz VI.3.3 kon-
vergiert auf jedem Intervall der Gestalt [a,b] C D gleichméfig, denn fiir jedes
x € [a,b] gilt

(@) — fulo)
SU@—%@WH/ftﬁuémm—h@HMHMWf—ﬁh

< |f(p) = fulp)| + max(|b — pl, la — pl) - | = fllp-

(b) Die Voraussetzung des Satzes sind nicht iiberfliissig, denn die Folge f,(z) :=
1 sin(nz) konvergiert auf D = R gleichmiBig gegen 0, aber die Folge f/(z) =

cos(nx) der Ableitungen nicht. Es ist also

(lim f,)" =0# lim f,. .
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Ableitung und Integration von Potenzreihen

Ist Y 0° jan(x —p)™ eine reelle Potenzreihe, so heifit die Reihe

n+1

e e S @l D)
nZ:;)na(x p) ZW Z o

n=0
ihre formale Ableitung bzw. ihr formales Integral.
Satz VI.3.5. (a) Die formale Ableitung und das formale Integral einer Potenz-

rethe haben den gleichen Konvergenzradius R wie die Reihe selbst.

(b) Ist

f@) =3 anlw—p)*  fir lz—p| <R,
k=0

soist f:]p—R,p+ R[ — R differenzierbar mit
Fl@) =) k-ax(x—p)h
k=0

ferner ist
k+1

F(z) = kz_o ak(i;;pf

auf |p— R,p+ R|[ eine Stammfunktion von f.

Beweis. Nach der Formel von Hadamard ist

1

R=— .
lim 00 ¥/ |an|

Fiir x # p haben wir

S —p)" = -p) Y anle —p)" = (= p) 3 aniale—p)"

Also haben die Reihen > 7 ja,(z —p)™ und Y o2 ant+1(z —p)™ den gleichen
Konvergenzradius und die Hadamardsche Formel liefert

1 1 1

R Ei— = — = = —
lim n— o0 n\/ |an—|—1| lim n— 00 n\/ |an—|—2| lim n— 00 n\/ |an—|—k|

fur all k¥ € N. Da wir aus Lemma I11.4.10 die Grenzwerte

lim Yn=1= lim Vn+1

n—oo n—oo
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kennen, erhalten wir

— _ 1
limnﬁoo Nn - |an| = lim {L/ﬁ . hmn—»oo L/ |an| = — = hmnﬂoo I M
n—00 R

n—+1

Aus obigen Voriiberlegungen schlieen wir nun, dass die formale Ableitung und
das formale Integral beide den Konvergenzradius R besitzen.

Ist 7 < R, so konvergiert die Reihe Y ;- ax(x — p)* gleichmaBig fiir
|z — p| <r (Satz IV.2.17). Nach Satz VI.3.2 gilt also fiir |z — p| < R:

/:f(t)dt:/pxiak(t—p)kdt:ki:o/:ak(t_p)kdt

k—|—1
ak r—p
= = F(x).
Z k+1 (il?)

Damit ist das formale Integral F' eine Stammfunktion von f auf |p— R,p+ R[.
Ist g(z) :=> o yn-ay(z—p)"~! die Funktion auf |p— R,p+ R, die wir durch
die Konvergenz der formalen Ableitung der Potenzreihe von f erhalten, so folgt
wie oben, dass f eine Stammfunktion von ¢ ist, d.h. f' =g. |

Folgerung: Wird die Funktion f auf dem Intervall |p — R,p + R[ durch eine
konvergente Potenzreihe dargestellt, so ist sie dort beliebig oft differenzierbar. m

Bemerkung VI.3.6. (1) Fiir |z| <1 gilt

1 [e.e]
arctan’(x) = ke g (=)™ 2",
n=0

Nach Satz VI.3.5 erhalten wir fiir |z| < 1 die Reihenentwicklung der Arcustan-

gensfunktion
vodt ZOO (=1)" 2nt1
arctan(:l:) = /0 1 T t2 = Z m.ﬁlﬁ .

Nach dem Leibnizkriterium ist die Reihe >~ 7 (Zn ) konvergent. Mit dem Abel-

schen Grenzwertsatz (den wir nicht behandelt haben) kann man sogar zeigen,
dass

T arctan(l) = hm arctan(z

,’E—>

(2) Fir |z| <1 ist

1 oo
log'(1+ z) = e > (=1
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Analog zu (1) folgt fur |z| < 1:

0 1) > —1)n+1
log(l+z) = Z <n+)1 "t = Z %x”

n=0 n=1

Insbesondere erhalten wir mit dem Leibnizkriterium und dem Abelschen Grenz-
wertsatz die Beziehung

oo
(=1)n+1 1 1 1
og nz_:l n +

Anhang: Der Abelsche Grenzwertsatz

Um die Stetigkeitseigenschaften von Funktionen zu verstehen, die auf einem
reellen Intervall durch eine konvergente Potenzreihe beschrieben werden, ist der
Abelsche Grenzwertsatz das zentrale Hilfsmittel, denn er ermoglicht uns, Aus-
sagen lber die Stetigkeit am Rande des Konvergenzintervalls zu machen.

Ist f: D—R,f(z)=33",ar(z—p)* durch eine auf D konvergente reelle
Potenzreihe gegeben und R ihr Konvergenzradius, so konvergiert die Reihe auf
jedem Intervall der Form [p—r,p+7r], r < R, gleichméafig (Satz IV.2.15). Daher
ist die Grenzfunktion f|,—r+r[ auf |p — R,p + R[ stetig (Satz IV.2.12). Wir
wollen nun zeigen, dass die Konvergenz in den Randpunkten auch die Stetigkeit
von f in diesen Punkten zur Folge hat.

Ist (An)nen, eine Folge, so bilden wir die zugehorige Differenzenfolge:
AAO = A(), AAn = An - An—l fir n 2 1.
Dann ist A, =Y ,_, AAy.

Lemma VI.3.7. Seien (An)nen, und (Bp)nen, Folgen komplexer Zahlen,
wobet wir A_1 = B_{ setzen.

(a) Produktregel:

A(AB)k = AAy - By + Ar_1 - ABy  fiir alle k € Ny.

(b) Partielle Summation:

n

> (AAW)By = AyB, — > Ar_1(ABy)  fiir alle k € Ny,
k=0 k=1

Beweis. Zu (a) rechnen wir

A(AB) = Ay By, — Agy_1By—1 = (A — Ax—1)Br + Ax_1(Br — Bi—_1)
= (AAy)By + Ax—1(ABy)
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und zu (b)
Z(AAk’)Bk —+ Z Ak_l(ABk) = Z(AAIC)B]C -+ Ak_1<ABk)
k=0 k=1 k=0
=> A(A-B) = A, B,.
k=0

Satz VI.3.8. Konvergiert eine reelle Potenzreihe Y oo ci(z — p)* auf dem
abgeschlossenen Intervall [p,b], so konvergiert sie dort gleichmdflig. Insbesondere
stellt eine Potenzreihe auf ihrem reellen Konvergenzbereich eine (auch in den
Randpunkten) stetige Funktion dar.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. b > p annehmen. Durch Anwenden der Transfor-
mation z — 7%= +p geht die Potenzreihe > o ck(@—p)* iiber in die Potenzreieh
Soreo (bf—’;)kxk, die fiir alle z € [0,1] konvergiert. Wir diirfen daher o0.B.d.A.
p=0 und b =1 annehmen.

Unsere Voraussetzung besagt nun, dass die Reihe ZZO:() ¢ konvergiert und
wir wollen hieraus auf die gleichméaflige Konvergenz der Reihe ;. fr mit
fr(z) = ara® auf dem Intervall [0, 1] schliefen.

Sei £ > 0. Wenden wir das Cauchykriterium fir Reihen auf Y .-, cx an,
finden wir ein N € N mit [, _ cx| <e fur alle N <m < n. Wir wenden nun
partielle Summation an mit

A, = Z ¢, und B, =2a"
k=m

(beachte, dass A,, = 0 fiir n < m gilt). Wir erhalten wegen Lemma VI1.3.7 daher

Z Cl * .Ik = Z(AAk)Bk = An . Bn — ZAk—l(ABk)
k=m k=0 k=0
= A, B, — ZAk,l(xk — k)

k=0
=A, 2" —(z—-1) ZAk,l bl
k=1

Nach der Wahl von m gilt |A,| = [>°F_,, k| < e fur alle n > m, und damit
folgt fur alle z € [0, 1]:

<e+(1—2x) -EZa:k_l =ec+e-(1—2") <2
k=1
das heifit, |>,_,, cxx®| < 2¢ fiir alle n > m und z € [0,1], d.h.
| fon 4 oot falloy <26 fir N <m<n.
Nach dem Cauchykriterium fiir Funktionenfolgen (Satz IV.2.10) ist die Reihe

> reo fr daher auf [0,1] gleichméBig konvergent. Die Stetigkeit der Grenzfunk-
tion f folgt aus Satz 1V.2.12. [ ]

Apz™ + (1 —x) Z Ap_ 12kt
k=1




VII.1. Taylorentwicklung 145

VII. Taylorreihen

In diesem Kapitel werden wir eine Methode kennenlernen, differenzierbare Funk-
tionen lokal durch Polynome zu approximieren. Im gleichen Sinne wie die Dif-
ferenzierbarkeit einer Funktion es erlaubt, sie lokal durch eine affine Funktion
anzunahern, werden wir sehen, dass die n-malige Differenzierbarkeit die lokale
Approximierbarkeit durch Polynome n-ten Grades liefert. Die Methoden dieses
Abschnitts sind eine zentrale Grundlage fiir viele Anwendungen der Analysis,
da sie es erlauben, mit Naherungen zu rechnen, wenn die exakten Formeln zu
kompliziert werden.

In diesem Abschnitt steht D immer fiir ein Intervall in R, das mindestens
zwei Punkte enthalt.

VII.1. Taylorentwicklung

Um die Grundidee der Taylorentwicklung zu verstehen, betrachten wir zunéchst
eine Polynomfunktion f(z) = >} _,ar(z—p)* auf R. Durch m-faches Ableiten
erhalten wir

@) = ak-k(k—1) (k=2 (k—m+1)- (z—p)"™
k=0
S a(E)mt o

Insbesondere ist f"(p) = a,, - m!. Daher ist

= f¥(p)
!

(z —p)*.

(1.1) fz) =

k=0

Diese Formel zeigt insbesondere, dass jedes Polynom vom Grade < n eindeutig
durch seine Ableitungen bis zur Ordnung n im Punkte p bestimmt ist.

Beachte: Dass wir das Polynom f direkt in der Gestalt f(z) =Y, _, ax(z—p)*
geschrieben haben, stellt keine Einschréinkung der Allgemeinheit dar. Denn ist
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zunichst f(z) = ,_,bpz”, so erhalten wir

R ACEF RIS 35 ol (4 [CE I
k=0 k=0

j=0
= ; (é bk (];)p’“—j) (z —p).

Jedes Polynom in zx lasst sich also auch als Polynom in x — p schreiben. ]

In diesem Abschnitt werden wir uns mit dem Problem beschéftigen, zu
einer n-mal differenzierbaren Funktion f : D — R ein Polynom vom Grade n
zu finden, das sich in einem Punkt p € D moglichst gut an f anschmiegt. Die
Formel (1.1) zeigt uns, wie wir das zu tun haben.

Definition VII.1.1. Sei f : D — R eine n-mal differenzierbare Funktion
und p € D. Dann heifit

" flkl
(=3 TP

das n-te Taylorpolynom von f bei p. Ist f in einer Umgebung von p beliebig oft
differenzierbar, so heifit die Potenzreihe

> £lK]
1o =y TP

k=0

die Taylorreihe von f bei p. [ ]

Bemerkung VII.1.2. Das n-te Taylorpolynom T](f) ist das eindeutig
bestimmte Polynom vom Grad < n mit

()M 0) = fH(p) fir k=0,...,n.

Dies bedeutet, dass die Ableitungen bis zur Ordnung n des Restgliedes

in p verschwinden. Fir n =1 ist

Ty(f) (@ —p) = f(p) +(x—p)- f'(p)

diejenige affine Funktion, die sich in p am besten an f in dem Sinne anschmiegt,
dass sie in p den gleichen Wert und die gleichen Ableitungen bis zur Ordnung n
besitzt. -
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Definition VIL.1.3.  r,(z) := f(x) — T(f)(z — p) heifit das n-te Restglied

von f bei p. Beachte, dass fiir £ =0,...,n die Beziehung ri (p) =0 gilt. |

| SATZ VON TAYLOR—TAYLORFORMEL |

Satz VII.1.4. Seien n € Ny und f eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion f: D — R sowie p,x € D. Dann gilt

fl@) =T (f)(x—p)+ra(x) mit ry(x)= %/x(g: — )" f[n+1](t) dt.

Beweis. Es ist nur die Integraldarstellung des Restglieds r,(x) zu beweisen.
Zuniichst ist " (p) = 0 fiir k=0,...,n, und wegen (T;?)[mrl] =0 ist vt =
f [n+1]  'Wir berechnen das Integral durch partielle Integration:

/x(x — ) () gt = /w(x — el () gt
- [(m — )" - rlnl (t)]; + /x n(z — )" P (1) dt.

Ist n >0, s0ist (z —x)" =0 und r,{;n}(p) =0, also

/ (= )"t (1) dt = n / (z — )"~ L) (1) dt.
P p
Induktiv erhalten wir:
/ (x—t)" - rPH () at = n!/ r(t) dt = nl(ry(z) — ro(p)) = nlry(z). =
P P
Bemerkung VII.1.5. Fiir n =0 liefert der Taylorsche Satz VII.1.4
f0) = 1)+ [ 1
p

was wir schon aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kennen.
]

Die einfachste Darstellung des Restglieds ist die folgende. Sie ist fiir viele
Abschatzungen sehr wichtig.
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| RESTGLIEDDARSTELLUNG NACH LAGRANGE |

Satz VII.1.6. Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen aus VII.1.4 ex-
istiert ein € zwischen x und p mit

x — p)ntt
((n f)l)' f[n+1](£)

ro(x) =

Beweis. Sei zunichst p < x. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
VI.1.14 existiert ein £ € [p, x] mit

i) =y [ @ o= [ e

"l
>0

n—+1

_ pln+1] . (ilf—p)

Fir z < p ist (t — )™ > 0 und somit der Mittelwertsatz der Integralrechnung
auch anwendbar. ]

Beachte: Das Lagrange-Restglied hat dieselbe Gestalt wie alle anderen Glieder
des Taylorpolynoms, nur dass f[*1 nicht an p sondern in ¢ ausgewertet wird.

Bemerkung VII.1.7. Unter den Voraussetzungen von Satz VII.1.4 folgt
direkt aus Satz VIL.1.6 wegen der Stetigkeit von f(**1 in p:

ro(z)  fIrT(p)
wop (@ —p) . ()

Die Abbildung

- TSZLH, falls  # p
Y(z) = f[n-l—l] (p)
CESNE falls . = p

fl@) =Ty (f) (@ —p) + (z = p)" (x).

Beachte, dass dies fiir n = 1 analog zur Definition der Differenzierbarkeit ist
(vgl. Lemma V.1.5). u

Der folgende Satz ist eine Verschéirfung der Restglieddarstellung von La-
grange, denn hier wird f[»+1 nicht als stetig vorausgesetzt und 6, liegt im
offenen Intervall ]0,1][.
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Satz VII.1.8. (Verschirfte Restglieddarstellung von Lagrange) Die Funktion f
sei im Intervall [p, p+ x| mindestens (n+ 1)-mal differenzierbar. Dann existiert
ein 0, € 10,1 mit

f[n—i—l] (p + 0, - CL‘) xn-i-l

fp+2) = T (1)) + T 2,

Beweis. Wir wenden den allgemeinen Mittelwertsatz (Satz V.3.1) mit

r(z) = fp+2) -T)(f)(x) und g(z)= i
an. Wir erhalten hiermit induktiv
T(.CE) _ 7’/(911’) o 7“”(01921[})
2"t (n+1)(612)"  (n+ 1)n(6162z)" 1

r (0 0y ax) P (p+ 6, - 2)
(n+1)! N (n+1)!

mit@wzzel---QnHe]O,l[. [ |

Beispiel VII.1.9. Die Taylorentwicklung kann man insbesondere zur effizien-
ten Berechnung von Grenzwerten verwenden. Wir diskutieren hierzu ein Beispiel.
Gesucht sei lim,_.g 1*;%

Setze f(z):=1—cosz. Dann ist f(0) =0 = f'(0) und f”(0) =cos0=1.
Es folgt f(z) = 1 — cosz = 32? + 23 - ¢(x) mit einer stetigen Funktion
(Folgerung VII.1.7). Also ist

i &)

r—0 :L‘Q

1 ) 1 1
—§+i1£%):1:¢(:1;)—§+0~w(0)—§ n

Das Konvergenzverhalten von Taylorreihen ist in der Regel sehr schlecht.
Ist f in einer Umgebung von p beliebig oft differenzierbar, so muf} die Taylorreihe

k

> rlkl
T Ne—p =3 W
k=0

p)

trotzdem nicht konvergieren. Und wenn sie konvergiert, so muf§ sie nicht gegen
f(z) konvergieren! Man betrachte hierzu die Taylorreihe 75°(f) der Funktion
f € C*°(R) aus Bemerkung V.2.10. In diesem Fall verschwindet die Taylorreihe,
aber trotzdem ist f(z) > 0 fiir alle x > 0. Der folgende Satz von Borel zeigt
sogar, dass jede Folge als Koeffizientenfolge einer Taylorreihe auftreten kann.

Satz von Borel: Fir jede Folge reeller Zahlen (ayn)nen existiert eine Funktion
f e C®(R) mit fl"(0)=nla, fir alle n € N. [

Fiir den Beweis verweisen wir auf Satz 4.5 in Th. Brocker’s ,, Analysis 1.
Der folgende Satz zeigt wenigstens, dass Funktionen, die durch konvergente
Potenzreihen dargestellt werden, mit ihrer Taylorreihe iibereinstimmen.
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Satz VII.1.10. Ist f in einer Umgebung von p durch eine konvergente Potenz-
rethe dargestellt, so stimmt diese mit der Taylorreihe von f in p dberein.

Beweis. Ist f(z) =Y o, ax(z —p)* fiir |z —p| <r, so ist gemiB Satz VI.3.5:
i) = ak k- (k=1)---(k—n+1)-(z—p)* ",
k=n

also f"(p) = nla, und somit a,, = —f“:!(p), -

Satz VII.1.11. Sei f auf D beliebig oft differenzierbar und M > 0 mit
sup,ep |f"(x)) < M fir alle n€N.

Dann gilt

flx) =T°(f)(z —p)
fur alle x € D, d.h., die Funktion f wird durch ihre Taylorreihe dargestellt.
Beweis. Mit Satz VII.1.6 erhalten wir

@ —p™tt lz — p|™t!
(z)| = ZTPLyen <y TP,
(@)l = "0 Ol = CES
da ele=Pl =57 L]z — p|™ konvergiert. Also gilt
f(x) = lim T(f)(z —p) =T,°(f)(x —p). m

Beispiel VII.1.12. (1) Fir f(x) = cos(z) gilt
finl@) = cosz,  fUntU(z) = —sinz

und
Uty = —cosz und  fIH3(2) = sin.

Die Voraussetzungen von Satz VII.1.11 sind also erfiillt, und wir haben fiir alle
r e R:

S eos0)  _ § sy S 1)

o cos n cos n "

cosx = Ty (cos)(z) = = T;ﬂ = 2,
n=0 ) n=0 ) n=0

(2) Analog deutet man die Reihenentwicklung der Sinusfunktion:

0o ( 1)n

np=3 A e

SINT = (2n+1)'$ . ]
n=0

Satz VII.1.13. (Die binomische Reihe) Fir |z| <1 und o € R gilt

(1+2)° :i (z)xk mit (Z) - O‘(a_l)"l'd(o‘_kﬂ).

k=0
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a a—k a—k

Beweis. Fir a; := (k):vk ist ax41 = $=zar. Wegen ‘k—Hx’ —

k+1

VI.3.5), also gilt

0w =0y (§ et

151

|z| folgt die

Konvergenz der Reihe fiir |z| < 1 aus dem Quotientenkriterium. Wir setzen
f(@) == >0, (§)a* fir |#) < 1. Dann ist f gliedweise differenzierbar (Satz

—1)!
— (k—1)!
- N fa—1 k1
—oz(l—i—x)z (k—l)
k=1
Zfa—1\ . = (a-— k
k=0 k=1
(2 ()6
k=1
=« 1—|—Z(Z)xk> =a- f(x).
k=1
Wir erhalten (1 + ) - f'(z) = a- f(z). Weiter ist f(0) =1 = (14 0)*. Fir
g(x) = % gilt daher ¢(0) =1 und
g0 = L@ F2) —all+ 2)* " f ()
(14 z)2
_af@(+a)* ! —af(@)1+a)*t
B (1+x)2e o
Die differenzierbare Funktion g ist also auf dem Intervall D =]—1, 1] konstant 1.
Daher gilt f(x) = (1+z)* fir |z < 1. u

Beachte: Ist o € Ny, so ist (1 + z)® ein Polynom. Die Reihe bricht nach dem
(o + 1)-ten Glied ab, da (¢) =0 fiir k > « gilt. Spezialflle sind:

1 — (-1 =
. =(1+4z)t= ( >x":Z(—l)"$":1—:L’+x2—:c3—|—...

n=0

I T (‘2)1-" =S (1) 1)

n=0

1 .3.
2" 794" T 46" " 2.4.6-8"

5

4.

°



152 VII. Taylorreihen 5. Oktober 2006

denn
1N Loy (L_p n— 3Y(n_5)...3.1.1
<2):2 (z -1 n!(z +1):(_1)n—1( 5)( an) 2°2°3
_ (_1)71_12%(271—3)(27;!— 5)---3-1

(2n—3)(2n—5)---3-1
(2n)(2n —2)(2n—4)---2

= (-1

Man erhalt aus der obigen Diskussion eine brauchbare Naherungsformel fiir
die Wurzelfunktion:

Vi+r~1+ g fur ,, kleine® x.

Insbesondere in der Speziellen Relativitatstheorie werden oft Naherungen

des Typs
2\ 3 1 v?
1 —> O
( c? * 2 c2

verwendet.

Beispiel VII.1.14. Fiir die Funktion arcsin : [-1,1] — [~F, 7] erhalten wir
fir |z| < 1:

arcsin’ (z) = \/ﬁ —(1—a?) % = f: (—n%) (—1)ran — i (n; %)xQn'

n=0 n=0

Wegen arcsin(0) = 0 erhalten wir aus Satz VI.3.2 damit die Entwicklung

arcsinx = i "o % ;x%“
n 2n +1 '

n=0
Und wegen
n—3\ 1 :(n—%)(n—%)H'% 1 (2n-1)(2n-3)---3-1
n J2n+1 nn—1)---2-1 2n+1 (2n+1)2n)(2n—-2)---4-2
ist
. 1 4 1-3 & 1-3-5 -
arcsimnx = x + x° + x° + + - [ |

2.3 2.4-5 2.4.6-70
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VII.2. Rechnen mit Taylorreihen

Fiir eine Funktion f: D — R mit 0 € D, die im Nullpunkt mindestens n-mal
differenzierbar ist, setzen wir T (f) := T§(f) (das n-te Taylorpolynom in 0).
Ist f beliebig oft differenzierbar, so setzen wir T'(f) := T5°(f).

| DIE ALLGEMEINE PRODUKTREGEL/LEIBNIZFORMEL |

Satz VII.2.1. Sind f und g beide n-mal differenzierbare Funktionen auf D C

R, so gilt
n n -
oof =3 (1) .o
k=0

Beweis. Ubung. [ ]

Satz VII.2.2. Sind f und g im Nullpunkt mindestens n-mal differenzierbar,
so gelten

(1) T"(f+9)=T"(f) +T"(g) und
(2) T"(f - 9) =T (T"(f) - T"(g))-
Beweis. (1) Dies folgt sofort aus (f+g¢)*(0) = f*(0)+g¢*1(0) fiir 0 <k < n.
(2) Es gilt

" (f)(x) T"(g)(x)
:Zf[k xkig 7

k=0 1=0
2n
f Ql](o) k+1
B Z ! I T Z
k+Ii<n m=n-+1
N——

Terme hoherer Ordnung

(G @) 5

———
Terme hoherer Ordnung

Mit der allgemeinen Produktregel (Satz VII.2.1) erhalten wir also

I T ) @) = Y

m=0

(f -l (0) - 2™ =T"(f - g) (). m

Anschaulich bedeutet Teil (2) des vorigen Satzes, dass man das Taylor-
polynom von f - g erhélt, indem man die Taylorpolynome 7" (f) und T7"(g)
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multipliziert und anschlielend alle Terme der Ordnung > n + 1 weglasst: Fiir

T (£)(@) = Yo /M ()2 und T3(g)(2) = 35— g™ (p)2"

Beispiel VII.2.3. (a) Gesucht ist die Taylorreihe von

log(1 + z)
—_—
1+

in p=0. Fiir |z| <1 haben wir schon gesehen, dass

log(1 + x) Z und

oo
Z * (geometrische Reihe)
k=1 k=0

gilt, wobei die Reihen absolut konvergieren. Wegen Satz VII.2.1 und der abso-
luten Konvergenz der Reihen, diirfen wir die Taylorreihe des Produktes mit der
Cauchy-Produktformel berechnen und erhalten daher

n

o x ktl >
1 gl :—‘; g <¥ 1 (_l)n—k> - 7;)(_1)n+1 <Z %) e

k=0

(b) Hat die Funktion f(x) := (1 + z — cosz) ein Extremum am Nullpunkt?
Hierzu berechnen wir das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f.

Fir g(z) = 1+ — cosz ist To(g)(z) = 1+ 2 — Y 1oy ((2]3, 2?* | also

T3 (g)(x) = o+ %2 Ferner ist T (h)(z) = z fiir h(z) = x. Durch Zusammenset-
zen erhalt man

T3 (f)(x) =T (g - h)(w) = T (T5(g) - Tg (b)) (z) = a7,

da (x + x—;)x = 22 + 732—3 Man erkennt also, dass f(0) = 0 = f/(0) und
f"(0) =2 > 0 ist, so dass f im Nullpunkt ein isoliertes Minimum besitzt. |

Beispiel VII.2.4. (Methode der unbestimmten Koeffizienten) Geniigt eine
Funktion f einer Gleichung oder einer Differentialgleichung (dies ist eine Glei-
chung, in der auch Ableitungen von f vorkommen), so kann man f als Potenzrei-
he >°° ;a,z™ ansetzen und bestimmt hieraus die Koeffizienten a,, , soweit dies
moglich ist. Danach bestimmt man den Konvergenzbereich der so erhaltenen
Potenzreihe.

(a) Gesucht ist die Taylorentwicklung des Tangens im Nullpunkt. Wir
haben die Differentialgleichung tan’ = 1 + tan?; ferner wissen wir tan(0) = 0.
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Wir machen nun den Ansatz f(z) =Y .~ a,z™ mit f(0) =0 und f' =1+ f2.
Aus f(0) = 0 erhalten wir ag = 0. Durch gliedweises Ableiten erhalten wir
weiter

f/( . S n—1 __ - 1 n
x)—Zn-an-m —Z(n—i— Yant1x™.
n=1 n=0

Die rechte Seite der Differentialgleichung f’ = 1 + f2 liefert

L+ f(x)> =1+ Z <Zak . an_k> .
n=0 \k=0

Falls f der Differentialgleichung geniigt, miissen diese beiden Reihen iiberein-
stimmen, weswegen wir einen Koeffizientenvergleich fiir die a,, anstellen konnen.
Wir erhalten fir n = 0 die Beziechung a; = 1+ a3 = 1 und ferner eine
Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten mit hoherem Index:

—1
15 .
Gpi1 = 1 ;—1 ar * Qpn_p furn > 1.

Die sechs ersten Koeffizienten errechnen sich mit Hilfe dieser Rekursionsgleichung
zZu

1 1 9 1
ap=0, ar=1, as= 5(&0&1 +ajag) =0, az= g(aoaz +ai + azap) = 3

2
Ay = 0, as = —(a1a3 + agal) = —.
b 15

Wir stellen nun zwei Behauptungen auf.
(1) Es gilt ag, =0 fiir alle n € N.

Dies zeigt man durch Induktion: Wir wissen schon, dass ap = 0 ist. Fir

n > 0 ist
2n

1
Ao2n4+2 = E ag - A2n+1—k-
k_

2n+ 2

Ist in dieser Summe der Index k£ ungerade, so ist 2n+1—k gerade und umgekehrt.
Damit ist die ganze Summe 0, da nach der Induktionsannahme as; = 0 fiir alle
k=0,...,n—1 gilt.

(2) Fir alle n € N gilt 0 < a, <1.

Aus der Rekursionsformel folgt sofort 0 < a, fiir alle n; speziell ist
0<ap<1.Istnun 0 <ar <1 fir k=0,...,n, so folgt auch

1 n—1 1 n—1 n
= — e < 1= <1.
An+1 n+1];)akan k_n—i—lI;) TL—|—1_

Damit ist insbesondere auch lim ,,_, o ¥/ |an| < 1 und somit der Konvergenzradius
der Reihe > 1. Wir erhalten also eine Funktion f:]—1,1[ — R durch f(z) =
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> ore g anx™. GemiB unserer Konstruktion ist f(0) =0 und f/ =1+ f? >
(Satz VI.3.2). Damit ist f streng monoton wachsend, also f : ] — 1,1]
f(]=1,1]) umkehrbar mit differenzierbarer Umkehrfunktion f~1: f(]—1,1[)
| —1,1], und es gilt

1 1 1

U&= 5wy ST @P T Tre

Wegen f~1(0) = 0 ist damit f~(z) = [ %, = arctanz und folglich f(x) =

—Jo 142 T
tanz fiir |z| < 1. Wir haben also gesehen, dass sich die Tangensfunktion auf
dem Intervall | — 1, 1] durch eine Potenzreihe

[ee)
tanx = E anx"
n=1

darstellen lasst. Die Koeffizienten erhalt man aus der obigen Rekursionsformel.
(b) Wir betrachten die Funktion

e®—1
f:R_”R’xH{ =1 falls 2 #0

1, sonst.

Fiir x # 0 ist also

-1 131l , =1 ., = "
o) = = =l T = L
n=1 n=1 n=0
und ebense f(0) = % = 1. Also ist f auf ganz R durch eien konvergente

Potenzreihe darstellbar und daher beliebig oft differenzierbar (Satz VI.3.2).
Fiir alle z € R ist f(z) # 0, und folglich ist

, sonst

=L fallsxz #0
Q(IL’)::—:{f—l 7

eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Wir setzen nun fiir die Funktion g
wie oben eine Potenzreihe an:

To(g)(x) = 3 2.
n=0

Die Koeffizienten 3, = g[™(0) heien Bernoulli-Zahlen.
Die Gleichung g(z) f(z) = 1 liefert g(x)(e*—1) = z, also Tp(g)-Tp(e*—1) =

x, das heif3t
’f@ 1 (1, n=1
k! (n—k)! |0, sonst.
k=0
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Somit ergibt sich By = ¢(0) = 1. Fir n > 2 erhélt man aus der Summe eine
Rekursionsgleichung fiir 5,,_1:

n—2 1
Bor=—(n—1)Y %m

k=0

Damit konnen wir weitere Bernoulli-Zahlen berechnen:

Bo 1 1 1 1 1 1 1 1
& 2 3 2 31 2.9 6 4 2 3 6

und 11 1 1 1 1 1
=4l = - S e
& (a 2-4V+6-2nn) (5 2*’3) 30

Fiir alle £ € N gilt Bo1+1 = 0: Hierzu betrachten wir die um (i modifizierte
Funktion g¢.

1. 1

g(.T)—f—ix—em 1+§ - et — 1
_xex—}—l_xe%(ez +e~2) xcosh(F)
2e"—1 2e3(e? —e3) 2sinh(%)

Hierbei sind die Funktionen sinh und cosh jeweils definiert durch

cosh(z) = % und  sinh(z) = S

Wir schlielen hieraus, dass g(z) + %x eine gerade Funktion ist. Also gilt
g[%*’l} (0) = Pogp+1 =0 fir alle k€ Np. ]

Bemerkung VII.2.6. Es gilt

0 22n (22n .

1
tanz = )(—1)"+1ﬁgnx2"_1 fir |x| < g

(2n)!

n=1
Die Bernoullizahlen liefern also auch die Entwicklung der Tangensfunktion (sogar
fiir [z] < 3). n

Wir wenden uns nun einer Verallgemeinerung der Kettenregel zu. Die Ket-
tenregel macht eine Aussage tiber die Ableitung einer Komposition von Funktio-
nen:

/
(gof) =(g"of)-f
Die Ableitung einer Funktion bekommt man aus ihrem Taylorpolynom erster
Ordnung. Man kann die Kettenregel wie folgt mit Taylorpolynomen schreiben:

Ty(g0f) = Ti(9) - T, (f).

Diese Regel lasst sich verallgemeinern.
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| ALLGEMEINE KETTENREGEL |

Satz VII.2.7. Gegeben seien n-mal differenzierbare Funktionen
f:D—-BCR, ¢g:B—R
und ein Punkt p € D mit f(p) = q. Dann gilt
T3 (go f) = T3 (T3 (9) o (T, (f) — 0))-

Beweis. Ersetzen wir f durch z — f(p+z) —q und g durch = — g(z + q),
so diirfen wir p = ¢ = 0 annehmen. Fiir den Spezialfall, dass g(y) = >, apy’
eine Polynomfunktion vom Grad < n ist, liefert Satz VII.2.2(2)

I (go f Zae To'( fe Za’] Ty To K)ZT(? (Zae'Tg(f)£>
=0
:To (90T0 (f)):To (To (Q)OTO (f)),

da g = T{'(g)) ist. Fiir eine allgemeine Funktion g setzen wir g := g — T{'(g).
Dann ist T{'(g) eine Polynomfunktion vom Grad < n, und wir erhalten

T3 (go f) = T5'(T5'(9) o f) + T (g 0 f) = T5' (T3 (9) 0 T5'(f)) + T5'(G 0 f)-

Wir behaupten nun, dass T{'(g o f) = 0 ist. Dies zeigen wir, indem wir durch
Induktion nach k nachweisen, dass aus AVI(0) = 0 fiir j = 0,1,...,k < n die
Beziehung T¢(h o f) = 0 folgt. Diese Aussage kénnen wir dann auf h = g
anwenden.

(A) Fiir k=0 ist T9(ho £)(0) = h(f(0)) = h(0) = 0.

(S) k — k+1: Fir k <n haben wir
(k]

(ho f)[k+1](0) = ((ho Y0y = (W o f)- f) [k:](o)

k
Z (:L) (h/ of) [m](o) _f[k+1fm](0),

m=0
=0

denn wir konnen die Induktionsvoraussetzung auf die Funktion A’ anwenden,
deren Ableitungen bis zur Ordnung £ in 0 verschwindet. Damit ist

(ho £)*(0) = 0.

Die Induktion zeigt jetzt, dass (hOf)[k]( 0) =0 fir alle £ =0,...,n gilt, folglich
T3 (ho f) = 0. Wir haben also

Tg'(go f) =T (15 (9) o T5'(£))

gezeigt. [ ]
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Beispiel VII.2.8. Wie berechnet man die dritte Ableitung von go f? Man

schreibt T;)(9)(y) = ao + a1y + azy® + asy®, wobei a; = g[jj].!(Q) ist, und
(7]
ij’(f)(x) —q=0bix+byx® +bgz® mit b = / '(p)
]

Die gerade bewiesene Aussage entspricht dann
Ti(go f) =T5 (T3(9) o (T, (f) — )
Den Term dritter Ordnung erhilt man durch Einsetzen:

"
aibs + 2a2b1bs + agbi’ = (go];#.
Die allgemeine Formel lautet:

3

(go N () =g (@) f" (p) + 39" (@) f' (p)f" (p) + 9" (@) (f' ()" m
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VIII. Uneigentliche Integrale

In diesem Abschnitt werden wir die Integration verwenden, um die Konvergenz
von Reihen zu untersuchen. Hierbei wird sich eine interessante Analogie zwischen
unendlichen Reihen und den sogenannten uneigentlichen Integralen zeigen. Aus
dieser Korrespondenz lassen sich sehr feine Resultate iiber das Konvergenzver-
halten von Reihen gewinnen, da uns nun der Kalkiil der Differentialrechnung zur
Verfiigung steht.

Definition VIII.1. Sei a € R und b €]a,00]. Weiter sei f:[a,b] — R eine
Funktion, sodass fiir alle = € [a, b] die Einschréankung f][a’z] Riemann-integrabel
ist. Falls er existiert, heiflit der Grenzwert

/ab f(t)dt = lim / F(t) dt

xz<b

das uneigentliche Integral von f auf [a,b[. Die Integrale F(z) := fax f(t) dt heifien
Partialintegrale (analog zu den Partialsummen von Reihen). Analog definiert
man uneigentliche Integrale fir a € R U {—o0}, wenn f auf allen Intervallen
[z,b], = €]a,b] Riemann-integrabel ist. u

Bemerkung VIIL.2. Ist F: [a,b] — R stetig differenzierbar, so ist nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung F(z)—F(a) = [ F'(t)dt. Die

Existenz des uneigentlichen Integrals f;’ F'(t) dt ist also aquivalent zur Existenz
des Grenzwerts lim, ~, F'(x). u

Der folgende Satz zeigt, dass wir Reihen als eine spezielle Form von un-
eigentlichen Integralen ansehen diirfen.

Satz VIIL3. Ist Y .- ai eine Reihe, so definieren wir
fi:[0,00] =R, t—ar fir k<t<k+1.

Die Reihe Y oo, ar konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral
J.° f(t)dt eistiert. In diesem Fall sind beide Werte gleich.

Beweis. Fiir F(z):= [ f(t)dt und n <z <n+1 ist

F(:Jc):/o f(t)dt—l—/n f(t)dt:kzzoak—l—(x—n)-an.
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Insbesondere ist F(n) = Z;é ap. Existiert nun das uneigentliche Integral

fooo f(t)dt, so existiert auch
Zak = lim F(n) =/ f(t)dt.
k=0 o 0

Konvergiert andererseits die Reihe ZZOZO ag , so ist fur ausreichend grofie n € N
und x € [n,n + 1[:

oo oo oo
F(I)—Zak = (l‘—n)an—zak < lan| + Zak <e. ]
k=0 k=n k=n

Wegen obiger Bemerkung verwundert es nicht, dass sich einige Konver-
genzsatze fiir Reihen auf uneigentliche Integrale tibertragen lassen.

| SATZ UBER DIE MONOTONE KONVERGENZ |

Satz VIIL.4. Ist f >0 und f |4 € RS fir alle v € [a,b], so existiert das

unetgentliche Integral f; f(t)dt genau dann, wenn die Funktion F : |a,b] —
R,z — [T f(t)dt beschrinkt ist.

Beweis. Wir setzen s := sup F'([a,b]). Wir nehmen zuerst s < co an. Da das
Partialintegral F' monoton wichst (beachte f > 0) und fiir ein = € [a,b] die
Beziehung F(z) > s — e gilt, erhalten wir F(y) > s — ¢ fiir alle y € [z,b]. Also
ist |s — F(y)| < e fiir alle y € [z,b]. Hieraus folgt lim, ., F(x) = s.

Ist s = oo, so folgt analog lim, ., F(z) = oo, d.h., das uneigentliche
Integral f; f(t)dt existiert nicht. n

| MAJORANTENKRITERIUM |

Satz VIIL.5. Ist 0 < f < g und existiert das uneigentliche Integral f:g(t) dt,
so existiert auch f; f(t)dt.

Beweis. Dies folgt wegen [ f < [Tg< f:g aus Satz VIIL.4. n

Beispiel VIII.6. Sei a=1, b=o00 und f(z) =2~* mit o > 0. Dann ist

z 1_:81704
F(x) =/ e dt = { r = fallsa# 1
1 lOg.”L" faHS o= 1.

Fir @« < 1 ist 1 — o > 0 und folglich lim, .. 27! = oo, d.h. floo t—dt

existiert nicht. Fiir o = 1 existiert floo % ebenfalls nicht, da lim,_. ., logx = co.

Fiir o > 1 jedoch ist 1 — a < 0 und daher lim,_,.. ="' = 0. In diesem Fall
existiert das Integral, und es gilt fiir a > 1:

/Oodt_ 1 .
, tr a—1"
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Man beachte, dass diese Rechnung viel einfacher war als diejenige, die wir
gemacht haben, um die Reihen > 7, n% auf Konvergenz zu untersuchen. Man
sieht also, dass der Kalkiil der Differential- und Integralrechnung vieles einfacher
macht. Wie man Ergebnisse iiber Reihen aus solchen fiir uneigentliche Integrale

direkt gewinnen kann, zeigt der folgende Satz:

Satz VIIL.7. Sei f:[1,00] — R eine nichtnegative monoton fallende Funktion.
Dann ist die Folge (an)nen mit

nicht negativ, monoton wachsend, und sie konvergiert mit
0< lim a, < f(1).
n—oo
Insbesondere konvergiert das uneigentliche Integral floo f(t)dt genau dann, wenn

die Reihe > ;| f(k) konvergiert.

Beweis. Da f monoton fallend ist, ist f |, fiir alle 2 > 1 integrabel
(vgl. Satz VI.1.10). Aus der Monotonie ergibt sich

k+1
(7.1) flk+1) < /k F(t)dt < F(k).

Also ist insbesondere ap — ax_1 > 0 und mit ag = 0 sehen wir, dass die Folge
(aj) nichtnegativ und monoton wachsend ist. Weiter erhalten wir aus (7.1) durch
Summation

n n+1
an <Y f(k) =) f(k) = f(1) = f(n+1) < f(1).
k=1 k=2

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt nun, dass lim,, .. a, exi-
stiert. Die Beziehung
0< lim a, < f(1)
n—oo

folgt aus 0 < a,, < f(1) fir alle n € N, und der Rest der Behauptung direkt aus
dem Bewiesenen und Satz VIII.4. [ |

Beispiel VIIL.8. (a) Wir wenden Satz VIIL.7 auf die Funktion f:z — x~%an
(a > 0). Dann existiert das Integral

[ roa- [

nach Beispiel VIII.6 genau dann, wenn « > 1 ist. Nach dem vorstehenden Satz
ist dies genau dann der Fall, wenn die Reihe

8
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konvergiert. Wir erhalten sogar die Abschétzung

1 dt =1 1
‘o / a—zka a1 sf=1

o0

das heifit
1 =1 1 a
< — < 1=
a—l_zka_a—1+ a—1
k=1
Fir a > 1 schreibt man
=1
((a) ::Zk_a

Die Funktion ¢ :]1,00[ — R heiit Riemannsche Zetafunktion. Sie spielt in der
Zahlentheorie, als Funktion im Komplexen eine zentrale Rolle.
Wegen ((a) > 7= =1 und -1 < ((a) < -2 ist

lim ((a) =1 wund lim {(a) = occ.

a— 00 a—1

(b) Fiir a =1 erhalten wir wie im Beweis von Satz VIIL.7:

R G |

"1
log(n+1)=/ ?S E§1+ZE§1—Hogn.
1 k=1 k=2

Die nach Satz VIIL.7 konvergente Folge

Qp 1= (i %) —logn

k=1

hat als Grenzwert die Fuler-Mascheronische Konstante

ci=lim (1+3+...4+—logn)=05772...,

n—oo
d.h., die harmonische Reihe wachst genauso wie logn. [ ]

Wir iibertragen jetzt noch einige Konvergenzkriterien fiir Reihen auf un-
eigentliche Integrale.

Satz VIIL.9. (Cauchykriterium) Sei F': D — R eine Funktion, b € RU{£o0},
und es gebe mindestens eine Folge (x,)nen in D, die gegen b konvergiert. Dann
existiert lim, ., F'(x) genau dann, wenn gilt:

(1) b# too: (Ve >0)(30 > 0)(Vx,z € Us(b)N D) : |F(x) — F(z)| < e
(2) b=oo: (Ve >0)(IN e N)(Vz,z € D,z,2 > N) : |F(x) — F(2)| Sg
(3) b=—o00: (Ve >0)AN e N)(Vz,z € D,z,2 < —N) : |F(z) — F(2)| <

Beweis. Sei zunéchst b # +oo.
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Wir nehmen zuerst an, dass a := lim,_,; F'(x) existiert. Dann existiert ein
§ >0 mit |F(z) —al <5 und |F(z) —a| < § fiir 2,z € DN Us;(b). Damit ist

F(a) - F(2)| < |[F(a) —a| +|a— F(z) < S+ S =<.

DO ™

Sei nun (1) erfiillt und (x,)nen eine Folge in D mit =, — b. Weiter sei
e >0 und 6 > 0 geméaB (1) gewdhlt. Wegen x,, — b existiert ein N5 € N
mit |z, — b < § fir alle n > Ns. Damit ist |F(x,) — F(z,)| < e fir
alle n,m > N;. Die Folge (F (mn))n ey 18t also eine Cauchyfolge und daher
konvergent. Sei a := lim,, o F(z,). Ist (yn)nen eine weitere Folge in D mit
yn — b, so konvergiert auch die Folge (z,)nen := (21, Y1, T2, Y2, Z3,Ys3, .. .) gegen
b. Also ist

lim F(y,) = lim F(z,)= lim F(z,) = a.

n—oo n—oo n—oo

Der Grenzwert héngt also nicht von der gewahlten Folge ab, d.h. lim,_,;, F(x) =
b.

Die Falle b = 00 behandelt man analog. [ ]

Wir wollen das Cauchysche Konvergenzkriterium insbesondere auf un-
eigentliche Integrale anwenden, d.h., wir betrachten

F(x) :/mf(t)dt, x €D =a,b.

Definition VIII.10. Das uneigentliche Integral f; f(t) dt heit absolut kon-
vergent, wenn das Integral f; |f(t)| dt konvergiert. m

Satz VIII.11. Fin absolut konvergentes uneigentliches Integral konvergiert.

Beweis. Fiir # > a sei F(z) = [ f(z)dz und G(z) := [ |f(z)|dz. Dann
gilt fir z < x:

FE) - F@l=| [ o)< [C150]d =66 - 6

Die Behauptung folgt nun, indem wir das Cauchysche Konvergenzkriterium
VIIL.9 verwenden, um die Existenz des Grenzwertes lim,_,, F'(z) einzuschen. m

Folgerung VIII.12. Sei f: [a,00[ — R eine Funktion, die von héherer als
erster Ordnung in oo verschwindet, d.h. es existieren o > 1, ein ¢ > a und ein
K > 0, so dass fur alle t > ¢ gilt |f(t)| < tﬁa Dann konvergiert das Integral

faoo f(t)dt absolut. Gilt dagegen f(t) > % fir ein K > 0 und alle t > ¢, so
divergiert das Integral.

Beweis. Ist f(t) > % fir t > ¢ > a, so wiirden wir aus der Konvergenz des
Integrals [ f(t)dt nach dem Majorantenkriterium die Konvergenz von [~ 4

folgern konnen. Folglich ist das Integral [ ° f(t)dt und damit auch [ f(t)dt
divergent.
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Gilt hingegen |f(¢)] < £ fiir @ > 1 und alle ¢ > ¢, so folgt die Konver-
genz des Integrals [ |f(t)| dt aus dem Majorantenkriterium, Satz VIIL.11 und
Beispiel VIIIL.6, d.h., das Integral

/aoof(t)dt:/acf(t)dtqt/:of(t)dt

ist absolut konvergent. [ ]
Beispiel VIII.13. Wegen ﬁ < :%2 fir * > 1 konvergiert das Integral
fooo %. Wir wissen schon, dass fooo % = limy_,c arctant = 7 ist. m

Natiirlich betrachtet man auch Integrale, die an beiden Integralenden ,, un-
eigentlich“ sind. Allgemein definieren wir

/_O;fzz/_oooﬂ/ooof und /:fz/:f+/bcf,

fir @ < b < ¢, wenn es sich an den Intervallenden a,c¢c € R U {£oo} um
uneigentliche Integrale handelt.

Beispiel VIII.14. (Die Gammafunktion) Fiir jedes ¢ > 0 konvergiert das
Integral

['(t) ::/ o' heT" do
0

(die Gamma-Funktion), wobei das Integral an beiden Intervallenden als un-
eigentliches Integral zu verstehen ist. Fiir alle z > 0 ist '~ le™® < 2!~! und
somit existiert das folgende uneigentliche Integral nach dem Majorantenkriterium

1 1
27 te™® dx = lim e ? dx,
0 y—0J,

denn es gilt

li
x—0 x x—0 x—0

1 1 t11 t
1 1
/ 271 dr = lim st lds=1im |2 =2 —pim X = 2
0 t], t t t

Weiter gilt:

2

2. (mt—le—x)

— xt—l—le—x

— 0.
Tr— 00

Nach den de I’'Hospitalschen Regeln ist namlich

t+1 t

lim = lim (t+1)=
r—oo eT T— 00 ex
xt—l
= lim (t+1)-t i 0, fallst €]0,1] ist, da 2'~* <1
xt—2
= lim (t+1)-t-(t—1) =0, fallst¢€]l,2]ist,daa’"2<1

T— 00 et
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Damit existiert also ein K > 0, so dass 2!~ -e™* < & fiir alle £ > 1 gilt, und
daher existiert das Integral [ z'~'e™® dz nach dem MaJorantenkrlterlum.
Figenschaften der Gammafunktion: Es gilt die Funktionalgleichung der
Gammafunktion
(Vte>1) T(@t)=(t—-1DT({t-1).

Dies beweisen wir mittels partieller Integration:

I'(t) :/ '™ dx
0

[e.9]
= lim —y'"te7¥ — lir%yt_le_y +/ (t—1)z'2e " da
Yy— 0

Y—00
=040+ (t— DIt —1),

t—1

da y*=" — 0 wegen t > 1 gilt. Fir natiirliche Zahlen n € N erhalten wir speziell:

1) = / e ¥ dr= lim [—e_ﬂy = lim 1—e¥ =1,
0

Y—00 0 Y—00
und fiir alle n € N folgt aus der Funktionalgleichung
I'(n+1) =nl

Dies erhélt man durch Induktion: Fiir n = 0 haben wir I'(0+1) = 0! = 1. Beim
Induktionsschluss verwenden wir die Funktionalgleichung und rechnen I'(n+1) =
n-T'(n)=n-(n—-1)=nl u

Beispiel VIIL.15. (Fresnelsche Integrale) Durch Anwendung des Transforma-
tionssatzes mit ¢t = ¢(u) = /u rechnet man

2
& r 1 [* sinu 1 [*sinu
sin(t?) dt = lim sin(t?)dt = lim - du = lim —/ du
/0 ( ) z—oo [o ( ) z—00 2 0 \/ﬂ z—00 2 0

(mittels 2% = '(u) - du). Wir fragen nach der Konvergenz dieses Integrals.

2V/u
Hierzu rufen wir uns zunachst in Erinnerung, dass fiir alle £ € N und alle u
zwischen 2km und (2k + 1)m der Wert sin(u) > 0 ist; zwischen (2k + 1)7 und

(2k + 2)7 ist sin(u) < 0. Weiter ist

/(2}“'2)7T sinu /(%H)7T sin(u + )
- du = — ST du
2k+1)r VU ok Vu+m

(2k+1)m sinu (2k+1)m sinu
2k Vu +m 2k \/a

Analog erhélt man

/(2’“'1)7r sin w / sin u
2k 2k—1)7
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Somit ist die Folge a,, := f (n+1)m S‘n“ du nichtnegativ, monoton fallend,
und es gilt

Nach dem Leibnizkriterium existiert daher

n (n+1)7 _:

lim (—=1)*a = lim
nﬁoo];) n—oo [q \/ﬂ

Sei nun F(z) := [ 8% dy. Fiir nm <z < (n+ 1)7 ist dann

0 Va
(n+ )7 oy 1
S/ — < —=—0

u nm

T sinu

nm \/_

und somit existiert das uneigentliche Integral

* sinu
limFx:/ du
L AN

nach dem Cauchykriterium VIIL.9. Es sei bemerkt, dass der urspriingliche Inte-
grand t — sin(¢?) fiir t — oo nicht gegen Null konvergiert. Wir haben sogar

/ sin(u?) du = / 2t - sin(t*) dt
0 0

(iiber die Transformationsformel mit p(t) = t2 und ¢'(t)dt = 2tdt), und der
Integrand ist in diesem Fall sogar unbeschrankt. [ ]

|F(z) — F(nm)| =

Y

Beispiel VIII.16. Wir betrachten das folgende uneigentliche Integral:

Looat z
T
/ :/ du = —.
0 \/].—lf2 0 2

Hierzu verwendet man die Transformationsformel mit ¢(t) = arcsint, also

, 1

fir 0 <t <1 (Bemerkung V.4.17). Daher folgt

1 x
dt
/0 Vi-i2 = lim . ¢’(t)dt=££)rrllarcsinm: g -



