Analysis II fiir M, LaG und Ph, WS07/08
Ubung 10, Lésungsskizze
Gruppeniibung

G 34 (Zum warm werden).

Betrachte die Menge U := R?\{0}.

(a) Mache dir klar, dass U nicht sternformig ist.
(b) Finde alle méglichst kleinen Mengen C' C U, so dass U\C' sternformig ist.

(a) Ist p € U beliebig, so sind die Punkte auf dem Halbstrahl durch 0 und —p von
p aus unerreichbar.

(b) Sei 0.B.d.A. p=(1,0). Nehmen wir den ganzen Strahl ] — 0o, 0] x {0} heraus,
so ist das Restgebiet R?\] — 00, 0] x {0} sternférmig beziiglich (1,0).

G 35 (Zentralfelder).
Es sei X = R™\{0}, und fiir die Komponenten der Pfaffschen Form

o = Z fjdij
j=1

gelte die Darstellung
file) == zp(|[z]l2), 1<j<n,
mit einer Funktion ¢ € C?(0, ), ¢ € No.

(a) Zeige: Die Pfaffsche Form « ist exakt.
Hinweis: Eine Stammfunktion f wird durch f(z) := ®(||z||2) gegeben mit

O(r) = /T to(t)dt, r >0,

To
wobei r( eine feste positive Zahl ist.
(b) Zeige: Das Zentralfeld

R\{0} = R”, 2+ ——
HE21E

mit ¢ € R* und n > 2 ist ein Gradientenfeld. Bestimme das zugehorige Po-
tential.

Bemerkung: Das Zentralfeld spielt eine wichtige Rolle in der Physik, wo es je
nach Kontext Newtonsches oder Coulombsches Potential heif3t.

(a) Esist klar, dass ® zu C?"1(0, 00) gehort und ®'(r) = ry(r) gilt. Also folgt aus
der Kettenregel
9f

oz, (|[z]l2) = = z0(|[2ll) = a;(x), j=1,....,n,7 € X,
LC]' 2
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(b) Ein Potential U wird durch

Vi) = {c1n<|rx||2>, falls n =2,

S ||x]2, falls 0> 2.

fiir x # 0 gegeben.

G 36 (Rotation eines Vektorfelds im R?).

Sei U C R? offen und F : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Unter der
Rotation der Feldes F' = (Fy, Fy, F3) versteht man das Vektorfeld

OF3 _ 0Fy
ox

rot F' = g—§ — g—ﬁé , symbolisch V x F.
oF _ oF

o1 0o

(a) Es sei wp := Fidr 4+ Fydy + F3dz die zu dem Vektorfeld assoziierte Pfaffsche
Form. Zeige: Ist wg exakt, besitzt also eine Stammfunktion, so gilt rot F' = 0.

(b) Zeige: Ist U C R? sternférmig und F : U — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld mit rot F' = 0, so besitzt wr eine Stammfunktion.

Hinweis: Satz X.6.19.
(c) Betrachte das Vektorfeld

F:R* =R (2,9,2) — (y*2° cosx — 42%2, 2y2® sin x, 3y*2* sin v — x%).

Zeige, dass wp exakt ist.

(a) Sei f eine Stammfunktion zu wp. Dann gilt f € C*(U) und Vf = F. Aus dem
Satz von Schwartz folgt dann rot F' = rot(V f) = 0.

(b) Es gilt wp geschlossen genau dann, wenn rot F' = 0. Die Behauptung folgt
dann aus Satz X.6.19.

(c) Man rechnet leicht nach, dass rot F' = 0. Die Behauptung folgt dann aus der
Sternfomigkeit von R3.

G 37 (Zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhéngend).

Zeige, dass die Menge

M = {(z, f(2))|x €]0,1]} U{(0,y)[y = 0}

fiir
5.2 2n+1 1
ploa)—m, T e = 2
2n*(n + 1)z — 2n?, falls T ST < 2n(n+1) "

zusammenhéangend, aber nicht wegzusammenhéangend ist.
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Die Funktion f ossziliert sehr stark in der Néhe der Null!

Angenommen M ist nicht zusammenhingend, d.h. M = U UV fiir M-offene,
disjunkte Teilmengen U und V von M. Da die Mengen U{(0,y)|y > 0} und
{(z, f(x))|x €]0,1]} zusammenhingend sind, miissen beide komplett in einer der
beiden Mengen U bzw. V liegen. Liegen sie in der selben Menge, so muss die andere
leer sein. Sei nun (0.B.d.A.) U{(0,y)|y > 0} C U und {(z, f(z))|z €]0,1]} C V.
Wir zeigen, dass in diesem Fall U NV # () gilt: Fiir jeder in M-offene Menge O
gilt ndmlich O N {(z, f(x))|z €]0,1]} # 0. Folglich gilt dies auch fiir O = U, also
Un{(x, f(z))|z €]0,1]} # (. Somit ergibt sich U NV # (. Wir haben also gezeigt,
dass M zusammenhéngend ist.

Angenommen M ist zusammenhéngend. Dann existiert ein (stetiger) Weg ~ :
[0,1] — R mit v(0) = 0 und v(1) = p € {(z, f(z))|z €]0,1]}. Da ~ stetig ist
und (0) = 0 gilt, muss 7y in einer gewissen 0-Umgebung von [0, 1] in einer beliebig
kleinen 0-Umgebung von R? verbleiben. Dies ist aber unméglich, da die Funktion
f in der Nédhe der Null sehr stark ossziliert! Wir haben also gezeigt, dass M nicht
wegzusammenhangend ist.

Hausiibung

H 37 (Orthonormalbasen).

Es sei B = (by,...,by,) eine Orthonormalbasis des R” und v € R mit

v=> Nbj, A ER fiir 1<) <n.

Jj=1

Zeige, dass [|v[|3 = "7 A7 gilt.

H 38

Es gilt ||v][5 = (3272, Ajbj, Doy Nibi) = D001y Nilby, 2oy Aibi) = D001y i by, bi) =

> i A3, da (bj,b;) = 0 fiir i # j nach Voraussetzung.

(Zusammenhang).

Seien n, k € N mit n > k. Fiir welche k € N ist die Menge R\ (R* x {0}) zusam-
menhéngend?

Bemerkung: Hier ist 0 € R"*.

Fiir k = n—1 ist R"\(R" ' x {0}) nicht zusammenhéngend. Jede zwei Punkte, einer
mit positiver n-ter Koordinate und einer mit negativer n-ter Koordinate, lassen sich
nicht durch einen Weg in R™\(R"* x {0}) verbinden. Jeder Weg schneidet nach
dem Zwischenwertsatz die Hyperebene R"™' x {0}).

Fiir k < n — 1 ist die Menge R™\(R* x {0}) zusammenhéingend. Je zwei Punkte
in R™\(R* x {0}) lassen sich dann durch einen Streckenzug verbinden (Warum?).
Also ist R™\(RF x {0}) als wegzusammenhéngender Raum insbesondere auch zu-
sammenhéngend.
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H39

(Vereinigung von zusammenhingenden Mengen).

Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A, B C X zwei zusammenhéngende Men-
gen Teilmengen mit A N B # (. Zeige, dass dann auch A U B zusammenhingend
ist.

Bemerkung: Die gleiche Behauptung gilt auch fiir eine beliebige Vereinigung zu-
sammenhingender Teilmengen eines metrischen Raumes, solange je zwei solcher
Teilmengen nicht disjunkt sind.

H 40

Angenommen AU B = U UV fiir AU B-offene, disjunkte Teilmengen U und V'
von AU B. Dann muss eine der beiden Mengen leer sein: Da sowohl A als auch
B zusammenhéngend sind, miissen beide Menge ganz in U oder V' liegen. Wegen
ANB # (), miissen A und B beide in der selben Menge liegen. O.B.d.A. sei A,B C U.
Dann gilt auch AU B C U und folglich V = {).

(Der Abschluss zusammenhingender Mengen ist zusammenhéngend).

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X zusammenhéngend. Zeige, dass dann
auch A zusammenhéngend ist.

H41

Angenommen A = U UV mit A-offenen, disjunkten Mengen U und V. Dann muss
A in einer der beiden Mengen U oder V liegen, da ansonsten ANU und ANV
A-offene, disjunkte Mengen wéren mit A = (ANU)U(ANV), im Widerspruch zur
Voraussetzung. Es gelte 0.B.d.A. A C U.

Wir zeigen nun, dass V' = () gilt. Angenommen nicht, dann existiert x € V.. Wegen
A CU, gilt x € OA. Daher gilt O N A # () fiir jede offene x-Umgebung O. Folglich
gilt auch VN A # () und somit VNU # (), im Widerspruch zur Annahme VNU = ().
Also ist V = 0.

Alternativ kann auch U = A gezeigt werden.

(Zusammenhangskomponenten).

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Auf X definieren wir folgendermafien eine Re-
lation (vgl. Analysis I): Zwei Punkte z,y € X stehen zueinander in Relation, wenn
sie in einer zusammenhéngenden Menge liegen, oder formaler

r ~y < dU C X zusammenhéngend : z,y € U.

(a) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Bemerkung: Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation nennt man Zu-
sammenhangskomponenten.

(b) Zeige:

(i) Die Zusammenhangskomponenten von X sind zusammenhéngend und ab-
geschlossen.
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(ii) Jede zusammenhéngende Menge ist in einer Zusammenhangskomponente
enthalten.

(iii) Zusammenhangskomponenten sind entweder gleich oder disjunkt und Uber-
decken X.

(c) Sei U C R™. Zeige, dass die Zusammenhangskomponenten von U auch offen
sind.

(d) Zeige, dass jede offene Menge U C R™ eine disjunkte Vereinigung von Gebieten
ist.

(a) ~ ist reflexiv, d.h. v ~ x: Sei x € X beliebig. Dann ist B.(z) eine zusam-
menhéngende Menge, die x enthélt.

~ ist symmetrisch, d.h. gilt * ~ y, dann auch y ~ x: Das folgt unmittelbar
aus der Definition der Relation!

~ ist transitiv, d.h. gilt x ~ y und y ~ z, dann auch x ~ z: Liegen x und y in
einer zusammenhédngenden Menge U und y und z in der zusammenhédngenden
Menge V', dann ist U UV eine zusammenhéingende Menge (vgl. H39!), die
sowohl x als auch z enthalt.

(b) Die letzte Behauptung folgt aus der Tatsache, dass Zusammenhangskompo-
nenten Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation sind. Nach Definition ist
die Zusammenhangskomponente, welche den Punkt x € X enthélt, die Verei-
nigung aller zusammenhédngenden Mengen, die x enthalten. Diese ist nach der
Bemerkung in H39 zusammenhédngend. Dies impliziert insbesondere, dass jede
zusammenhédngende Teilmenge in einer Komponente enthalten ist. Das eine
Zusammenhangskomponente abgeschlossen ist folgt aus H40.

(c) Sei K(x) die Zusammenhangskomponente des Punktes x € U. Wir miissen
zeigen, dass jeder Punkt y € K(x) eine Umgebung enthélt, die noch ganz in
K (z) enthalten ist. Fiir e > 0 ist B(y) eine zusammenhéangende Menge. Dann
ist nach H39 auch B.(y) U K(x) zusammenhéngend. Da nun B.(y) C K(y)
nach (b) und K(y) = K(x), folgt B.(y) C K(z).

(d) Dies folgt unmittelbar aus den vorangehenden Teilaufgaben: Jede offene Menge
ist die disjunkte Vereinigung ihrer Zusammenhangskomponenten. Die Zusam-
menhangskomponenten sind offen in U und folglich offen in R"™. Auflerdem
sind sie zusammenhédngend. Also ist jede Zusammenhangskomponente einer
oftenen Teilmenge der R™ ein Gebiet.

H 42 (Zur Interpretation der Rotation eines Vektorfeldes im R?).

Es sei I ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung U von 0 € R?
und wp seine assoziierte Pfaffsche Form. Aulerdem sei die Kurve

Y 2 [0,27] — R?, ~,(t) := (rcost,rsint)

gegeben. Man zeige:

1 OF; OF
lim — = —2(0) = ==(0).
lim 3 /% Wg Jy (0) Dy (0)
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Weshalb bezeichnet man rot F'(0) als die Rotation von F an der Stelle 0 € R??

H43

Es gilt

[or=3 [ et o0t = [ r(Pai ) cost = Fatrn(0)-sin )i

Wir betrachten nun den ersten Summanden. Die Rechnung fiir den zweiten Sum-
manden verlauft analog.

Es sei
g: [0727T]><] - 676[_> R, (ta T) = F2(7T<t)) - cost

Hierbei ist € > 0 so gewahlt, dass 7,(t) C U fiir |r|, |t| < €. Setzte dann
2T
G:—¢e—R, r— / g(t,r)dt.
0

Nach Satz X.5.1 gilt dann

oG o 2T 27 ag
W(s) = E/o g(t,s)dt—/o a—(t,s)dt.

.
Nun gilt
Y 1.1 10G 1 [?" Og
ll_r)r(l)ﬁ/o P(F(0) -costdt = ~lim ~6(r) = ~520) = = [ S o)
1 (%" OF, , O OF,
= —2(0,0,0) - (cost)? — ==(0,0,0) - (costsint))dt = —=(0).
~ [ G 0.0,0)- cost)? = T2(0.0,0) - costsint)dt = 52 0)
Wie bereits angedeutet liefert der zweite Summand
Y : OF,
lim /0 (F (4 (1) - sintdt = 5 (0)
Somit folgt wie gewiinscht
iy [ wr = 520 = 5H0) = ot F0),e) :
m — = —(0) — =—(0) =« =
r—0 712 ~r wr 8331 8$2 © 1 €3/> €3 1

v, ist ein geschlossener Weg mit Zentrum 0. Wir summieren die Vektorfeldkompo-
nenten in Richtung -, ldngs v, auf, dividieren anschliefend durch die Flédche und
lassen dann den Weg immer enger um 0 laufen. Wir berechnen also sozusagen eine
Rotationsdichte im Punkt 0.

(Integrierender Faktor).

Es sei U C R? offen und w eine stetig differenzierbare Pfaffsche Form auf U. Eine
Funktion h € CY(U) heifit Fulerscher Faktor oder integrierender Faktor fiir w, falls
h - w geschlossen ist und h(z,y) # 0 fir (x,y) € U gilt.
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(a) Zeige: Ist h € C'(u) mit h(z,y) # 0 fiir (z,y) € U, so ist h genau dann ein
Eulerscher Multiplikator fiir w = fdx + gdy, wenn gilt

oh  oh Of dg.
fa—y 9%+(8—y 8_x)h_

(b) Es seien a,b,c,e >0 und w = (¢ — ex)ydx + (a — by)zdy.
Zeige, dass w einen integrierenden Faktor der Form h(x,y) = m(zy) auf U =
10, 00[%]0, 00| besitzt.
Hinweis: Man verwende Aufgabenteil (a), um eine Differentialgleichung fiir m
herzuleiten, fiir die man eine Losung erraten kann.

(a) Die Funktion h ist genau dann ein Eulerscher Multiplikator fiir w = fdxz+ gdy,
wenn h - w geschlossen ist, also genau dann wenn

o(hf) _ 9(hg)

oy ox

Dies ist aber gerade dquivalent zu

Oh _ Oh
oy Jor

af 9g.,
+(ay 8x)h_ 0.

(b) Nach Aufgabenteil (a) gilt die Gleichung
h h
(c— ex)yg—y —(a— by)x% +(c—a—ex+by)h = 0.
Fiir h(z,y) = m(xy) gilt weiter

(c—a—ex—i—by)xy%—m+(c—a—ea:+by)m:0,
2

also fiir z = xy

om
—a— by)(z— =0.
(c—a—ex+by)(z P +m)
Nun ist m(z) := % eine Losung der Differentialgleichung z%%”‘ +m = 0. Folglich
ist h(z,y) := L ein integrierender Faktor fiir w auf U =0, 0o[x]0, oo].

zy

Wir wiinschen ein frohes Weihnachtsfest
und einen guten Rutsch ins neue Jahr!



