Analysis II fiir M, LaG und Ph, WS07/08
Ubung 7, Losungsskizze

Gruppeniibung
G 22 (Veranschaulichen von Funktionen)

Veranschauliche die Funktion f : R? — R, (x,y) — sin(2? + y?) mit Hilfe von
Hohenlinien.

Fiir ¢ € R setze sin(x® + y*) = ¢ und Iose die Gleichung auf. Ist |c| > 1, s0 ist

die Losungsmenge leer. Gilt |c| < 1, so ist die Losungsmenge ein Kreis vom Radius
-1

r=sin""(c).

G 23 (Differenzierbarkeit und Taylorpolynome)

(a) Sei f In /22 + 4?2 fiir (z,y) # (0,0). Zeige, dass dann gilt

02 f a2f

(b) (i) Bestimme das Taylorpolynom 2.Ordnung der Funktion

f:Rx[0,00) =R, f(z,y):=z".
im Punkt (1,1).

(ii) Bestimme das Taylorpolynom 4.Ordnung der Funktion

f:R® =R, f(x,y,2):=zyzsin(x +y + 2)
im Punkt (0,0,0).

(a) Dies ist elementares Nachrechnen
. _ 2
(b) () 2 =y, 2 = Inw-av, 2 = y(y
of

3,9z und ng; = (Inz)?zY. Somit gilt:

21 =120, 10 =0 2401 =0 211 =
a_y2(17 1) = 0. Damit ergibt sich:

Lf((zy);(1L,1) =1+ (@ -1+ (@ -1y —1)
(ii) Es gilt: Ty f((x,y,2);(0,0,0)) = zyz(z + y + 2) = x%yz + xy°z + zyz

G 24 (Jacobi-Matrizen und Kettenregel)

—1)zv=2, % =z +Inx-2v! =

= 83/&E(l 1) =1 und

(a) Berechne die Jacobi-Matrizen der Funktionen

2

T T .
f:RQHR:a, (z),_) zy |, g:R3—>R2, H( sin )

)
2 z cos(ryz)
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(b) Berechne die Jacobi-Matrix von h := go f : R? — R? auf zwei verschiedene

Arten.

(a) Es gilt
et = [ 2 ) sowie gt = (00 ' :
(zy) - yy2 y ) SOWIC J(@y.)\F) = —yzsin(zyz) —xzsin(ayz) —zysin(ryz)

sin(z?)

(b) Es ist h(z,y) = (cos(x4y3))' Folglich gilt

2:1:(308 x? 0
J(m,y)<h):< ( ) 4,2 : 43)'

w3y sin(zty®) —3xty? sin(zty?)

Andererseits liefert die Kettenregel

2z cos(z?) 0
Jaw () = Jyan(9) - Sy f = ( dzdyB sin(zy?) —3x4y2sin(x4y3))'

G 25 (Jacobi-Matrix).
Berechne die Jacobi-Matrix der Abbildung

r r sin # cos @
F:R*=R3 [6] — | rsinfsing
© r cos 6

Bemerkung: Die Abbildung F' wird oft in der Physik verwendet und als Kugelkoordinaten-
Transformation bezeichnet.

Es gilt
sinfcosy rcosfcosy —rsinfsing
Jirop)(F) = | sinfsing rcosfsing 7rsinfcosyp
cos 6 —rsinf 0
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Hausiibung

H 25 (Differenzierbarkeit).
Sei f:R3 =R, f(z,y,2) = 32%y + 2zy* + €.

(a) Berechne die partiellen Ableitungen von f.

(b) Priife nach, ob f total differenzierbar ist und gib gegebenenfalls die Jacobi-
Matrix J,(f) im Punkt p = (2,1,0) an.

(¢) Berechne nédherungsweise f(2.1,0.8,0.15) mit Hilfe der linearen Approximation
und vergleiche den Wert mit dem exakten Funktionswert.

(a) Es gilt & = 6y + 2y, 9 = 30° + day, Y = ¢,

(b) Die Funktion f ist offenbar stetig partiell differenzierbar. Nach Satz X.2.13 ist
somit f differenzierbar. In p = (2,1,0) gilt J,(f) = (14, 20, 1).

(c) Esist f(2.1,0.8,0.15) ~ 14, 4338. Fiir die lineare Approximation gilt:

0.1
T1f((2.1,0.8,0.15): (2,1,0)) = f(2,1,0) 4 (14,20,1) | —0.2 | = 14, 55.
0.15

H 26 (Kettenregel).

Beweise ausgehend von der Kettenregel aus der Vorlesung die folgende Aussage: Es
sei U eine offene Teilmenge von R™ und V' eine offene Teilmenge von .R™. Auflerdem
seien Funktionen ¢ : U — V und f : V — R* gegeben. Die Funktion g sei in a € U
differenzierbar, die Funktion f sei in g(a) differenzierbar. Zeige, dass dann gilt

d(fiog) a) = - afi(gm)).%(a) 1<i<k 1<I<m.

o0x; N = 0y, ox;

Bemerkung: Mit dieser Fundamentalen Formel werden partielle Ableitungen zu-
sammengesetzter Funktionen in konkreten Féllen berechnet.

Dies folgt sofort aus Satz X.2.9 und der Kettenregel.

H 27 (Jacobi-Matrizen und Richtungsableitungen).

a) Berechne die Jacobi-Matrizen der Funktionen
Berechne die Jacobi-Matri der Funkti

. 2 + 2 T T e

f:R2—>R3<>r—> Ty , g y| eR2#£0 =R, [y | ——.

(b) Berechne die Jacobi-Matrix von h := go f : R* — R auf zwei verschiedene
Arten.
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(c) Berechne die Richtungsableitungen der Funktionen

T
h:R?* =R, (5) — sin(zy), bzw. k:R* = R, [y | — ™,
z

an der Stelle (1,1)" in Richtung (1, 1)* bzw. an der Stelle (1,1, 1)" in Richtung
(1,2,1)". Die Operation ¢ steht hierbei fiir das Transponieren eines Vektors.

(a) Es gilt
2v 2y
: eV we¥  xeY
Jay(f) = Y x|, sowie Jiuy2(9) = (—, —, __2).
ye™ xe™ z' oz z

(b) Es ist h(z,y) = 2* + y*. Folglich gilt

J(r,y)(h) = (2557 23/)-

Andererseits liefert die Kettenregel
Sy (h) = T (9) - Sy [ = (22, 2y).

(c) Die Funktionen h und k sind differenzierbar (dies zeigt man direkt oder man
weist die Stetigkeit der partiellen Ableitungen nach). Folglich gilt:

(Vh(1,1),(1, 1)t> = 2cos1 sowie (VEk(1,1,1), (1,2, 1)t> = 4e.

H 28 (Polarkoordinaten).

Die Funktion g :]0, 0o[x [0, 27[— R?, (;) — <: Z?ﬁ gf) fithrt Polarkoordinaten in
kartesische Koordinaten iiber.

(a) Veranschauliche die Funktion g.

(b) Berechne %( fog) und Z(fog), wobei f : R? — R eine differenzierbare
Funktion bezeichnet.

¢) Was bedeutet -2 bzw. 2 anschaulich?
(012 or

(d) Sei h: R? — R, (z,y) — 2 + y>. Berechne %(h o g) und Z(ho g) auf zwei
verschiedene Arten.

(a) Parallelen zur ¢-Achse zwischen [0,27) werden auf einen Kreis vom Radius
r abgebildet. Paralellen zur r-Achse werden auf geraden durch den Ursprung
abgebildet.
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(b) Seip := (;) Aufgabe H26 liefert

of
ox

of

9 (rog)m) = Ligw P =rsing) + 5 (9(p) (7 cos o)

und
S22 9)) = SHa)cosg + T (o) sn.

(c) Anschaulich g1bt d1e infinitesimale Aenderung des Laufwinkels ¢ an. Ge-
nauso g1bt die 1nﬁn1tes1male radiale Aenderung an.

(d) Esist (ho g)(r ) = r. Folglich gilt 2 (h og) =0 und Z(hog)=2r.
Andererseits folgt mit Aufgabe (b):

%(h 0 g)(r,p) = (2rcosp)(—rsiny) + (2rsin)(rcosg) =0

und

g(h 0 g) = (2rcos ) cosp + (2rsinp) sing = 2r.
-



