Analysis II fiir M, LaG und Ph, WS07/08
Ubung 2, Losungsskizze

Gruppeniibung

G4

(Zum warm werden).

Begriinde die von Physikern beliebten Néherungen sin(z) =~ z, cos(z) ~ 1 und
tan(z) ~ z fir ,kleine* = € R.

Dies folgt direkt aus der Taylorentwicklung der entsprechenden Funktionen, da fiir
kleine x € R die Terme hoherer Ordnung vernachlassigbar sind.

G5 (Kinetische Energie eines relativistischen Teilchens).
Nach Albert Einstein betriagt die Gesamtenergie eines Teilchens der Masse m
E =mc’.
Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Die Masse ist jedoch von der Geschwindigkeit
v des Teilchens abhéngig; es gilt
myo
m =
=
Hier ist mg die Ruhemasse des Teilchens; die Ruheenergie ist demnach Ey = mgc?.
Die kinetische Energie ist definiert als
Ekin =F - EO-
Berechne mit Hilfe der binomischen Reihe die kinetische Energie Fy;,. Kommt dir
der erste Term der berechneten Reihe bekannt vor?
Dawv < ¢, gilt
1
Eriy = mc® — moc® = moc? (———— — 1
k o = ol (s 1)
1 5 3 9,V 9 . .
= gMmov” + g/Mov (=)? + Glieder héherer Ordnung.
c
Der Term $mgv? représentiert die kinetische Energie im klassischen Fall (v < ¢),
der Term %mOUQ(%)Q ist das Glied niedrigster Ordnung der Abweichung zwischen
dem relativistischen Fall und dem klassichen Fall.
G 6 (Taylorentwicklung).
Durch Integration der Taylorreihe der Ableitung von arcsin : [—1, 1] — R bestimme

man die Taylorreihe der Funktion arcsin mit Entwicklungspunkt 0.
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Fiir |x| < 1 liefert der Umkehrsatz der Differentialrechnung und Satz VII.1.13

(resin) (o) = g = (107) 7} = S (F) = 3 ("h )

n=0 n=0

Wegen arcsin(0) = 0 erhalten wir aus Satz VI.3.2 damit die Entwicklung

wosinte) = 3 ("7 ) e

n=0
Und wegen
(n—%) 1 (@2n—-1)(2n—3)---3-1
n 2n+1  (2n+1)(2n)(2n—2)---4-2
ist
arcsin(qz):$+1x3+3x5+£x7—|—...

6 40 336

G 7 (Cauchys Beispiel).
Betrachte die Funktion f : R — R definiert durch

e*z%, fiir x #0
M) = {O, fiir x = 0.

(a) Zeige, dass f € C=(R) und £ (0) = 0 fiir n € Ny gilt.

(b) Berechne die zugehorige Taylorreihe von f an der Stelle 0. Auf welcher Teil-
menge M C R ist 75°(f) konvergent? Auf welcher Teilmenge N C R gilt

f=15°(f).

(a) Um einzusehen, dass f € C*®°(R) und f™(0) = 0 fiir n € Ny gilt, bemerken
wir zunéchst, dass f auf R* von der Klasse C™ ist und f™(x) fiir x # 0 von

der Form |
FO ) = pale )

ist, wobei po(t) = 1 und p,(t) fiir ein n € N ein Polynom vom Grade 3n in der
Variablen t ist (Induktion). Wegen

1 .
lim p, (=€ "2) = 0
i po(—€” )

z—0
gilt f € C=(R) und f™(0) = 0 fiir n € Ny.

(b) Nach Teilaufgabe (a) gilt >~ f(:!(o) z™ =0, d.h. die Taylorreihe T§°(f) kon-
vergiert auf ganz R gegen die Nullfunktion. Somit stimmt die Funktion f nur
an der Stelle 0 mit ihrer Taylorreihe iiberein. Es ist also eine besonders schone
FEigenschaft, wenn eine C*°- Funktion eine auf einem Intervall I C R konver-
gente Taylorreihe besitzt und durch diese dargestellt wird.
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Hausiibung

H5 (Vertauschung von Limes und Integration I).
Es sei f,(x) = nze ™ fiir z € [0, 00).
(a) Fiir welche o € [0, 00) konvergiert f,(x) punktweise gegen eine Funktion f(x)?.
Bestimme f(z) fiir diese z € [0, 00).
(b) Ist die Konvergenz gleichméssig?

Hinweis: Betrachte die Maxima von f,.

(c) Gilt . N
lim /0 Fo(@)dz = /0 flx)dx?

(a) Es gilt lim,, f,(z) = 0 fiir alle z € [0,00), d.h. die Folge (f,), konvergiert auf
x € [0,00) punktweise gegen die Nullfunktion
b) Es gilt (f,,) () = n(1 —2na? . Der kritische Punkt ist x,, = ——. Dass bei
( g NeT
\/%TL erklich ein Maximum Vorl1egt rechnet man leicht nach, ist aber fiir die

Aufgabe unwichtig. Es folgt fn Tn) \/_e z und lim, f,(z,) — co. Wegen
| fo = flloo = I fnlloo = \/ge 2 — oo liegt also keine gleichméfige Konvergenz
vor.

(c) Esist fo fo(z)dx = —5 Ooo %(e‘”xQ)d:U =
lim,, fo fulz dx7ré fo

aber [° f(x)dx = 0. Folglich ist

1
27

H6 (Vertauschung von Limes und Integration II).
Es sei f,(z) = Ze n fiir z € [0, 00).
Man zeige, dass die Folge (f,), auf [0,00) gleichméBig gegen 0 konvergiert, aber

lim/ fn(x)dz > 0.
mJo

Ist dies ein Widerspruch zu Satz VI.3.27

Es gilt (f,)'(z) = e n(1 — £). Daraus sieht man, dass f, im Intervall [0,n]
monoton wichst und im Intervall [n, oo[ monoton fallt. Sie nimmt also fiir x = n
ihr absolutes Maximum an, und es gilt

fiir alle © € [0,00) und alle n > 1. Daraus folgt die gleichméfige Konvergenz der
Funktionenfolge ( f,,), gegen 0. Nun berechnen wir die Integrale

o0 R
/ fn(z)dx:/ £e ndr = lim %e’%daz.
0 o R=oo Jo 1
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H7

Mit der Substitution t = % wird

R T . R/n
/ —e ndr = / te tdt,
o T 0

00 R/n 00
/ fn(z)dx = lim te "dt :/ te "dt.
0 0

R—o0 0

also

Das Integral fooo te~'dt ist nun echt positiv, da es geometrisch den Flicheninhalt
zwischen dem Graph des Integranden und der positiven x-Achse angibt (Skizze!).
Also gilt

lim/ fo(z)dz > 0.
mJo

Dies ist kein Widerspruch zu Satz VI.3.2, da wir dort iiber eine beschriankte Teil-
menge von R integriert haben.

(Ein elliptisches Integral).

Das besonders oft auftretende Integral

2 d
K(k)::/2 a L k<1
0 1 — k2 sin?(z)

wird auch (vollstédndiges) elliptisches Integral 1.Gattung genannt.

Elliptische Integrale treten in zahlreichen Anwendungen auf, zum Beispiel bei der
Behandlung des mathematischen Pendels. Die Bezeichnung elliptisches Integral hat
ihren Ursprung in der Berechnung der Bogenlénge der Ellipse.

Man entwickle K (k) in eine Potenzreihe nach k. Fiir welche k£ € R konvergiert die
Reihe?

Hinweis: Es gilt fog sin®"(x)dxr = (2’;1) iz

HS8

Die Binomialreihe ergibt fiir den Integranden die Entwicklung

1— ki snl(z) i ( _n% > (=1)"k™ sin®" ().

n=0

Wegen |k| < 1 stellt > 2, k*" eine konvergente Majorante dar; die Reihe konver-
giert also gleichmdssig in | — 1, 1] und darf somit gliedweise integriert werden. Mit
dem Hinweis ergibt sich dann

T 1 3 15
K(k)=—=(1 —)2k? —)2Et ) T
(k)= 2 (14 R+ (7K + (o) +
(Taylorentwicklung und Integration).

Man zeige
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und berechne damit das Integral bis auf einen Fehler von 1078,

Hinweis: Es gilt fol 2 (In(x))*dr = %

Die Funktion 2 = ¢*™®) hat in 0 einen Grenzwert, kann also als stetig in [0, 1]
angesehen werden. Mit f : [0,1] — R, f(x) = xIn(z) und f(0) =0, gilt

(@)
-

v i

k=0

Da f in [0,1] beschrinkt ist, konvergiert die Reihe normal in [0, 1]; sie darf also
gleidweise integriert werden. Der Hinweis liefert nun die Behauptung.

Zur Berechnung der Reihe bis auf 10~% genau geniigen wegen 9° > 3,5 - 10% nach
dem Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen die ersten 8 Summanden: Damit
ergibt sich

1
/ rdr = 0,78343051 + R, |R| < 107%,
0



