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Gruppeniibung

G 34 (Zum warm werden).
Betrachte die Menge U := R?\{0}.

(a) Mache dir klar, dass U nicht sternférmig ist.
(b) Finde alle moglichst kleinen Mengen C' C U, so dass U\C' sternformig ist.

G 35 (Zentralfelder).
Es sei X = R™"\{0}, und fiir die Komponenten der Pfaffschen Form

a = Z fdeCj
j=1

gelte die Darstellung
fi(@) == wje(llellz), 1<) <n,
mit einer Funktion ¢ € C?(0, 00), ¢ € Ny.

(a) Zeige: Die Pfaffsche Form « ist exakt.
Hinweis: Eine Stammfunktion f wird durch f(z) := ®(||z||2) gegeben mit

O(r) = /T to(t)dt, r >0,

To
wobei r( eine feste positive Zahl ist.
(b) Zeige: Das Zentralfeld

R™{0} = R", z+ e

|||13
mit ¢ € R* und n > 2 ist ein Gradientenfeld. Bestimme das zugehorige Po-
tential.
Bemerkung: Das Zentralfeld spielt eine wichtige Rolle in der Physik, wo es je
nach Kontext Newtonsches oder Coulombsches Potential heifit.

G 36 (Rotation eines Vektorfelds im R?).

Sei U C R3 offen und F' : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Unter der
Rotation der Feldes F' = (F}, Fy, F3) versteht man das Vektorfeld

OFy _ OFp
oz oz

rot F' = g—? — g—f‘g’ , symbolisch V x F.
oFy Ok

Oxy  Oxg



(a) Es sei wp := Fidr + Fydy + F3dz die zu dem Vektorfeld assoziierte Pfaffsche
Form. Zeige: Ist wp exakt, besitzt also eine Stammfunktion, so gilt rot F' = 0.

(b) Zeige: Ist U C R? sternférmig und F : U — R3 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld mit rot F' = 0, so besitzt wr eine Stammfunktion.

Hinweis: Satz X.6.19.
(c) Betrachte das Vektorfeld

F:R® =R (2,9,2) — (y*2° cosx — 422, 2y2® sin 2, 3y*2* sinx — x%).

Zeige, dass wp exakt ist.

G 37 (Zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhéngend).

Zeige, dass die Menge

M = {(z, f(x))]x €]0,1]} U{(0,y)|y = 0}

fiir
£0,1] =R, —2n%(n + 1)x +2n(n + 1), falls 27?(";;11) <z §2 %;
2n?(n + 1)z — 2n?, falls L <o < 20t

zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhéngend ist.

Hausiibung

H 37 (Orthonormalbasen).

H 38

H39

H 40

Es sei B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis des R” und v € R"™ mit

v:Z)\jbj, AjeR fir 1<y <n.

j=1

Zeige, dass ||v]|3 = Y7, A2 gilt.

j=17""
(Zusammenhang).

Seien n, k € N mit n > k. Fiir welche k € N ist die Menge R"\(R* x {0}) zusam-
menhéngend?

Bemerkung: Hier ist 0 € R,

(Vereinigung von zusammenhingenden Mengen).

Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A, B C X zwei zusammenhéngende Men-
gen Teilmengen mit A N B # (). Zeige, dass dann auch A U B zusammenhingend
ist.

Bemerkung: Die gleiche Behauptung gilt auch fiir eine beliebige Vereinigung zu-
sammenhéngender Teilmengen eines metrischen Raumes, solange je zwei solcher
Teilmengen nicht disjunkt sind.

(Der Abschluss zusammenhingender Mengen ist zusammenhéingend).

Sei ()& d) ein metrischer Raum und A C X zusammenhéngend. Zeige, dass dann
auch A zusammenhéngend ist.



H 41 (Zusammenhangskomponenten).

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Auf X definieren wir folgendermaflen eine Re-
lation (vgl. Analysis I): Zwei Punkte =,y € X stehen zueinander in Relation, wenn
sie in einer zusammenhingenden Menge liegen, oder formaler

x ~y< JU C X zusammenhédngend : z,y € U.

(a) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Bemerkung: Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation nennt man Zu-
sammenhangskomponenten.

(b) Zeige:
(i) Die Zusammenhangskomponenten von X sind zusammenhéngend und ab-
geschlossen.

(ii) Jede zusammenhingende Menge ist in einer Zusammenhangskomponente
enthalten.

(iii) Zusammenhangskomponenten sind entweder gleich oder disjunkt und Uber-
decken X.

(c) Sei U C R™. Zeige, dass die Zusammenhangskomponenten von U auch offen
sind.

(d) Zeige, dass jede offene Menge U C R™ eine disjunkte Vereinigung von Gebieten
ist.

H 42 (Zur Interpretation der Rotation eines Vektorfeldes im R?).

Es sei F' ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung U von 0 € R?
und wp seine assoziierte Pfaffsche Form. Auflerdem sei die Kurve

Y 1 [0,27] — R?, 4,(t) := (rcost,rsint)

gegeben. Man zeige:

1 / 8F20 OF, 0).
i

lim — W = 8_[);‘1< _8_;52(

r—0 72
Weshalb bezeichnet man rot F'(0) als die Rotation von F' an der Stelle 0 € R??

H 43 (Integrierender Faktor).

Es sei U C R? offen und w eine stetig differenzierbare Pfaffsche Form auf U. Eine
Funktion h € CY(U) heiit Fulerscher Faktor oder integrierender Faktor fiir w, falls
h - w geschlossen ist und h(z,y) # 0 fir (z,y) € U gilt.

(a) Zeige: Ist h € C'(u) mit h(z,y) # 0 fiir (z,y) € U, so ist h genau dann ein
Eulerscher Multiplikator fiir w = fdx + gdy, wenn gilt

oh  oh  Of 9y

a—y g%+(8—y—%)h:0.

(b) Es seien a,b,c,e > 0 und w = (¢ — ex)ydz + (a — by)zdy.
Zeige, dass w einen integrierenden Faktor der Form h(x,y) = m(zy) auf U =
10, 00[x]0, 00| besitzt.
Hinweis: Man verwende Aufgabenteil (a), um eine Differentialgleichung fiir m
herzuleiten, fiir die man eine Losung erraten kann.
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