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Analysis II fiir M, LaG und Ph, WS07/08 , Ubung 9

Gruppeniibung
G 30 (Kurvenintegrale und Stammfunktionen).

(a) Im R? betrachte die Kurve v : [0,27] — R3, ~(t) := (""", #* — 27, cos £).
Berechne das Kurvenintegral f7 w;, © = 1,2 fiir die Pfaffschen Formen

wy = xdr + ydy + zdz und wy = zdy.

(b) Es sei U C R" offen und w eine stetige Pfaffsche Form. Eine Funktion F' €
C(U) heifit Stammfunktion von w, falls dFF = w gilt. Ist w = Y77, fidx;
stetig differenzierbar, so ist

Of _ 0f;

eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Stammfunktion.

Bestimme eine Stammfunktion der Pfaffschen Form
w = (2zy + 2*)dx + 2°dy + 3xv2%dz.

G 31 (Zusammenhang).

Uberpriife, ob folgende Mengen zusammenhiingend sind:

(a) X =[0,1]U(2,3).
(b) Die Hyperbel H := {x € R?|2? — 23 = 1}.
(c) Die Gruppe GL,(R) der invertierbaren n x n-Matrizen.
Hinweis: Uberlege dir zunéchst, dass die Abbildung det : M, (R) — R stetig

1st.
G 32 (Zwischenwertsatz).
Beweise folgende Behauptung:

Es sei X ein zusammenhéngender Raum und f : X — R eine stetige Funktion.
Ferner seien a und b Punkte in X. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und

f(b) an.
G 33 (Wegzusammenhang).

Zeige: Fiir n > 2 sind R"\{0} und die Sphire S"' := {z € R"|||z|], = 1}
wegzusammenhéngend.



Hausiibung
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H35

H 36

(Kurvenintegrale).
(a) Im R? betrachte die Kurve v : [a, b] — R?, ~(t) := e’(cost,sint). Berechne das
Kurvenintegral f7 w fiir die Pfaffsche Form w := zdy — ydzx.
(b) Seien r,¢ > 0 und v die Schraubenlinie

v :[0,27] — R?, ~(t) := (rcost,rsint,ct).
Berechne das Kurvenintegrale f7 w fiir die Pfaffsche Form
w = (2% — y*)dx + 3zdy + dwydz.

(Stammfunktionen).

Bestimme Stammfunktionen der folgenden Pfaffschen Formen:

(a) w= (2 — y)dz — zdy € Q(R?).

(b) w= (z*y® + 2xy)dr + (223y* + z*)dy € Q(R?).

(c) w= (y*23cosx — 4x32)dx + 2yz3 sinwdy + (3y*2* sinx — 21)dz € Q(R?).
(Zusammenhang als topologische Invariante).
Der Zusammenhang stellt eine wichtige topologische Invariante dar. Zeige:

(a) Sind X und Y hom&omorphe Rdume, d.h. existiert eine stetige, bijektive Ab-

bildung f : X — Y mit stetiger Umkehrfunktion, so ist X genau dann zusam-
menhéngend, wenn Y zusammenhéngend ist.

(b) R™ ist fiir n > 1 nicht homéomorph zu R.

(Eine Anwendung).

Zeige: Zu jeder stetigen Funktion f : S™ — R, n > 1, gibt es ein Paar antipodaler
Punkte z, —x € S" mit f(x) = f(—=).

Beispiel: Bei jeder stetigen Temperaturverteilung auf der Erdoberflidche gibt es an-
tipodale Orte, in denen gleichzeitig dieselbe Temperatur herrscht.

Hinweis: Zwischenwertsatz.



