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Gruppenübung

G 30 (Kurvenintegrale und Stammfunktionen).

(a) Im R3 betrachte die Kurve γ : [0, 2π] → R3, γ(t) := (et sin t, t2 − 2πt, cos t
2
).

Berechne das Kurvenintegral
∫

γ
ωi, i = 1, 2 für die Pfaffschen Formen

ω1 = xdx + ydy + zdz und ω2 = zdy.

(b) Es sei U ⊆ Rn offen und ω eine stetige Pfaffsche Form. Eine Funktion F ∈
C1(U) heißt Stammfunktion von ω, falls dF = ω gilt. Ist ω =

∑n
j=1 fjdxj

stetig differenzierbar, so ist
∂fk

∂xj

=
∂fj

∂xk

eine notwendige Bedingung für die Existenz einer Stammfunktion.

Bestimme eine Stammfunktion der Pfaffschen Form

ω = (2xy + z3)dx + x2dy + 3xz2dz.

G 31 (Zusammenhang).

Überprüfe, ob folgende Mengen zusammenhängend sind:

(a) X = [0, 1] ∪ (2, 3).

(b) Die Hyperbel H := {x ∈ R2|x2
1 − x2

2 = 1}.
(c) Die Gruppe GLn(R) der invertierbaren n× n-Matrizen.

Hinweis: Überlege dir zunächst, dass die Abbildung det : Mn(R) → R stetig
ist.

G 32 (Zwischenwertsatz).

Beweise folgende Behauptung:

Es sei X ein zusammenhängender Raum und f : X → R eine stetige Funktion.
Ferner seien a und b Punkte in X. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und
f(b) an.

G 33 (Wegzusammenhang).

Zeige: Für n ≥ 2 sind Rn\{0} und die Sphäre Sn−1 := {x ∈ Rn| ||x||2 = 1}
wegzusammenhängend.



Hausübung

H33 (Kurvenintegrale).

(a) Im R2 betrachte die Kurve γ : [a, b] → R2, γ(t) := et(cos t, sin t). Berechne das
Kurvenintegral

∫
γ
ω für die Pfaffsche Form ω := xdy − ydx.

(b) Seien r, c > 0 und γ die Schraubenlinie

γ : [0, 2π] → R3, γ(t) := (r cos t, r sin t, ct).

Berechne das Kurvenintegrale
∫

γ
ω für die Pfaffsche Form

ω = (x2 − y2)dx + 3zdy + 4xydz.

H34 (Stammfunktionen).

Bestimme Stammfunktionen der folgenden Pfaffschen Formen:

(a) ω = (2x− y)dx− xdy ∈ Ω(R2).

(b) ω = (x2y3 + 2xy)dx + (2x3y2 + x2)dy ∈ Ω(R2).

(c) ω = (y2z3 cos x− 4x3z)dx + 2yz3 sin xdy + (3y2z2 sin x− x4)dz ∈ Ω(R3).

H35 (Zusammenhang als topologische Invariante).

Der Zusammenhang stellt eine wichtige topologische Invariante dar. Zeige:

(a) Sind X und Y homöomorphe Räume, d.h. existiert eine stetige, bijektive Ab-
bildung f : X → Y mit stetiger Umkehrfunktion, so ist X genau dann zusam-
menhängend, wenn Y zusammenhängend ist.

(b) Rn ist für n > 1 nicht homöomorph zu R.

H36 (Eine Anwendung).

Zeige: Zu jeder stetigen Funktion f : Sn → R, n ≥ 1, gibt es ein Paar antipodaler
Punkte x,−x ∈ Sn mit f(x) = f(−x).

Beispiel: Bei jeder stetigen Temperaturverteilung auf der Erdoberfläche gibt es an-
tipodale Orte, in denen gleichzeitig dieselbe Temperatur herrscht.

Hinweis: Zwischenwertsatz.


