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Gruppeniibung

G 26 (Zum warm werden etwas Kombinatorik).
Sei U C R" offen und f € C*°(U). Die zugehorige Taylorreihe bei u € U ist gegeben

durch
() =y 3 e

k=0 |a|=k

Wieviele verschiedene Monome enthalt der Term

P, = Z —(DQOJ;)(U) 7
|la|=k '

G 27 (Taylorpolynome).
(a) Berechne das Taylorpolynom T (f) der Funktion
f:R® =R, f(x,y,2):=zyzsin(z +y + 2)

mit Hilfe von Satz X.3.8.
(b) Betrachte die Funktionen

X

fiR* =R f(z,y) = (¢",siny) und g:R* =R, g(z,y) = 1+y?

Sei h:= go f : R? — R. Berechne das Taylorpolynom T (h) auf zwei verschie-
dene Arten.

G 28 (Lokale Extrema).

Bestimme die lokalen Extrema der Funktion
foRE SR, f(ry) = (42 +yf)e 0

G 29 (Eine Anwendung).

Beweise:

Fiir N Punkte ay,as,...,ay € R" gibt es genau ein Minimum x, der Funktion
fiR" =R, f(z) =z —all; +|lz - all3 + ... + [l — an]5.

Interpretiere zunéchst den Fall n = 2. Welchen Wert zy erwartet man hier?



Hausiibung

H?29

H 30

H31

H 32

(Konvergenz der Taylorreihe).

Sei U C R" offen, g € U und f € C*(U,R™). Es gebe Konstanten M,r > 0,
so dass fur alle & € Njj und fiir alle © € B,(z9) := {x € R"|||x — o[y < 7}
die Abschatzung

|Df(x)] < s!Mr~° fir |a| =s

gilt. Dann ist die Taylorreihe

(P -z =Y Y LD gy

k=0 |a|=k

fiir jedes p € (0,7) auf der Menge B,(zo) := {z € R"|||x — x¢||1 < p} absolut
und gleichméfig konvergent und erfiillt dort

fa) =30 3 L) (e

al
k=0 |a|=k
Hinweis: Es gilt der Multinomialsatz
k _ RSP c T} I e - R o 70}
(T1 + 224 -+ + 2p) Z NI
|a|=k
(Extremwertaufgabe).

Konstruiere dasjenige Dreieck, fiir welches das Produkt der Sinuswerte der Winkel
am grofiten ausfallt.

(Bifurkation).
Bestimme die Extrema der Funktion
f:R* =R, f(r,y) ="+ 2>+ )\
in Abhéngigkeit von A > 0.
Bemerkung: Die Aufgabe hat es in sich. Gehe sorgfiltig vor!

(Kritische Punkte eines Quotienten).

Es sei U C R™ offen und F : U — R, F(z) = % mit f,g € C'(U) und g(z) # 0.

(a) Zeige: VF(z) = 0 ist dquivalent zu Vf(z) = F(x) - Vg(z).
(b) Als Beispiel betrachte den sogenannten Rayleigh-Quotient:

TA
R:R"\{0} >R, R(z)="—"
1E51
fir eine symmetrische Matrix A € M, (R). Bestimme eine Gleichung fiir die

kritischen Punkte von R.

Bemerkung: Der Quotient ist benannt nach dem englischen Physiker John William
Strutt, dritter Baron Rayleigh (1842-1908, Professor in Cambridge und London,
1904 Nobelpreis fiir Physik, 1905-1908 Priasident der Royal Society) und spielt in
der Theorie der Eigenwerte eine wichtige Rolle.



