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Gruppenübung

G 22 (Veranschaulichen von Funktionen).

Veranschauliche die Funktion f : R2 → R, (x, y) 7→ sin(x2 + y2) mit Hilfe von
Höhenlinien.

G 23 (Differenzierbarkeit und Taylorpolynome).

(a) Sei f(x, y) = ln
√

x2 + y2 für (x, y) 6= (0, 0). Zeige, dass dann gilt

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0.

(b) (i) Bestimme das Taylorpolynom 2.Ordnung der Funktion

f : R× [0,∞) → R, f(x, y) := xy.

im Punkt (1, 1).

(ii) Bestimme das Taylorpolynom 4.Ordnung der Funktion

f : R3 → R, f(x, y, z) := xyz sin(x + y + z)

im Punkt (0, 0, 0).

G 24 (Jacobi-Matrizen und Kettenregel).

(a) Berechne die Jacobi-Matrizen der Funktionen

f : R2 → R3,

(
x
y

)
7→

 x2

xy
xy2

 , g : R3 → R2,

x
y
z

 7→
(

sin x
cos(xyz)

)
.

(b) Berechne die Jacobi-Matrix von h := g ◦ f : R2 → R2 auf zwei verschiedene
Arten.

G 25 (Jacobi-Matrix).

Berechne die Jacobi-Matrix der Abbildung

F : R3 → R3,

r
θ
ϕ

 7→

r sin θ cos ϕ
r sin θ sin ϕ

r cos θ

 .

Bemerkung: Die Abbildung F wird oft in der Physik verwendet und als Kugelkoordinaten-
Transformation bezeichnet.



Hausübung

H25 (Differenzierbarkeit).

Sei f : R3 → R, f(x, y, z) := 3x2y + 2xy2 + ez.

(a) Berechne die partiellen Ableitungen von f .

(b) Prüfe nach, ob f total differenzierbar ist und gib gegebenenfalls die Jacobi-
Matrix Jp(f) im Punkt p = (2, 1, 0) an.

(c) Berechne näherungsweise f(2.1, 0.8, 0.15) mit Hilfe der linearen Approximation
und vergleiche den Wert mit dem exakten Funktionswert.

H26 (Kettenregel).

Beweise ausgehend von der Kettenregel aus der Vorlesung die folgende Aussage: Es
sei U eine offene Teilmenge von Rm und V eine offene Teilmenge von .Rn. Außerdem
seien Funktionen g : U → V und f : V → Rk gegeben. Die Funktion g sei in a ∈ U
differenzierbar, die Funktion f sei in g(a) differenzierbar. Zeige, dass dann gilt

∂(fi ◦ g)

∂xl

(a) =
n∑

j=1

∂fi

∂yj

(g(a)) · ∂gj

∂xl

(a) 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ l ≤ m.

Bemerkung: Mit dieser Fundamentalen Formel werden partielle Ableitungen zu-
sammengesetzter Funktionen in konkreten Fällen berechnet.

H27 (Jacobi-Matrizen und Richtungsableitungen).

(a) Berechne die Jacobi-Matrizen der Funktionen

f : R2 → R3

(
x
y

)
7→

x2 + y2

xy
exy

 , g :

{x
y
z

 ∈ R3| z 6= 0

}
→ R,

x
y
z

 7→ xey

z
.

(b) Berechne die Jacobi-Matrix von h := g ◦ f : R2 → R auf zwei verschiedene
Arten.

(c) Berechne die Richtungsableitungen der Funktionen

h : R2 → R,

(
x
y

)
7→ sin(xy), bzw. k : R3 → R,

x
y
z

 7→ exyz,

an der Stelle (1, 1)t in Richtung (1, 1)t bzw. an der Stelle (1, 1, 1)t in Richtung
(1, 2, 1)t. Die Operation t steht hierbei für das Transponieren eines Vektors.

H28 (Polarkoordinaten).

Die Funktion g :]0,∞[×[0, 2π[→ R2,

(
r
ϕ

)
7→

(
r cos ϕ
r sin ϕ

)
führt Polarkoordinaten in

kartesische Koordinaten über.

(a) Veranschauliche die Funktion g.

(b) Berechne ∂
∂ϕ

(f ◦ g) und ∂
∂r

(f ◦ g), wobei f : R2 → R eine differenzierbare
Funktion bezeichnet.

(c) Was bedeutet ∂
∂ϕ

bzw. ∂
∂r

anschaulich?

(d) Sei h : R2 → R, (x, y) 7→ x2 + y2. Berechne ∂
∂ϕ

(h ◦ g) und ∂
∂r

(h ◦ g) auf zwei
verschiedene Arten.


