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Gruppeniibung
G 11 (Innere Punkte, Abschluss und Rand I).

Bestimme jeweils die inneren Punkte, den Abschluss und den Rand der folgenden
Mengen:

(a) M = {%|n€N} CR;
(b) QCR;
(¢) B={veV||v|]] <1} CV, fiir einen normierten Raum (V, || - ||).

G 12 (Etwas Topologie).

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A, B Teilmengen von X. Zeige die folgenden
Aussagen:

(a) A°NB° C(ANnB);
(b) AUB C AU B. Gilt hier i.A. auch Gleichheit?

G 13 (Heine-Borel).

Sei A eine Teilmenge von R". Zu jeder Folge (x,)nen € A gebe es eine Teilfolge
(@, ken, die gegen einen Punkt a € A konvergiert. Zeige, dass in diesem Fall A
kompakt ist.

G 14 (Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft).

Zeige mit Hilfe der Heine-Borelschen Uberdeckungseigenschaft, dass das Einheits-
intervall I = [0, 1] kompakt ist.

Anleitung: Es sei (U;)jcs eine offene Uberdeckung von I. Setze
S = {s € I] [0, s] wird von einer endlichen Teiliiberdeckung von (Uj;) e iiberdeckt}.
Zeige, dass fir b = sup(S) gilt:

(a) S =10,b) oder S =0, b].
(b) Fiihre den Fall S = [0, ) zu einem Widerspruch. Es gilt also S = [0, b].
(c) Fiihre den Fall b < 1 erneut zu einem Widerspruch.



Hausiibung

H13

H14

H15

H16

(Minimaler Abstand zu einer Menge).

Es sei A eine nichtleere Teilmenge von C. Man definiert die sogenannte Abstands-
funktion durch

da(z) == inf {|z —al}

fiir alle z € C. Mache dir klar, dass man d4(z) zu Recht als Abstand von z und A
bezeichnet. Zeige dann:

(a) Ist A abgeschlossen, so gibt es zu jedem z € C einen Punkt a € A mit da(z) =
|z — al|. Gib eine nicht abgeschlossene Menge an, bei der die Behauptung falsch
ist.

b) Die Menge A ist genau dann abgeschlossen, wenn sie mit der Nullstellenmenge
g g g g
{z € C|da(z) = 0} von dy iibereinstimmt.
(Kompaktheit und Vollstidndigkeit).

Beweise: Jeder kompakte metrische Raum ist vollsténdig.

(Stetige Funktionen mehrerer Variablen).
Sind folgende Funktionen f : R? — R an der Stelle (0,0) stetig?

X falls @ # v,

B br=rt
(&) f(z,9): {0, falls = =y.
%) el falls (z,y) # (0,0),

(b) J(z.y) = {07 falls (z,y) = (0,0).

(Heine-Borel gilt nicht immer!).

In dieser Aufgabe geben wir ein Beispiel dafiir, dass im allgemeinen aus ,,abgeschlos-
sen“ und , beschrankt* nicht , kompakt* folgt. Sei B(N) := {f : N — R| || f||n < o0}
der Raum der beschréinkten Funktionen auf N. In Analysis I haben wir uns klar
gemacht, dass B(N) ein normierter Raum ist (vgl. Satz [V.2.4).
(a) Weise nach, dass die Einheitskugel S := {f € B(N)|||f||y < 1} abgeschlossen
und beschrankt ist.
1, falls n=k
(b) Sei ¢, € S, n € N die Funktion gegeben durch ¢, (k) = { =
0, sonst.

Zeige: (0, )nen hat keine konvergente Teilfolge.
(Beachte: (8, )nen ist eine Folge von Funktionen!)



