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Parametrisierte Untermannigfaltigkeiten

Ist U ⊆ Rk eine offene Teilmenge und

f :U → Rn

eine C1 -Abbildung, für die in jedem Punkt p ∈ U die Abbildung df(p): Rk → Rn

injektiv ist, so nennen wir f eine Immersion. Ist f zusätzlich injektiv, so heißt das
Paar (f, f(U)) eine parametrisierte k -dimensionale Untermannigfaltigkeit von Rn .
Wir betrachten zuerst den Fall affiner Abbildungen.

Aufgabe 1. Seien v1, . . . , vk ∈ Rk und

f : Rk → Rn, f(x) := v0 +
k∑

j=1

xjvj .

Unter welchen Bedingungen ist f injektiv bzw. eine Immersion? Beschreiben Sie das
Bild von f .

Aufgabe 2. Wie findet man zu einem affinen Unterraum A ⊆ Rn der Dimension k
eine Abbildung f : Rk → Rn , so dass (f,A) eine parametrisierte Untermannigfaltigkeit
ist?

Jetzt noch einen kurzen Blick auf den eindimensionalen Fall:

Aufgabe 3. Unter welcher Bedingung ist eine C1 -Kurve γ: ]a, b[→ Rn eine Immer-
sion?

Aufgabe 4. Existiert zur Neilschen Parabel

N := {(x, y) ∈ R2:x3 = y2}

eine C1 -Abbildung f : R → R2 , so dass (f,N) eine parametrisierte Untermannig-
faltigkeit ist?



Aufgabe 5. (Funktionsgraphen) Sei F :U → Rm , U ⊆ Rk offen, eine C1 -Funktion.
Finden Sie eine C1 -Abbildung f :U → Rk+m , so dass (F,Γ(F )) eine k -dimensionale
parametrisierte Untermannigfaltigkeit des Rk+m ist.

Aufgabe 6. (Rotationsflächen) Sei I ⊆ R ein offenes Intervall und

γ: I → R3, t 7→

 r(t)
0

z(t)


eine stetig differenzierbare Kurve, die in der x-z -Ebene liegt. Wir nehmen an, dass
r(t) > 0 für alle t ∈ I gilt. Wir erhalten nun eine stetig differenzierbare Abbildung

f : I × R → R3, (t, ϕ) 7→

 r(t) cos ϕ
r(t) sinϕ

z(t)


mit dem Bild

M := f(I × R) = {
(
x, y, z(t)

)
:x2 + y2 = r(t)2, t, x, y ∈ R}.

Das Bild dieser Funktion entsteht durch Rotation des Bildes von γ um die z -Achse.
Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafür an, dass (f,M) eine para-
metrisierte Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 7. Welche Rotationsfläche erhält man für die Kurve

γ(t) =

 cos t
0

sin t


auf dem Intervall I :=

]
− π

2 , π
2

[
?

Aufgabe 8. Welche Rotationsfläche erhält man für die Kurve

γ(t) =

 R + r cos t
0

r sin t


auf dem Intervall I := R , wenn r < R ist?

Aufgabe 9. Welche Rotationsfläche erhält man für die Kurve

γ(t) =

 cosh t
0

sinh t


auf dem Intervall I := R? Hinweis: Beschreiben Sie zuerst das Bild von γ durch eine
quadratische Gleichung.


