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Hohere Ableitungen vom hoheren Standpunkt

Heute werden wir eine kompaktere Darstellung hoherer partieller Ableitungen kennen-
lernen, die es erlaubt, Taylorpolynome zu beschreiben ohne gigantische Summen tiber
Multiindizes zu verwenden.

Um den allgemeinen Fall besser zu verstehen, betrachten wir zuerst den Fall der Ordnung
zwei.

Aufgabe 1. Sei 3:R" x R" — R™ eine bilineare Abbildung. Zeigen Sie:
(1) Es existieren Vektoren b;; € R™, 7,57 =1,...,n, mit

(*) Bx,y) == ) wiy;bij.

1,j=1

(2) Fiir jede Matrix B = (b;;) € M, (R™) (mit Eintrégen in R™) wird durch (x) eine
bilineare Abbildung definiert.

(3) Die bilineare Abbildung [ ist symmetrisch, d.h., G(z,y) = B(y,z) fir alle
z,y € R", genau dann, wenn die Matrix B symmetrisch ist, d.h, b;; = b;; fir
alle 7, 7.

Aufgabe 2. Jede bilineare Abbildung §:R™ x R™ — R™ lasst sich in eindeutiger
Weise in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Anteil zerlegen:

5 :ﬁ—i— +ﬁ— mit 5+<x7y> = ﬁ-l—(y?m) und 5—(x>y) = _ﬁ—(ywr)'
Hinweis: Betrachte 1(3(z,y) £ (y,z)).

Aufgabe 3. (a) Ist 8:R™ x R™ — R™ eine bilineare Abbildung, so ist f(z) := B(z,x
ein R™-wertiges homogenes Polynom vom Grad 2, d.h., f is ein Polynom mit f(tx) =
t2f(z) fiir alle t € R, z € R™,
(b) f héngt nur vom symmetrischen Anteil von [ ab.
(¢) Zu jedem homogenen Polynom f:R"™ — R™ vom Grad 2 existiert genau eine
symmetrische bilineare Abbildung § mit f(z) = f(z,x) fiir alle € R™. Thre Matrix
ist gegeben durch

bij = D;D; f.



Aufgabe 4. Ist U C R" offen und f € C?(U,R™), so definieren wir das zweite
Differential von f in p durch

& F(p)(ha, ho) = i (A + th) () — df () ().

Zeigen Sie:

(1) d?f(p):R™ x R® — R™ ist eine symmetrische bilineare Abbildung. Was ist die
zugehorige Matrix?

(2) Das Taylorpolynom der Ordnung 2 von f hat die einfache Form

T2(£)(x) = Fo) + df)(B) + 5 FD)(h, ).

Definition .  Eine Abbildung 3: (R™)* — R™ heifit k-linear, wenn alle Abbildungen
der Gestalt

n m n
R"™ = R™, v B(vi,v2,...,0-1,0,Vi41,...,0), vj €R" fest,

linear sind.

Aufgabe 6. Sei 3:(R")* — R™ eine k-lineare Abbildung. Zeigen Sie:

(1) Es existieren Vektoren b, € R™, a = (a1,...,a) € {1,...,n}* mit
(**) ﬁ(-’lf(l),7$(k)) = Zx(all) x&kk)ba

(2) Fiir jedes System von Vektoren b, € R™, a € {1,...,n}¥ wird durch (x*) eine
k-lineare Abbildung definiert.
(3) Die k-lineare Abbildung [ ist symmetrisch, d.h.,
B(Va(1)s- > Va(k)) = B(V1,- -, Vk)

fir v; € R", 0 € Sk (die Permutationsgruppe), wenn

b

Qg(1)r Qo (k)) b(al ,,,,, ag)

fiir alle @ und alle Permutationen o gilt.

Aufgabe 7. Ist U C R” offen und f € C*(U,R™), so definieren wir das k-te
Differential von f in p induktiv durch

d*f(p)(ha,..., hy)

‘= %i_r)r(l)%(dk_lf(p + thi) (b, hg—1) —d" L f(p)(ha, . hi—1)).

Zeigen Sie (durch Induktion):
(1) dEf(p): (R™)¥ — R™ ist eine symmetrische k-lineare Abbildung.
(2) Das Taylorpolynom der Ordnung k& von f hat die einfache Form

TH() @) = F0) + dF@)R) + -+ 1 d* F @), ).



